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LA T

Este volumen consta de las Conferencias Generales dictadas durante el 20 Colo-
quio del Departamento de Mateméticas del Centro de Investigacion y de Estudios
Avanzados del LP.N., celebrado en el Centro Vacacional del 1.M.S.S. en Qaxtepec,
Morelos, Jel 10 al 28 de Agosto de 1981, en ¢l orden en que fueron presentadias.

El proposito de dichas conferencias fué el propiciar la discusion entre los partici-
pantes de! Coloquio, de temas y topicos cientificos cercanos a las matematicas, o de
aigunds aspectos de éstas que rara vez se tiene la oportunidad de ver en un curso
general, Con objeto de no cansar a los participantes se procurd que hubiese diversidad

en los temas tratados; por esta razén hay poca relacion entre ellos.

Damos las gracias a todos los conferencistas por su valiosa colaboracion.

Juan José Rivaud
Compilador -







APLICACIONES DE LA INVESTIGACION DE OPERACIONES

Juan Prawda*

SUMARIO

Este trabajo pretende ilustrar sucintamente, para el fector neéfito, algunas
de las aplicaciones mas populares de la Investigacidn de Operaciones y describir
la naturaleza de las limitaciones mas serias que existen para su uso,

La Investigacion de Operaciones es una herramienta de la planeacion o planifi-
cacion, consistente en la utilizacion del método cientifico por grupos interdisciplina-
rios en las organizaciones productoras de bienes y servicios, para que éstas puedan ser
mds eficientes y efectivas**,

Una limitante prictica para utilizar esta herramienta en la realidad est4 asociada
con los diversos enfoques de planificacién que practiquen los decisores.

La planificacion es un proceso anticipatorio de asignacidn“de recursos para el
logro de ciertos fines.

Un proceso da a entender un conjunto de actividades que se ejecutan en forma
dindmica, no estatica; no se dan una sola vez, se desarrollan en forma permanente y
continua., Se puede planificar a corto plazo {programar recursos de inmediato), a
mediano y largo plazo (planes sexenales, decenales o quinquenales).

El concepto anticipatorio significa que la planificacién debe realizarse antes de

que algo suceda para:

— Aminorar los efectos negativos que pudieran ocurrir en el futuro (por ejem-

plo, los resultantes del congestionamiento humano del Valle Metropolitano

* Director de Estudios y Proyectos, Direccién General de Planeacion, S.E.P.; Profesor de Gradua-
dos, SEGICYT-UPIICSA-IPN.
**® En este trabajo se asocia la eficiencia al consumo de recursos y la eficacia al alcance de fines.




de la ciudad de México, o los inducidos por producir mas maestros de pri-
maria de los que requiere el pais).
— A.rovechar coyunturas favorables que pueda proporcionar el futuro (por

ejemplo la bonanza petrolera, el uso de alguna tecnologia avanzada).

~ Por recurso se entiende cualesquiera de los siguientes: humanos, materiales,
financieros, tecnolégicos o de conocimiento y el tiempo, Como estos son siempre
limitados se justifica desarrollar metodologias que permitan hacer una buena asigna-
cién de ellos. ‘
Por fines se entiende los ideales, objetivos y metas que persigue en el tiempo y en.
el espacio cualquier organizacion productora de bienes y servicios.
Independientemente de los diferentes enfoques de planeacion que limitan o
apoyan el uso de la Investigacion de Operaciones, la metodolog{a general de la planifi-

cacibn esta constituida por la:

— Elaboracién de un diagnéstico del presente, para identificar los aciertos y
problemas asociados al funcionamiento de una organizaciéon cualquiera.

— Elaboracion de una proyeccion de referencia, para pronosticar el funciona-

" miento de la organizacion a Vco'rto y mediano plazo, suponiendo qu_e"'no va
a haber cambios significativos en las tendencias e‘stru‘ctu‘rales de la mistha. La
proyeccibn de referencia permite identificar los futuros problemas de.la or-
ganizacion, bajo el supuesto que el crecimiento futuro se asemejara estruc-
turalmente al del pasado. .

— Definicion de fines (ideales, objetivos, metas) para estructurar las condi-
ciones futuras deseables de la organizacion. Los fines pueden clasificarse en
ideales, objetivosr y metas. Los ideales son estructuras tecnoldgicamente
factibles de ser alcanzadas y con probabilidad de sobrevivir una vez que se
consigan, pero que dificilmente pueden lograrse; son faros de luz que guian
el crecimiento y desarrollo de una organizacién a muy largo plazo. Los

) o'bj_etivos son ideales mas pragméticos, alcanzables y medibles. Las metas
son'objetivos cuantificados en el tiempo v en el espacio.

- Definicion de medios (politicas, estratégias, programas, tacticas, accié’ne's),

que supuestamente conducirdn al sistema de su estado presente al ideal



propuesto. Las pollticas son reglas a respetarse durante el proceso de cam-
bio. Las estratégias indican el modc de empleo de los medios dada una
serie de politicas y fines a alcanzar. Los programas son un conjunto de
~ acciones que pueétos en préictica supuestamente conducen al sistema de un
estado presente a un futuro idealizado o concebido. Las técticas indican el
modo de ejecutar los programas.
Las acciones que configuran los programas consumen recursos, Ios cuales
tienen que presupuestarse y ponerse en marcha a través de una calendari-
zacibn (esto es programar).
— Elaboracién de mecanismos de evaluacién y control, para medlr en forma
permanente los logros alcanzados y compararlos con los deseados. Cuando
~'se encuentran diferencias no tolerables entre lo deseado y lo logrado se
identifican las causas para cdrregirlas {esto constituye un control ciberné-

tico, no policiaco).

Existen muchos enfoques de planeacién pero independientemente del enfoque,
los pasOs metodoloégicos de todos elfos son los que se acaban de mencionar.

-Es convenlente mencconar brevemente las caracteristicas de algunos enfoques,
especlalmente el de aquel que utlhza ala Invesugacuon de Operacmnes ‘como una
herramienta de decision. .

~Los prmc:pales enfoques de planeacién son: racnonahstas (optlmnzantes com-
prensnvos satisfacientes), mcrementahstas exploracién mncta adaptativos, innovati-
vos, por ideales y partlclpatwos {radicales, por apoderado e inductivos). Sin detallar
'cada uno de estos enfoqugs*, se resaltg a continuacion las caracter(sticas principales
del asociado al tema de este articulo, _

La planificacion _racio‘halista enfatiza la seleccion de medios para el alcance de

ciertos fines de acuerdo con un proceso racional, entendido como aquél que cumple

con ciertas reglas !6gicas de transitividad y comparabilidad. Decidir racionalmente

'~ requiere enlazar el estado de ambigliedad (lo que plantea la necesidad de decidir)
expresado por un conjunto de altemativas, por el acto de decidir, mediante un con-

junto de operaciones deductivas.

*_Et tector mteresado puede consultar ef trabajo de J. Elizondo “Algunos enfoques de p.dne ciGn”,
Proyecto 7188, Insmuto de Ingenier{a, UNAM, Nov. 1978, para mayor informacién, -




Karl Manheim!, sociologo aleman y pionero de los trabajos de investigacion de la
rac,unalidad en el contexto de la planeacion, distingui6 en sus trabajos dos tipos de
racionalidad: la funcional, cuyo objetivo es emplear eficientemente los medios para
alcanzar ciertos fines y la sus:tancial, definida como la capacidad para comprender
situaciones complejas y decidir sobre los mismos fines. '

Existen 3 enfoques de planeacién racionalista: el optimizante, el comprensivo y
el satisfaciente.

La planificaciébn optimizante, planteada entre otros por R. Ackoff?, se apoya
en el desarrollo de modelos mateméticos, de simulaciéon deductivos y en la disponi-
bilidad de computadoras. Los modelos representan los estratos de ambigiedad y
conocimientos mediante variables cuantitativas, cha manipulacién logica, a través de
una serie de reglas conocidas como alQoritmos, consigue obtener el valor 6ptimo de
una funcién, llamada objetivo, que a su vez modela la medida en que se logran los
fines de! plan. La Investigacibn de Operaciones, los modelos economeétricos, la pro-
babilidad, la estadistica, los prondsticos, la ingenier{a industrial, etc., son herramien-
tas que utiliza este tipo de enfoque. En los dos volimenes de Prawda®, pueden entre
otras referencias, consultarse una gran variedad de modelos (deterministicos, esto-
casticos y bajo total incertidumbre) que utiliza este enfoque de planeacion.

El éxito de este tipo de planeacién depende de la factibilidad de introducir en el
modelo todos los aspectos que sean relevantes, lo cual no es posible en la mayor parte
de las situaciones probleméticas. Por esa razon, el p.Ianificador tiende a tomar en
cuenta sblo variables que pueden manejar mateméaticamente. Otro sezgo consiste en
plantear e} problema seglin modelos conocidos y resueltos.

Dado e! nivel de las técnicas actuales no es posible optimizar situaciones com-
plejas.

Este enfoque de planeacion ha sido severamente criticado por los siguientes mo-

tivos:

— La teorfa establece que todas las alternativas de acciones estan dadas, pero
su nimero puede ser tan grande que resulta practicamente imposible tomar-
las todas en cuenta.

— No es posible conocer todas las consecuencias de cada alternativa, pués se

ramifican at infinitum,



— No todos los fines perseguidos con los cuales se comparan las consecuencias

de cada alternativa son cuantificables ni comparables entre si.

Los defensores de este enfoque de planificacibn sefialan dos grandes ventajas del
mismo: ‘

- Existen ciertos problemas especificos que pueden ser resueltos eficiente-
mente con estas herramientas {por ejemplo, los de distribucion de productos
bésicos en Conasupo; determinacién de los niveles de inventario de produc-
tos variados en una empresa comercial; el nimero de bombas que requiere
un gasoducto u oleoducto para mantener un minimo de presién, etc.).

— El intento de utilizar estas herramientas de planificacion, ain en experien-
cias fallidas, siempre deja como subproducto, mayor entendimiento del sis-
tema por planear.

El resto de los enfoques de planeacién que aqui no se discuten, pero que se
orienta al lector a las referencias correspondientes?, han sido respuestas a las limi-
tantes de aplicar en forma universal la planeacién. racional optimizante. De ahi se
puede deducir que existen una serie de campos o sistemas, extremadamente comple-
jos, como los sociales y politicos, donde la Investigacion de Operaciones aiin no se
puede utilizar, _

La segunda limitante para aplicar la Investigacién de Operaciones est4 asociada
con.los elementos de sudefinicién, es decir,'el uso o no de la metodologia cientifica
para decidir, la participacion o no de grupos interdisciplinarios en la solucién de los
problemas de la organizacion, asi como Ia misma estructura orgénica del sistema bajo
consideracién.

A continuacién se menciona brevemene porque estos elementos pueden ser un
obstéculo para la aplicacion de la Investigacion de Operaciones.

La metodologia cientifica es la instrumentacién secuencial de la:

— Observacion de un sistema.
~— Formulaci6n de un problema.
- Formulacion de hipétesis (construccidn de un modelo).




— Aceptacion o refutacion de las hipotesis planteadas (solucion del modelo).

— Verificacion o generalizacion de los resultados.

Si en una organizacién prbductora de bienes y servicios se improvisan decisiones
descartando la metodologia cientifica, es altamente probable que no se utilizard la
Investigacion de Operaciones u otra herramienta equivalente para decidir*.

Si en una organizacion productora de bienes y servicios no se conjugan grupos in-
terdisciplinarios para la resolucidon de problemas, seguramente tampoco se utilizara
una herramienta como la Investigacién de Operaciones. Por lo general el ataque de un
problema los realizan grupos unidisciplinarios o multidisciplinarios.

La estructura organica mas frecuente que presentan los sistemas productivos de
bienes y servicios adopta una jerarquia piramidal, donde se confunden fines con me-
dios y donde estos Gltimos empiezan a ser més importantes que los primeros. Existen
muchas organizaciones con estructura piramidal que utilizan en forma limitada la
Investigacidon de Operaciones. Otras estructuras, como la organizacion matricial
(NASA: National Aereonautics and Space Administration de fos Estados Unidos) o
circular®, hacen uso més extensivo de esta herramienta.

Hasta aqui se ha presentado un bosquejo muy sintético de las condiciones que
limitan definitivamente la aplicacion de la Investigacion de Operaciones. Se puede
resumir, que en aquellas organizaciones productoras de bienes y servicios donde no
se utilicen enfoques de planeacion racional optimizantes, donde no impere la metodo-
logfa cientifica para la toma de decisiones, donde no existan grupos interdisciplinarios
y donde las estructuras organicas bloqueen el proceso de toma de decisiones, la proba-
bilidad de usar estos instrumentos serd muy baja o nula. Lo anterior no indica que la
Investigacion de Operaciones no se utilice y precisamente a continuacion se ilustrara
muy brevemente algunas de sus aplicaciones.

En los paises desarrollados la Investigacion de Operaciones se ha utilizado exten-
samente en los servicios terciarios (grandes consorcios comerciales, transportes aéreos,
terrestres, ferroviarios y maritimos, etc.), en el sector plblico (defensa, inteligencia,

administracion espacial, educacién, etc.), en la industria petrolera, petroquimica, de la

* Un gran nimero de organismos del sector piblico y privado de México, ni conocen, ni se interesan
por conocer u aplicar herramientas de esta naturaleza, De ahi uno de los origenes de problemas an-
cestrales aln sin resolver,



construccion, de comunicaciones y telefonfa, electronica y de computacién, sidertr-
gica, textil, automotriz, de bienes de capital y sobre todo en el sector académico y de
investigacion bdsica y aplicada. '

En México existen ciertas empresas del sector piblico y privado que utilizan
esta herramienta. Sobresalen el Instituto Mexicano del Petroleo, Teléfonos de México,
Comision Federal de Electricidad, Petréleos Mexicanos, Instituto Mexicano del
Seguro Social, dentro del sector pliblico central o paraestatal y otras, como.Aurrerd, o
los grupos Alfa y Visa, del sector privado.

Empecemos analizando la aplicacion de los modelos lineales determinlsticos que
son los méas populares, sin ser necesariamente fos més efectivos. Estos se definen

como:

. OptZ =cX
sujetoa AX<b
X=0,

XEE", A= aj , i=1..m; ] =1,...,n. El detalle de cada componente de la defi-
nicion anterior se puede consultar, entre otros, en el Prawda®.

Este modelo se ha utilizado basicamente para resolver problemas de asignacion,
distribucidn y transporte.

‘Adolecen estos modelos de dos grandes defectos: consideran que las relaciones
de los medios para alcanzar los fines y la explicitacion de los mismos son funciones
lineales y que todos los elementos se conocen con certeza. En la realidad y por lo
general, ninguno de los dos supuestos son ciertos. )

Los modelos lineales, no s6lo tienen limitaciones, presentan ciertas virtudes: se

pueden resolver facilmente y los paquetes de computadora qhe existen hoy en dia
pueden llegar a. resolver problemas lineales con varios millones de variables y varias
miles de restricciones.
) Existen ciertas situaciones donde las relaciones funcionales son de naturaleza
lineal y se conoce toda la informacién con exactitud y certeza. Por ejemplo, el autor
del presente articulo disefid un modelo de distribucién de trigo para CONASUPO que
se aperd con bastante éxito durante el periodo 1971-1978.

Otro enfoque més practico para resolver problemas lineales deterministicos es el




de redes. _
La formulacién general de un problema de redes, cuyo detalle se puede consultar

entre otros, en Prawda’, es:

Min 2= Z cij Xij

sujeto a
-v, si Nj=N;
X=X Xk = { O si Nj# NgN,
Nj Ny
v, si Nj=N;

0 < 2jj < Xjj Sujj, para toda Ajj

v 0.

" Los proBIemas tradicionales que se pueden resolver con el enfoque de redes son:
de flujo méximb, costo minimo, flujo maximo a costo minimo, expansién, &rboles de
comunicacién, cadenas multiples, multiflujos, redes de actividad (ruta critica y
PERT), sintesis de redes. ‘ ,

" Todo problema lineal puede resolverse indistintamente por programacién lineal
o por redes, pero su formulacién esmds sencilla con este Gltimo enfoque.

Lp programacion dinidmica, introducida por Richard Bellman®, es un enfoque
versatil que permite resolver problemas_ lineales y no lineales, discretos y continuos,
deterministicos y estocésticos, univariables y multivariables. Desgraciadamente ado-
lece de la llamada maldicién de la dimensionalidad, correspondiente a un requeri-
miento exponencial de memoria en una computaddra en funcién del nidmero de va-
riables del problema. Si bien es cierto que con las tecnologias actuales de las computa-
doras se ha logrado aumentar considerablemente la dimensién de los problemas a
resolver mediante este enfoque, también lo es que se sigue-teniendo limitantes serias.



Una funcién _recufsiva tipica del enfoque de programacién dindmica, cuyo
detalle se puede consultar, entre otros en el Prawda®, es ef siguiente: '

n(Xn) = 0Pt Tn(Xn,Dn) +0n:s (Xnes) o 0 =001,
xl‘l-l = fn(xnan): Vh,
%o (Xo) =0,

Otro modelo lo constituye la progfamaclbn no lineal o programacibn mate-
mitica!® que se define como

Opt f{X)
- “sujetoa gi(X) <0, i= 1;...,h

XEE",

- donde f(x) y las m func1ones gi(x) son estructurag no lineales de un vector x en el
espacio n-dimensional. ' '
La programacion no lineal ha servido para resolver problemas deterministicos
. donde las relaciones funcionales de los fines que persigue la organizacion, asi como la
estructuracion de los medios para alcanzar esos fines (restricciones), son no lineales.
Estos modelos se han utilizado, entre otros, para calcular tasas |nternas de retorno en
problemas fmanc;eros“,_ en disefio ingenieril!2, en la industria petrolera y petro-
"quimica y en la elaboracién de modelos econométricast 3.
El autor de este trabajo.y un alumno doctonl suyo, utilizaron un modelo de
. progréma’cién no lineal para asignar una variedad de recursos humanos a futuroenun
. hospital de Nueva Orleans, U.S.A.!4, ' ' '
" Los problemas enteros o combinatorios! 5 se definen como -
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Opt Z=cX +dY
’s'ujeto au AX + B-Y — b
X >0, entero

Y=0,
X€EE", YEEM,

Los modelos enteros han servido para resolver problemas de secuenciacion®®,
(especialmente en grandes fibricas que utilizan maquinas herramientas), de locali-
zacion!7, (estaciones de bomberos, servicios médicos de emergencia, recoleccion de
basura, tratamiento de aguas negras), ruteo. de transportes!8, asignaciéon de recursos
financieros en diferentes inversiones y balance de {{neas de producciéri!®.

Otras de las aplicaciones pc")piJlares de la investigacién de Operaciones la consti-
tuyen los modelos de inventarios. Estos determinan la frecuencia y el volumen razo-
nable de adquisicion de un producto en funcion del balance de dos costos, uno de
almacenamiento que aumenta con {a cantidad de producto adquirido y otro, penal o
de oportunidad, que disminuye inversamente al nivel del inventario?®. Estos modelos
se han desarrollado aun para el caso donde la demanda de un producto es estocéstico.

La Investigacion de Operaciones ha servido para describir las lineas de espera
o colas?! en funcidn de dos costos: uno social {asociado a la espera) y otro de ser-
vicio (asociado al gasto corriente y de inversién del mismo).

Estos modelos se han utilizado para determinar un ndmero razonable de salas
de parto en un hospital, o el de camas en un pabellén, o de unidades de emergencia,
de controladores aereos en un aeropuerto, de gruas mecanicas en un puerto, de cajeras
en un banco 0 en una tienda de autoservicio en funcién de {a hora del dia, del dia de
la semana y del mes del afio que se trate, de operadoras en una central telefonica, de
garitas en una autopista de peaje, etc.

La Investigacion de Operaciones ha generado modelos que determinan la
frecuencia de reemplazo de ciertos equipos (alumbrado pablico, relays en eleva-

dores, etc.), de mantenimiento preventivo y/o correctivo y ha permitido estructurar
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disefios de confiabilidad de sistemas eléctricos, electrénicos y mecénicos??,

' Se han desarroilado muchos modelos de Investigacion de Operaciones en coyun-
turas determlmstncas y estocastncas es dec:r cuando la informacion que requiere el
modelo se conoceﬁ respectivamente con certeza o se le puede asogiar una distribucion
de probabilidad conocida. Existen sin embargo algunos modelos que se han desa-
rrollado en coyunturas de total incértidumbré donde. no se conoce la ihformacién
“ni se le puede asociar una distribucién de probahlhdad El andlisis de decisiones ha
sido el modelo clasnco bajo estas clrcunstanmas )

Una situacion real esla que confrontan frecuentemente Ios funcionarios supe-

riores de Pemex qutenes deben decidir a pnorl cursos de accion. en funcion a supues-
tos que una capa geoldgica- contenga suﬂmente petréleo, poco petréleo solamente
gas o se encuentre totalmente seca. } _ ‘
' Otra gran limitante para aplicar modelos de Investigacion de Operaciones es la
habilidad de formular la realidad que uno observa sin deformarla. De ahi que casi el
85 de las'a'plicaciones de Investigacion de O'perécior_les se hacen a través de procesos
de simulacic’m23 donde méas que construir un modelo matemético de la realidad, se
aparenta en una computadora lo que se observa’4 _

Las aplicaciones de la simulacién han sido muy variadas y muy extensas2 5 Y sélo
se anota en este documento las hechas por el autor Y un alumno doctoral suyo, para
formular politicas de vacunacién de perros calle;ems en la Ciudad de Cali, Colom-
bia?®. ' ' '

“Los modelos de planeacién corporativa de los grandes emporios farmacéuticos,
industriales, financieros Y periodisticos . (Ceiba-Geigy, Anheusser-Bush, Citibank,
New York Times), han sido hibridos qhe ;o’njugan la simulaciéon con modelos mate-
méticos inductivos o deductivos, normativos y descriptivos?”.

Todo lo que se inicia debe conclu'ir y por razones de espacio y de respeto al lec-
tor, $e ﬁniduita aqui este ensayo. '

Existe mucha bibliografia escrita al respecto. Sélo el autor de este trabajo ha
publicado mas de 2 mil paginas sobre este campo. S6lo me queda invitar al lector inte-

_resado y motivado, a hojear mas profundamente alge del acervo cientifico de la Inves-
tigacion de Operaciones.
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EL MOMENTO ANGULAR EN EL UNIVERSO Y LA MORFOLOGIA GALACTICA

L. Carrasco*

Recientemente, una nueva regularidad en el Universo ha sido
jnvestigada. Esta lTey establece la existencia de una correlacién
entre la masa (M) de los objetos astrondmicos que conforman el
zoo]égico universal y su cantidad de rotacidn, esta (ltima medida
por el momento angular (J) de los objetos

Jd=1lIw-= I fzw(r)p(r)dv (1)
v

donde w representa una velocidad angular y I el momento de inercia.
Esta relacién fue sefialada por primera ocasidon por P. Brosche en

1963, quien establecié una ley del tipo:
JoM? (2)

Sin embargo, una revisién de los datos mds confiables de que dispo-

nemos en la actualidad, sefiala que la ley mds probable es realmente

jot /s (3)

* Instituto de Astronomia, Universidad Nacional Autdnoma de México
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donde j=J/M (Carrasco, Roth y Serrano, 1981). Esta es una relacidn
que se espera como consecuencia de la existencia de la 3a. ley de
Kepler 1a cual relaciona los periodos con los tamafios de las Grbi-
tas de Tos planetas alrededor del Sol. Los datos actualizados que
se utilizaron para sacar esta conclusién se resumen en la Figura
No. 1, en donde se ha graficado el logaritmo del momento angular
contra eT logaritmo de la masa para una gran'variedad de objetos
astronémicos, como podemos juzgar de esta figura, la ley de la que
hablamos es vdlida tanto para objetos pequefios como son los aste-
roides hasta cimulos de estre]]asly galaxias, siendo estas (ltimas

conglomerados de 101112

estrellas :i. A partir de un andlisis
serio del problema, se puede interpretar este resultado como conse-
cuencia directa de las condiciones fisicas prevalecientes durante
la formacidn de cualquier objeto astronémico; si partimos de la
hipdtesis de que el Universo como un todo estd en rotacién, enton-
ces la formacidn de cualquier'sistéma, por medio de contraccion
gravitacional (contraccién bajo su propio peso) tendrfa un exceso
de momento angular y por otro lado podemos demostrar que la canti-

dad de rotacidén midxima que un esferoide de masa M y densidad media

o puede tener estd dado por:

; - =Ye w3 (
j= /GKY,Kg p‘°M (4)

donde G es la constante universal de la gravitacion, Kr y Kg son

factores que dependen de la geometria especifica de los objetos.
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Esta cantidad de rotacidn se opone a, ta creacidn de sistemas esta-
bles (desde el punto de vista mecdnico) debido a 1a existencia de
la fuerza centrifuga, la cual opera fundamentalmente en el plano
ecuatorial (plano perpendicular al eje de rotacién) de un sistema,
oponiéndose a su contraccién. Cuarndo se tiene un objeto en equili-
brio roto-gravitacional, para poder contraerlo y fraccionarlo,
cuando vamos por ejemplo de galaxias a estrellas individuales, te-
nemos gque deshacernos de momento angular de manera tal gque el nuevo
eéui]ibrioise alcanza, cuando la gravitacion y la rotacién cumplen
con la relacidn (4) para el momento angular y la masa.

La relaci6n (4) predice una ley muy especifica para el momento
angular y la masa de los objetos astrondmicos. En particular prédi-
ce que los sistemas aplanados.debido a rotacion j, deben seguir la

relacion:
3 = /EXE, (nh)= e 5= P wle (5)

Las relaciones 4 y 5 sefialan claramente que la densidad media p de
un sistema interviene en la condicién de.equilibrio mecdnico, y
puesto que 1os objetos graficados en.la Figura 1 cubren un interva-
10 muy grande de densidades,lcomo.podemos Juzgar de la Tabla 1 (por
ejemplo p = 1 gramo/cc. para los planetas y p = 10'2? para las ga-
laxias). E1 efecto de la densidad se manifiesta en la Figura 1,
como un aumento de la djspersién:de los puntos y como un-aumento

ficticio de 1a pendiente de Ta relacidn observacional. Debido a
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estas Gitimas razones, resulta conveniente definir una nueva canti-
dad Qszjél/ﬂ la cual deberd depender exclusivamente de la masa de
un objeto y su geometria pero no de su densidad media. Una vez
corregida la cantidad de rotacién de un cuerpo por densidad, pode-
" mos ver de la Figura 2, que cuando graficamos 1092 vs. logM, 1la
dispersidn es menor y la pendiente también lo es. En 1a,fab1a 2,
resumimos los valores para las pendientes {a y 8) que relacionan las
cantidades j y Q con 1a masa de los objetos (jaMa QaMB).‘En esta
Tabla podemos vef que la pendiente debe ser menor a 1, y que cuando
se compensa por densidad, la pendiente para todo tipo de objeto as-
tronémico, queda comprendida en el intervalo [2/3,3/4], en excelente
concordancia con la prediccion dada por nuestra hipdtesis de trabajo:
E1 Universo como un Todo ROTA. Por tanto sus componentes parciales
"nacen" con una cantidad midxima de rotacidn correspondiente al equi-
Jibrio. : '
De la Figura 2 hay que sefialar que tanto.las estrellas indivi-
duales, representadas por (X), como las galaxias elipticas (repre-
sentadas por A) caen aproximadamente en un orden de magnitud por
debajo de 1a relacion general, sin embargo siguen la misma ley de
pendiente 2/3-3/4. Esta deficiencia indica que estos objetos han
perdido una fraccidn aproximadamente constante de su momento angular
original en equilibrio. Esta pérdida de cantidad de rotaci6n es pro-
bablemetne debida a condiciones ambientales. Esta deficiencia de mo-
mento angular en las galaxias elipticas es muy probablemente la

causa fundamental de su diferencia morfoldgica con las galaxias es-
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pirales.

MORFOLOGIA DE LAS GALAXIAS

"La caracterizacidn morfoldgica de las galaxias, es en si un
problema muy complejo, puesto que no exiéten dos galaxias idénticas
en el Universo. Sin embargo, podemos decir que existen dos grandes
grupos dentro de este tipo de objetos astrondmicos: Las primeras
quedan tipificadas por las siguientes céracteristicas'generales:

i) Ausencia de gas interestelar, - |
ii) compuestas por estrellas muy viejas,

iii) son elipsoides, cuypé ejes tienen cocientes del orden de

1a unidad. |

En contraste, las galaxias espirales las podemos tfpificar por
medio de las siguientes caracteristicas: |

i) Presencia de gas interesté1ar,
ii)‘compueétas por una mezcla de estrellas viejas y jévehes,
111) son sistemas aplanados (discos), cuyos ejes principales
muestran cocientes grandes (10) para el radio del sistema
dividido por 1a altura media (grosor) del disco (h).

Los investigadores dedicados al problema consideran que estas
diferencias se dében’bésicamente a la eficiencia con que se forman
las éstre}]as en los diferentes sistemas, siendo las galaxias elip-
ticas mucho més eficientes formando estrellas que las galaxias es-

pirales.
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Las diferencias morfolégicas se pueden explicar si suponemos
que la facilidad o dificultad para formar estrellas en una galaxia
determinada depende por ejemplo de su cantidad de rotacién. Esta
tendrfa que ser una relacibn inversa dado que las galaxias e]ipti;
cas han sido muy eficientes formando estrellas, razén por la cual
hoy dia nb tienen gas disponible para formar nuevas estrelias, ya
que todo el gas fué procesado en estrellas desde tiempos comparables
a la edad misma del Universo. Para investigar 1a relacién entre ro-
tacién y morfologia, Caffasco, Serrano y Rothw(1981) han estudiado
varias galaxias espirales, en particular nuestra Galaxia (la Via
Lictea) y han podido correlacionar la eficiencia de formacidn este-
lar con el inverso de la cantidad de rotacidn en diversas regiones
de nuestra galaxia para las cuales tenemos informacidon disponible
acerca de la cinemdtica del gas. Esta relacidn se nota claramente
én la Figura 3, en donde hemés graficado- de manera esquemética; por
un lado la tasa de formacidn de estrellas jovenes (N*) en funcidn
de Ta distancia galactocéntrica (R) y por otro lado las condiciones
de rotacion del gas interestelar. Vemos pues que en las zonas en
las cuales el gas interestelar rota lentamente, tenemos concidente-
mente 16 presencia devestrellas joévenes, recientemente formadas.
Quedan aln muchos prob]emas.y detalles por resolver en el contexto
rotacion-morfologia galdctica, pero podemos decir hoy dfa ﬁue hemos
comenzado a dar pasos firmes en el entendimiento de 1a morfologia

de las galaxias.



21

DENSIDAD TIPICA DE OBJETOS EN EL ZOOLOGICO ASTRONOMICO

Tipo de Objeto Densidad Media
[gm/cm?)

Asteroides, Satélites y Planetas 1
Estrellas Binarias en Contacto 1072
Estrellas Binarias Separadas 107®
Cimulos y Galaxias Elipticas 10722
Galaxias Espirales 1072
Universo - 107

TABLA 1
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Fig. 2.
Es muﬁwma. en c&digo simbdlico ala figura 1,,s8lo que se han mﬂ.m.mpomao la cantidad
Qzip en funcién de la masa de los mismos ovum,nom.
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ENFOQUES TERMODINAMICOS DE-LA BIOLOGIA
", Marcelino 'Cereijiao_-'

Ya por el sug!o X\’Il poco después que Gahleo ideara su termoscopuo y nl blen
: Jean Ray y e! duque Fernando tl de: Toscana crearan los pnmeros termémetros con'

' los! que se mnc:aban los rudimentos de Ia futura Termodmémuca se apllcaron dlchos” o

' lnstrumentos al estudlorde fenbmenos netamente bloibgicos como la fmbre Y las incu- o

’ 'baciones Sin embargo cuesta creer que una ciencia como la Termodmémlca, desarro-'
llada ongmalmente para entender gases, calderas y maqumas muy alejadas de los _

seres wvos, e dlera luego- tantos dolores de cabeza a la Biologia (y wceversa) Es

’ recnén en nuestros dlas que esa historia de doscrepanclas y frustraclones estd temendQ )

© uni final feliz Pero esa interacclén desesperante por momentos IIevb a fISlCOS,- %

matematlcos Y blblogos a revisar sus conceptos, perfecclonar sus. herramientas pro-’ »
'fundnzar sus catnpos, y camblar no sblo a. dichas cuericias smo a nuestra vision del _ .
' mundo creencias y fllosoflas En esta breve exposlclén me propongo hacerles un :

: bosquejo de dicha interaccién y del estado actual de los problemas.

“En: los pﬂmeros tlempos, mientras pensadares cormmo. Francls Bacon y qufmlcos
o como JOseph Black empezaban ] dlstmgunr entre calor- y temperatura o flsucos como.

: Ben)amn'n Thompson atacaban la- tequa del calérico; o ingenieros milaures como" :
"Sadl Carnot.- aprendian. a dlstmgwr entre fas lnteraccmnes de los slstemas y sus cam-

" bios internOs de’ cstado, © mientras James Prescott Joule, Julius Robert von Mayer y:
'Wi!ham Thompson formalazaban las ideas sobre trabajo Y. camblos de: estado la :

' Termodinamlca yla Biologm no tuvieron mucho que ver, 0: por lo menos no duscre- S

‘paron. Los problemas aparecleron recién a medtados del siglo pasado cuando Rudolf

< Julias Clauslus nostulb claramente sus dos Ieyes, Yy sobre todo después de su. enun- j '

cludo "Entropie strebt eine \Maxlum ", Desde entonces podemos leldll’ las rela- .
L ciones entre Termodmémnca y Blologia en do: grandes ramas. La pnmera es'la- que .

M c«nro de Investigacién y dc Estudios Avanzados del IPN, delco D.F., México
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pasa por J.C. Maxwell, J, Williard Gibbs, Max Planck, E.A. Guggenheim y Walther
Nernst vy que di6 a los bidlogos los fundamentos necesarios para estudiar las reac-
ciones quimicas del metabolismo, los cambios de potenciales eléctricos en las fibras
nerviosas y el pH sanguineo. Ahi no hubo problemas. Pero la ‘otra rama, la que pasa
‘por Henri Poincaré, Constantin Carathéodory y llega a Lars Onsager, Erwin
Schroedinger, lia Prigogine y Harold Morowitz trajo problemas a la Biologia y

a la Termodindmica. Veamos porque con algunos ejemplos.

Ejemplo 1. La Evolucion Termodinamica y la Evolucién Bioldgica.

La segunda mitad del siglo pasado fué testigo de un enorme adelanto biolégico
que terminé.con el despegue total de la Biologia de posiciones animistas y creacionis-
tas y que la fué encaminandb a transformarse en la ciencia quasi-exacta que hoy cono-
cemos, Clard que.la Quimica Biolbgica era considerada todavia'y por mucho tiempo
como una aplicacién un tanto sucia de fa Quimica mas cientifica y formal del mundo’
no-bioldgico. Pero asi y todo, fué en la segunda mitad del Siglo XIX cuando la enor-
me diversidad {pasada y presente) del mundo biolé,gicb pasd a ser comprendida
como la evolucion progresiva de seres unicelulares, luego de bichitos simples como
las esponjas y fos gusanos, peces y después —mucho después— nosotros. Esa evolucion
presentaba flagrantes contradicciones con la evolucién del mundo fisico que comen-
zaban a formalizar los termodinamistas, y en base.a la cual los sistemas tienden a
estados cada vez mds desorganizados y cadticos. ‘La evoluciéon que presentaban los
termodinamistas parecian contradecir fa complejizacion filogenética de (ameba a
Homo sapiens} o y ontagenética (de huevo fecundado al. estado adulto). Los pobres
biélogos que estudiaban la evolucion estaban apretados en una tremenda prensa: por
un lado los religiosos que se resistian a tirar ef Génesis por la ventana, y por otro, los
termodinamistas que, como hizo Lord Kelvin, limitaban sus postulados a “‘entidades
inanimadas” dejando todo .lo biolégico afuera. Baste decir que en pleno 1935,
M. Jacobs en un trabajo. utilisimo sobre fa difusion que escribié para aprovechar el
tiempo de postracion (se habia roto una pierna y. tenia que hacer reposo) incluydla
sigu‘iente frase:
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According to the second law of thermodynamics the distribution of
matter and energy in the universe tends to become less and less orderly
and more and more of the sort that would result from the operation of
the law of chance. From this point of view, even the simplest organism is
an almost incredibly improbable accumulation of matter.

Ejemplo Il. El transporte activo.

Hace més de un siglo, el fisidlogo Dubois Reymond descubrié que si montamos
una piel de rana entre dos cdmaras con solucion salina idéntica entre ambos lados
(Fig. 1a), se desarrolla una diferencia de potencial eléctrico entre ambas cémaras.
Tratando de explicar dicho fenémeno, Galeotti postulé en 1904 que se debia a que la
permeabilidad al sodio era mayor de afuera para adentro que de adentro para afuera.
Esta explicacion fué poco menos que ridiculizada por los fisicos de entonces pues
vieron en ella una violacidén de los sacrosantos principios de la Termodindmica. En
‘efecto, la mayor permeabilidad del sodio hacia la derecha traerd como consecuencia
un aumento de su concentracién de ese lado vy, si construimos una cdmara circular
(Fig. 1b) se originard un proceso difusivo neto en el sentido contrario a las agujas del
’ reloj..'.. y se tendra un perpetum mobile! Luego los biblogos observaron que el mobit
no era tan perpetuo que digamos, porque a las pocas horas la piel se morfa y todo
cesaba. Razonaron que dicha breparacibn consumia energia del metabilismo para
hacer el trabajo de transportar al sodio. Pero sus explicaciones volvieron a ser vanas. -
Ahora_estan violﬂéndo el Principio de Curie, respondieron los termodinamisias: magni-
tudes de orden tehsorial distinto no son acoplables. Dicho de otro modo: si las reac-
ciones quimicas son fenémenos escalares y los flujos son fendémenos vectoriales, uno
no-puede esperar que las reacciones quimicas del metabolismo celular originen un
flujo de izquierda a derecha. Pero cuarenta afios después llegaron los is6topos radiac-
tivos, se pudieron medir los flujos unidireccionales de sodio 7y se vid que, tal como
esperara Galeotti, el flujo de sodio hacia la derecha es mayor que el flujo hacia 1a
izquierda. Era cierto entonces que existia un flujo neto, y hoy somos muchos los bi6-
logos que nos ganamos la vida estudiandolo. ¢Se debia aceptar entonces que los fend-
menos vitales contradijeran las leyes de la Fisica? '
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Fig. 1a. Piel de rana montada entre dos camaras con solucién salina idéntica en ambos
lados. La interpretacion de Galeotti era que la permeabilidad del Na de afuera
{izquierda) hacia adentro-era mayor que a ia inversa y asi se explicaba la diferencia
de potencial entre ambos lados.

Fig. 1b. Razonamiento de los criticos de Galeotti: de ser cierta la interpretacion de dicho
investigador, el mayor flujo de sodio hacia la derecha aumentaria la concentracion
de ese ion y esto provocaria una difusion en el sentido contrario a las agujas-del
reloj.

Ejemplo {l1. E! origen de la Vida. -

Antes de que apareciera la vida en la Tierra e} mar era una especie de sopa que
contenia gran cantidad de moléculas organicas “prebiologicas’’ de las que hoy consti-
tuyen los seres vivos. De manera que fué natural postular que, en tantos millones de
afios en el enorme volumen del mar prebioldgico, una fluctuacion fortuita hubiera
dado origen a un ser muy primitivo, y que asi comenz6 la vida en el hlaneta. Toda una
rama de la Biologia se dedico a estudiar las condiciones que dieron origen a los prime-
ros aminodcidos, polimeros, etc. y de ahi al primer organismo creado al azar.

Pero Harold Morowitz hizo el siguiente calculo. Tomé como base la bacteria
Escherichia coli, uno de los seres mas simples, y calcult la energia contenida en las
uniones de sus moléculas. El calculo no era complicado: sabiendo cuantas proteinas,
cuantos azucares, cuantos lipidos, cuantos fosfatos, acidos desoxirribonucleico, etc.
contiene una bacteria, y los tipos de enlaces que tienen los 4tomos que constituyen
las moléculas, pudo hacer una estimacion de la energia minima que debe contener
dicha bacteria para ser catalogada como algo vivo. Luego supuso que todos los 4tomos
que componen una Escherichia coli estan sueltos en el volumen que ocupa dicha bac-
teria, y se pregunto cudl es la probabilidad de que una fluctuacion del estado de equi-

librio diera, fortuitamente, una £, co/i. La respuesta fué:
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b= 10_10-10

A continuacion calcui6 la probabilidad de que se haya dado una fluctuacion asi
desde que existe el Universo (unos 10'%® segundos). Supuso que en el Universo
hubiera unos 101°° 4tomos, que todos estuvieran ensayando continuamente para
hacer una bacteria 'y que la duracién minima de una unibn molecular deberia ser de
10716 segundos para ser considerada “estable” y formar una estructura bioldgica.
Dicho de otro-modo, que los 10199 stomos del L:l_niverso podrian haber ensayado una
vez cada 10716 segundos durante 10'® segundos. El nimero de ensayos fué enton-
ces: 10190 X 1018 X 106, o sea unas 10134 veces. Es decir, que hubo unas 10134
oportunidades de obtener algo cuya probabilidad es 10-10719 Eso quiere decir que
la probabilidad de que se haya dado una simplisima Escherichia coli desde que el
mundo es mundo es algo asi como 1079 999 999 866 o sea: imposible. Y esa era,
por aque! entonées, la me,‘;)r teoria Eiisponible para explicar cientificamente el origen
de la vida en la Tierra. Pensar que estamos hablando de hace apenas veinte afios.

En estos tres ejemplos se muestran entonces algunas de las dificultades que se
encontraran al tratar de entender la vida como proceso material regido por ia Termo-
dinamica. Como esta ciencia estudia las condiciones que pueden asumir los sistemas
materiales y los cambios que les puedan ocurrir ya sea espontaneamente o como
resultado cle interacciones, pareceria que los organismos fueran entes aparte y en su
estudio se debieran dejar de lado las explicaciones. cientificas que rigen en el mundo
material fisico. Desde el punto de vista ideoldgico esto era terrible y conste que no
‘estamos entrando siquiera a los desarrollos de Boltzmann, Szilard, Brillouin y otros
grandes de la Termodinamica Estadistica y de la Teoria de Informacién para tratar de
entender la tremenda acurnulacion informativa en el codigo genético: toda la explici-
tacion para hacer un elefante contenida en un hilito molecular de ADN que es visible
solo con poderosisimos microscopios. Sin embargo algo debfa andar mal, pues a nadie
se le ocurria que los procesos fundamentales de la vida no fueran clara y completa-
mente explicados por la Fisicoquimica. La solucién tomd muchos afios y esfuerzos.
A continuacién veremos entonces algunas de las etapas que llevaron a los conceptos

actuales.
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E!l abandono de los modelos de equilibrio.

‘Los primeros pasos de la Termodindmica fueron dados con los modelos de equi-
librio. Los de ta Fisiologia también: no sblo comunmente (y a veces incorrectamente)
‘aplicamos ecuaciones validas s6lo para estados de equilibrio, sino que el concepto de
homeostasis es central al enfoque biolbgico. Tipicamente, los fisidlogos nos ocupamos
de como hace el organismo para mantener constante su glucemia, su pH, su contenido
de sodio, su volumen sanguineo. Pero es-claro que los modelos de equilibrio no llevan
més que a imposibilidades como la que ilustré mas arriba con el célculo de Morowitz.
Con esos enfoques no podriamos explicar el fendmeno m4s evidente de la vida en la
Tierra: su evolucidn a organismos cada vez mas complejos. Peor aiin: equilibrio signi-
fica detencién de todo trabajo. Si nosotros mantuvieramos realmente el equilibrio
estariamos muertos: caerfa nuestra temperatura hasta la del medio ambiente,
cesarian de contraerse nuestros musculos, de. circular nuestra sangre, esas ' Incredibly’
improbable accumulation of matter”” de que hablaba M. Jacobs se disiparian y nuestro
equilibrio consistiria Ii“sa y llanamente en la muerte, es decir, la no-vida, Por eso se

paso a contemplar los modelos de Estados Estacionarios. .

Los estados estacionarios: La Termodinamica de los Procesos Irreversibles.

Este enfoque termodindmico de los sistemas bioldgicos tuvo su mayor desa-
rrollo en el estudio de las membranas bioldgicas {ver Cereijido y Rotunno, 1970). Se
basé en dos consideraciones: 1) /a suposicién de que los sistemas biolbgicos no estdn
en equilibrio sino en estado estacionario. Una neurona, por ejemplo, no mantiene
constante su nivel de potasio porque su membrana sea impermeable a este ion, sino
porque hay mecanismos complejisimos que mantienen su flujo de entrada igual al
flujo de salida. Este proceso ocasiona gastos de energfa metabélica que, también, se
mantienen estables gracias a una constelacion de enzimas que regulan una maraia de
reacciones quimicas en las que el influjo de reactivos esta celosamente equilibrado con
el eflujo de productos y catabdlitos. La constancia no se debe entonces a un equilibrio
sino a un estado estacionario. En esta situacién se disipa energia y se produce
entropia (S).

¢
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El primer paso fué entonces.tomar el cambio total de entropia en dichos proce-
sos (dS) y discriminar entre el cambio debido a la produccién interna (d;S) vy el
debido a la interaccién con el medio (deS) (Guggenheim, 1950).

utilizando la energ(a libre de Gibbs (G) se llegd a la ecuacion:

dG
diS= -7

Puesto que se estaba estudiando procesos, se paso a estudiar el cambio de ener-
gla libre de Gibbs, es decir, se introdujo el tiempo en las ecuaciones:

diS _ dG

1
- dt TT
como los organismos biolbgicos son fundamentalmente maquinas quimicas, un punto
importante fué expresar los procesos quimicos como flujos. (Ver de Donder and
van Rysselberghe, 1936 y Lewis and Randall, 1961). De modo que, en el caso de las

reacciones se tomo:
diS _ A 9
T dt d

donde d§/dt es la velocidad de la reaccion (reaction rate) y A es una “‘fuerza termodi-
namica” derivada de la afinidad. De manera que tanto los flujos de sustancias, como
la marcha de las reacciones quimicas del metabilismo pudieron ponerse ahora en la
forma de prodl.ictos de flujos (Jj) y fuerzas {X;j). La suma del producto de todos los
flujos y fuerzas presentes en un sistema, son iguales a o que Lord Rayleigh (1973)

Hamo “funcidn disipacion” (o)
o=ZJX
o también
diS '
o=T —d'jt- =JiX;

veremos en un momento qué ventajas trajo este tratamiento de flujos.

La segunda consideracién en el enfoque biolégico de los sistemas bioldgicos
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fué considerar que cada flujo presente en un sistema depende de todas las fuerzas
presentes, Clasicamente se tomaba cada flujo como dependiente de su fuerza con-
jugada: el flujo hidraulico depende del gradiente de presion (AP), el de electricidad
de la diferencia de potencial (AY), el de calor del gradiente térmico (AT), etc.
Onsager (1931) en cambio, desarrollé un tratamiento en el que un flujo determinado
puede ser producido por su fuerza cldsica y ademds por otras que son, en realidad,
las fuerzas conjugadas a otros flujos. Los ejemplos mas familiares de estos fendmenos
son por supuesto los de termoelectricidad (ej: el efecto Peltier), donde un gradiente
térmico da origen a una corriente, y una diferencia de potencial trae aparejado un

flujo de calor. Se tiene entonces:

Ji =L Xy +La Xy oo+ L nXn

“dn=Lnt X; +Lna X+, +EanXn

0, en forma mas condensada:

n
Ji= z LijX;

j=i

donde los J; son flujos, los L;; son los cieficientes que asocian cada flujo a su fuerza
conjugada X;, y los Ljj son los coeficientes de acople a una fuerza distinta (%)

Estos coeficientes de acople son los que explican, por ejemplo, el acople del
flujo de sodio a través de una membrana de pie! de rana a las reacciones quimicas del
metabilismo celular, y que terminaron con la aparente paradoja del Ejemplo 11 que
les diera al comienzo de esta preséntacién, cuando no se entendia que las reacciones

L]
quimicas del metabolismo originaran un flujo neto de sodiol ),

{*) Dicho sea de paso: otro de los puntos que se aclaré es que la aplicaciéon del Principio de
Curie suponia incorrectamente que fa piel de rana era un medio isotropico y que las reac-
ciones quimicas eran escalares (cosa cierta a escala macroscopica pero no cuando las molé-
culas estdn todas y cada una orientadas y las adenosintrifosfatasas tienen sus sitios de Na y
ATP mirando para el mismo lado).
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Este enfogue cobré tanto o mas interés entre los biélogos_:cuando llia Prigogine
demostrd que si un sistema estd cerca de su equilibrio, los flujos y fuerzas se com-
binan de tal modo que tienden a minimizar la prduccion de entropia (o). Esto queri{a
decir que, ante una perturbacién, aparecerian en el sistema gradientes orientados de
-tal forma, que los flujos originados tenderian a disipar dicho gradiente y restablecer el
equilibrio, y que esta tendencia seria tanto mayor cuando mayor fuera el grado de ale-

jamiento (5). (Fig, 2).

Xj

Fig. 2. Relacion entre {a produccion de e~iro-
pis -por unidad de tiempo (0) vy las
fuerzas (X;) provocadas por el aleja-
miento del equilibrio.

El parecido de estas situaciones con la regulacién biologica (homoestasis) fué
realmente entusiasmante, ' '

Pero el entusiasmo no durd mucho, Las nuevas ecuaciones ayudaban a estudiar
mejor los fendmenos de estado estacionario cercanos al equilibrio pero, tal como lo
ilustramos en el caso de la Escherichia coli, los sistemas biolbgicos estan alejadisimos
del equilibrio, tan alejados, que no se podria llegar a ellos a partir de una fluctuacion
de estado de equilibrio. Pero la situacion era peor todavia: aun en reposo los sistemas
bioldgicos no son estables: el corazén late, las neuronas disparan potenciales de accién
regularmente, las células entran en crisis que las lleva a dividirse con regularidad, los
organismos no son eternos: se mueren después de una duracion bastante caracterfis-
tica. Ademés, no seamos tan simplistas, si todo se mantuviera en un estado estaciona- _
rio no evolucionariamos hacia formas mas complejas, la fecundacion no seria seguida

del embrion, el feto, el nifio y el adulto; la vida no hubiera dado origen @ monos y
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hombres.

Crisis y desequilibrios.

Como vimos en el ejemplo de la' £, cofi, la vida no estd cerca del-equilibrio,
sino muy lejos. Justamente eso da vueltas nuestros conceptos: la vida se desarrolla
en los desequilibrios al borde de las crisis. Una pequefiisima irritacion de nuestra nariz
provoca un estornudo con un trabajo desproporcionado a la energfa del estimulo;
una infima cantidad de noradrenalina :trae cambios circulatorios exagerados en
" comparacioén con la energia de la interaccion de dicha sustancia con los receptores.
Esa es una caracteristica fundamental de! estado bioldgico: nuestros sistemas parecen
estar siempre al borde de un cambio dréstico, siempre al borde del colapso, siempre
esperando la gota de agua que derramara el vaso. Es que la vida parece alejarse siempre
del estado de equilibrio y llevar a sus sistemas 'y subsistemas al borde de una crisis,
donde un pequefifsimo cambio o grado de .alejamiento, ya no tenderd a restablecer el
equilibrio, sino a provocar un cambio a otro estado. Prigogine hizo notar gue estas
situaciones tienen particularidades apasionantgs.'Tomemos el ejemplo que él mismo
dié: el fendbmeno de Bénard.

Si ponemos una caja de Petri con agua sobre una fuente de calor homogéneo,
llegard un momento que el agua se ordenara en celdas hexagonales como la esquema-
tizada en la Figura 3. Este ordenamiento es impensable cerca del equilibrio, donde el
movimiento de las moléculas es cadtico. Pero al intercalar al sistema en un flujo de
calor desde la fuente al agua y de ahi al medio, se obtiene esa estructura con toda re-
gularidad. Lo que era improbable-imposible cerca del equilibrio, es una ley causal en
una crisis. Prigogine hizo notar que dicho fenémeno se debe a la no-linealidad. En
efecto, cuando estamos cerca del equilibrio la relacion entre flujos y fuerzas es més o
menos lineal pero, al alejarnos, la linealidad se pierde y se llega a puntos-criticos. Hay
fendmenos fisicos que mantienen una cierta linealidad aun en‘situaciones muy aleja-
das del equilibrio (frente a grandes fuerzas) y otros que la pierden a poco de aiejarse
de este punto. Los procesos quimicosson de este Gltimo tipo: llegan enseguida a pun-
tos criticos e inestabilidades. Como los sistemas biolbgicos son maquinas quimicas y

estan muy alejadas del equilibrio, estdn .propensas a la crisis'y los desequilibrios.



Fig. 3. A) Fenomeno de Bénard en .un liquido uniformemente calentado desde
abajo. B) Diagrama mostrando el movimiento convectivo en cada ceida,

Esa situacion tiene un aspecto interesante que, dicho sea de paso, también estd
ilustrado por el fenémenob de Benard. Una crisis significa que el sistema ya no tratara
de restablecer el equilibfio primitivo, Los flujos y fuerzas que menciondbamos en la
seccion anterior ya no estaran orientadas a disipar los gradientes. La estructura misma
del sistema cambiara y se tenderd a alcanzar otro equilibrio (Fig. 4). Gracias al cambio

de estructura, el sistema tiende‘a un nuevo equilibrio donde disipard menos entropia.

Prigogine hace notar que toda estructura es hija de un desequilibrio (y todo cambio

de estructura también).
6

g

10

L3 Sy ey

Fig. 4.. Transicién de un equilibrio (ej) a otro (e;). Cuando el sistema esté en el estado
indicado por la linea vertical, estd alejado (5;) det equilibrio e, y por lo tanto su
disipacion de entropia (0} es 3 unidades arbitrarias. Si no hubiers hecho la transi-
cion en la inestabilidad |;, su produccién de entropia hubiera seguido sumentando

iria 10

{linea de puntos), estaria muy alejado (8,) de su equilibrio e,, y produc

unidades arbitrarias.
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Como esto implica un cambio conceptual muy importante, sobre todo para la
Biologfa (ya veremos porque), se hicieron esfuerzos por desarrollar las bases teéricas
de dichos fendmenos, y se trataron de obtener fendbmenos de transicién no ya en sis-
temas hidrodindmicos como en el caso de Bénard, sino en sistemas quimicos. Asi hoy
son famosos los trabajos del grupo de Prigogine y los experimentos de Zhabotinski y
otros {Fig. 5). Se obtuvieron procesos quimicos que se mantienen gracias a un flujo
continuo de reactivos y productos y que, cuando se los perturba y aleja del equilibrio
adoptan estructuras (formas espaciales) caracteristicas y que tienen una relacion es-
tricta con el tipo de perturbacion sufrida (tienen historia: memoria de la pertur-

bacion).

2 s

Fig. 5. Estructuras disipativas en una caja de Petri. El liquido, de 0.1 cm de profundidad,
era homogéneo al principio pero, al iniciar la reaccion de Belusov-Zhabotinski, se
ordend espontaneamente en espirales que indican una segregacion de los compo-
nentes moleculares participantes.

Aqui deberiamos mencionar a Morowitz, quién formulé un teorema para un
sistema intercalado en el flujo de energia entre una fuente a un sumidero. Todo flujo
de energla —dijo— origina en ese sistema intermedio por lo menos un ciclo material.
Podemos ilustrar esto facilmente con el ciclo del agua en la Biosfera: el paso de ener-
gfa solar (Sol = Biodsfera = espacio extraterrestre) hace que el agua se evapore, se for-
men nubes, llueva y nieve, se formen rios y el agua vuelva al mar. Noterhos que no es
el suministro de energia lo que crea este ciclo del agua y su organizacion (nubes,
hielo, agua), sino el flujo. Tan importante es la provision de calor como su disipacién.
De lo contrario el agua se evaporarfa totalmente (o se congelarfa) y el ciclo cesarja.

Y qué tiene que ver todo esto con la vida? Mucho. Ya hemos dicho que los
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organismos son sistemas quimicos, que-los sistemas quimicos llegan facilmente a
crisis y que las crisis originan estructuras en las que el sistema pasa a tener ordena-
mientos y propiedades distintas e imposibles a nivel del equilibrio.

Cerca del equilibrio la tendencia es a la desorganizacion y al caos. Lejos del
-equilibrio los sistemas se organizan. Esta organizacién no.es hija de la “negaentropia”
ni alguna de las otras rarezas semdnticas que se han usado: simplemente se debe al
flujo de energia y materia a su través. Ya Schroedinger habia mostrado que la tre-
menda organizacion biolégica se hacia a expensas de un crecimiento de entropia
mucho mayor en el medio. Ahora sabemos que ese gasto energético que complejiza
més y més al mundo biolégico, es producto del flujo de energia solar y no del mero
suministro de energia. Si a esto agregamos que un sistema no tiene solamente una
crisis, con una transicion a wna estructura nueva, sino que puede seguir siendo per-
turbado y. cambiar a otras y otras, tenemos entonces un marco conceptual que nos
permite corhprender que ef flujo de materia y energia pueda resultar en una serie de
estructuras de complejidad .creciente, Por otra parte esos cambios ciclicos tienen di- -
mensiones, formas y duraciones determinadas, y estas son también caracteristicas de
los sisternas biolbgicos.

Pero a estas alturas estamos hablando de avances recientes de Ia”Termodinémica -
y de la Biologia. Los desarrollos tedricos v la informacién experimental estan ain en
pafiales y va a requerirse un enorme esfuerzo de elaboracién. Pero por {0 menos ya
no hay discrepancias., Por_otro'lado, seria. adecuado resaltar que en el interin la
Biologia Molecular y la Genética han hecho avances enormes en descifrar-la formacioén
de las primeras moléculas-cédigos (ADN, ARN) las primeras enzimas, y pronto com-
prenderemos no- ya como se formaron sistemas quimicos estructurados complejos
y ciclicos (estructuras disipativas), sino. y muy en particular aquellos sistemas que
pueden ser considerados precursores de los primeros organismos-en-la Tierra.
{Ver Manfred Eigen, 1971) .

Agradezco a la Srita. Maricarmen De Lorenz la eficiente ayuda secretarial.
Apoyado por donativos del PNCB del CONACyT.
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QUE SON LAS MATEMATICAS APLICADAS

Simén Mochén

Introduccidn

Matemdticas aplicadas es una disciplina que trata de entender y
explicar un fendmeno ya sea natural, social o de otro tipo por medio
de métodos matemdticos. Aunque en los G1timos afios ha habido un re-
surgimiento de ésta rama de las matemiticas y se ha empezado a apli-
car a &reas como biologfa y sociologfa, este enfoque de las matemd-
ticas no es de ninguna manera nuevo y grandes matemiticos como Euler,
Lagrange, Gauss, Riemann, Fourier y posiblemente Einstein entre
otros, bueden ser cata]ogadoslcomo mateméticos aplicados. |

E1 matemdtico aplicado al igual que el matemdtico puro estd in-
teresado en desarrollar teorfas matemdticas, pero Ta qctitud del ma-
temdtico ap]icadd es diferente: E1 matemdtico aplicado estd funda-l
mentalmente interesado en construir teorfas que describan cierto fe-
némeno y extenderjas en direcciones que tengan conexidn con el pro-
blema que se estd investigando. Ademds, el objetivo del matemdtico
aplicado es la éo]ucién del problema. Para esto, tiene que desarro-
]1§r métodos matemdticos que por lo general es muy diffcil de provz-
su vafidez. Por esta razdn, e1>énfasis que da a estas teorfas no =-

riguroso sino que es intuitivo. Esta diferencia en actitud puede
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jlustrarse mejor con un ejemplo: mientras que el matemdtico puro
estd interesado en probar si una serie converge o diverge y asigna
una etiqueta_a Tas series divergentes que dice "sin valor alguno”,
el matemdtico aplicado usa frecuentemente series divergentes para
11egar_a1 resultado correcto de un problema y en cambio las “"series
convergentes” a veces le resultan practicamente 1nservib1es debido
a que la convergencia es muy lenta (Trata de calcular por ejehp]o
e 10 con su serie de Taylor).

Otra diferencia fundamental entre un matemético puro y uno apli-
cado és que el matemdtico aplicado se ve forzado generalmente a
hacer aproxima;iones y simplificaciones ya que los problemas que re-
sultan en su investigacidn son no lineales y por lo cual muy difici-
les de resolver exactamente. E1 siguiente ejemp]o mueétra la manera
de atacar un p;ob1ema sencillo desde el punto de vista de un matema-
tico aplicado. Supongamos qUe queremos encontrar las rafces de la
ecuaéién X3- X+~ﬁ§ = 0. Aunque hay férmulas explicitas para las rai-
ces de polinomios de tercer y cuarto grados, estas son muy complica-
das (para polinomios de grado mayor o igual a cinco sabemos que no
existe ninguna férmula). E1 matemdtico aplicado en estas situaciones
estd interesado en debivar métodos lo suficientemente generales que
puedan ap]icarse‘a una gama muy grande‘de ecuaciones de cualquier
grado. Desde luego hay métodos numéricos que se pueden usar en estos
casos, pero mi interés aqui es el de presentar el tipo de andlisis’

que desarrclla un matemdtico aplicado. Dos caminos son mostrados a

continuacidn.
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Método #1.- Lo mds obvio que se puede hacer con la ecuacién
dada es despejar equis y escribir: X = X3 + T%" Una rafz de esta
ecuacién es un nimero que al elevarlo a la tercera potencia y sumar-
le un décimo resulta otra vez el mismo nimero. Lo que podemos tratar
entonces es substituir un nﬂme;6 X0 en el miembro derecho de 1a
ecuacion y obtener otro nimero X1 como resultado. Substituir ahora
X1 para obtener X2, etc. En general Xn = Xﬁ_l + i%j-z Si esta suce-
si6n converge, serd a una de las rafces. A continuacién se enlistan
cuatro sucesiones obtenidas de esta manera empezando con los nimeros

" -1,0,0.9y1.

1 0. 0.9 1.
-0.9 01 0.829 1.1
-0.629 0.1010 0.6697 1.431
-0.1489 0.1010 0.4004 ~  3.030
0.0967 0.1642 27.928
0.1009 0.1044 i
0.1010 C0.1011° diverge

10.1010 _ 0.1010

Obviamente 0.1010 es una rafz. La d1tima sucesidn muestra que
no todo ndmero inicial produce Qna sucesidn convergente. éCOmo pode-
mos encontrar las otras dos rafces? No ayuda tomar mds ndmeros ini-
ciales, ya que las sucesiones generadas o divergen o convergen a
_ 0.1010. Lo que podemos hacer ahora es despejar la fotra"_eqyisvy

escribir la ecuacidén como: X = ,/X -T%-. Usando el mismo método an-

terior X = 3/Xn_1 —i;- encontramos }as sucesiones: -
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-1 0. 1
-1.0323 -0.4642 0.9655
-1.0423 -0.8263 0.9530
-1.0453 -0.9748 0.9484
-1.0463 -1.0243 0.9467
-1.0466 -1.0398 0.9461
-1.0466 -1.0446 0.9458
0.9457

Por 1o tanto las otras dos rafces son: -1.0466 y 0.9457, En
este caso cualquier nimero inicial produce una serie que converge

a una de estas dos rafces. (Esto se puede comprobar grdficamente).

Mé8todo #2.- Otra manera de proceder es suponer que el término
f%- en la ecuacién X3- Xi~f§ = 0 es "pequefio" y por.lo cual lo pode-
mos eliminar sin alterar "mucho" el balance de los términos. Asfi,
una aproximacién de la ecuacidn original es la ecuacién X3 - X=0
que tiene como raices: -1, 0, 1. Esto desde luego no es suficiente
y tenemos que-encontrar un método que mejore esta primera aproxima-
cidn. Estas dos ecuaciones se pueden escribir en general como
X3- X+¢€ =0, en donde Ta ecuacidn original tiene € = %6 y la ecua-
cibn aproximada tiene € = 0. Las raices de esta ecuacién mds general

van a depender del parémetrore'y por lo tanto podemos expresarlas en
series de potencias en € de la siguiente manera:
2 3

= a.+a,etac+ac +...
r=gTa Era Tag
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sustituyendo esta forma en la ecuacién general, obtenemos ecuaciones

para los coeficientes 49> 815 3y,... etc.:

ag- a3y = 0 define 3,
2 _ .

3a0a1 -a1 +1 =0 define a;

3a2a -a,+3a a2 =0 define a
072 "2 0"1 2

La primera ecuacidn ag--a0 = 0 tiene como soluciones 3, =-1,0,1,
que corresponden a la primera aproximacién de las tres rafces. Es im-
portante hacer notar que en este método es necesario que la ecuacidn
que resulte al poner € =0 sea mis ficil de resolver que 1a ecuacidn
original. Tomando 3, = -1 podemos <calcular 3758950105 etc. y encon-
trar la serie correspondiente a una de las rafces:

= 1
re-l-3

si ahora tomamos el valor de € como.f%-la primera aproximacidn de 1a
raiz resulta -1 (primer término de la serie); la segunda aproxima-
biﬁn serd -1.05 (sumando los dos primeros términos) y mejores apro-
ximaciones serdn -1.0463 (tres términos) y -1.0467 (cuatro térmi-
nos). Si tomamos ahora ag = 0 y 1y seguimas el mismo método obten-
dremos las otras dos raices. Este método que es 1lamado "teoria de

perturbaciones" es muy importante y tiene aplicaciones en problemas
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mucho mds complejos en ecuaciones diferenciales ordinarias y parcia-

les.

Actividades de un matemdtico aplicado.

En la investigacidn de un problema hay tres facetas en las que
un matemdtico aplicado puede estar interesado. La primera es la cons-
truccidn o extension de un modelo matemdtico que describa cierto fe-
némeno. La ségunda es la aplicacidn y solucidn de este modelo a un
problema en particular. Aqui puede utilizar métodos de solucién ya
existentes o desarrollar nuevos métodos apropiados al problema inves-
tigado. La tercera es la de justificar y generalizar estos métodos.
Esta (1tima faceta es de intefes tanto a matemdticos aplicados como
a matemdticos puros. En realidad muchas de las ramas en matemdticas
puras han surgido de esta manera. Por ejemplo, la teoria de las dis-
tribuciones surgié de la necesidad de justificar el uso de 1a delta
de Dirac que es tan importante en la solucién de ecuaciones diferen-
ciales.

E1 camino que un matematico aplicado sigue en la construccidn y
solucjén de un modelo matemdtico puede darse en los siguientes pasos:

1. Identificar un problema de interés y establecer la finalidad
de su estudio. Esta puede ser entre otras: comprobar o desmentir una
hipotesis que haya sido propuesta basada en observaciones experimen-
tales; entender mejor un proceso; enmarcar en una manera ordenada y
precisa una serie de datos acumulades de un cierto proceso; o simple-

mente extender los resultados obtenidos por otros investigadores.
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"2. Estudiar todo lo referente al problema. Datos experimenta-

les; trabajos previos, etc.

3. Aislar las caracteristicas importantes del proceso estudiado
y asi simplificar el problema. Esto desde luego sacrifica algo del
realismb y exactitud del modelo pero en cambio se gana en claridad y
facilidad de solucidn. _
» 4. Decidir que drea de las matemdticas es adecuada para descri-
bir el proceso (probabilidad, ecuaciones diferehcia]es, etc.) y for-
mular el problema en términos matemdticos. En algunos casos esta
formulacidn ya ha sido previamente est#b]ecidq; asi por ejemplo, en
la prediccidn del tiehpo, las écuaciones de 1a mecdnica de fluidos
son uéadas. En otros casos, analogia con un proceso similar puede
ayudar para derivar las ecuaciones pertinentes. En el resto de los
casos, las ecuaciones son derivadas de principios bdsicos. Es aqui
donde la experiencia en la construccidn de modelos es muy importante.

5. Encontrar la "solucién" del modelo matemdtico construido. En
general, no es posible encontrar la solucidn exacta del problema. En
estos casos hay que recurrir a simplificaciones y aproximaciones para
hacer el modelo manejable,

6. Comparér los resultados del modelo cor datos experimentales y
analizar las predicciones del modelo.

7. Indicar claramente las limitaciones del modelo y revaluar el
problema.

8. Si es necesario y siempre lo es, mejorar o corregir el modelo
ya sea incluyendo mis caracteristicas que se piensen importantes o

tratando de suprimir simplificaciones que fueron hechas previamente.
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Esto generalmente se hace ya sea con métodos analiticos que pueden
mejorar una solucidén aproximada o con métodos numéricos (usando una
computadora}. Es importante hacer notar qué métodos numéricos, en
contra de la creencia general, pueden dar una solucidn incorrecta
del problema. Esto es particularmente cierto en la solucién de ecua-
ciones diferenciales parciales. Por lo tanto es aconsejable compro-
bar 1a solucién numérica con un método analitico cuando esto sea po-
sible. EsteApunto puede ilustrarse con un ejemplo muy sencillo: 1la
ecuacién ey' +y = 0 con condicidn inicial y(0) = 0 tiene como solu-
cion y = 0. Para obtener la solucién numérica podemos usar el método
de Euler y aproximar la derivada con: ya = (yn+1-yn)/h. La ecuacion
entonces se transforma en Yne1 © (1--2) Y Si e es pequefio compara-
do con h, un error de truncacién de Ta mdquina puede amplificarse
enormemente y dar una solucidn incorrecta.

Estos 8 puntos son ilustrados a continuacién con un ejemplo. Es
conveniente recalcar primero que esta lista es s6lo un bosquejo del
camino a seguir. Diférentes investigadores se concentran en diferen-
tes aspectos del modelo matemdtico. Gran parte usan modelos bien es-
tab]ecidos‘y que son suficientemente generales para aplicarlos a va-
rios problemas de interés (las ecuaciones de la mecdnica de fluidos
son por razones obvias, muy usadas). Otros se concentran én los as-
pectos teoréticos que han sido dejados sin resolver. Asi, 1a gama de
aplicacién de un matemdtico aplicado puede ser desde un 0.1% hasta

un 100%.
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Ejemplo.

1. Problema: Predecir el movimiento de un péndulo y su periodo
de oscilacion. , 7

(Este es un prob]ema'cuya solucién es bien conocida y por lo cual
puede parecer poco atractivo de analizar. Por otro .lado, esta expe-
riencia del problema es una ventaja, ya que hard 1a exposicidn mas
entendible).

2. Estudiar su comportamiento: E1 perfodo es "independiente“ de
la amplitud en oscilaciones pequenas e incrementa en osc11ac1ones
grandes. Otro tipo de oscilaciones existen en donde el pendu1o pasa
por arriba.

3. Decidir las caracteristicas importéntes: La masa de la esfe-
ra es la que determina el movimiento. La masa del hilo puede despre-
ciarse. Fr1cc1on no es 1mportante Una mosca volando cerca, no dis-
turva el movimiento apreciablemente.

4. En este caso el modelo métemético es bien conocido: Ley de

Newton, F = ma (Ecuacion Diferencial).

N

e .g,
e .
\ 0+%sen9 =0

5. No es posible reso]vér esta ecuacidn exactamente. Simpiifi-
cacién: Interesado en oscilaciones pequefias. En términos matemdticos
esto significa aproximar sen 6%6 (este proceso se 1lama linearizé—
cién y es muy usado en matemdticas aplicadas). Con esto, el modelo

simplificado es:
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que tiene coﬁo solucidn una comSinacién lineal de seno§ y cosenos
con periodo T = ZH/%—.

6. Predicciones: Perfodo independiente de 1a amp1itud Y propor-
cional a la rafz cuadrada de la longitud del péndu]o. E1 péndulo
osci]aré'parabéiempre con amplitud tbnstante.

7. Limitaciones: Résultados validos s6lo para amplitudes peque-
fias en las que no haya }riccién. No se puede ap]icér por ejemplo al
movimiento de unbco1umpio en donde friccidn es importante,

8. Mejorar los resultados:

a) Estudiar la ecuacién original 5-+% sen® = 0 con métodos
aproximados. En este caso hay varios métodos que se pueden
~emplear: |
1) Plano de fése.- En este método Tas soluciones de la
ecuacidn diferencial son repfesentadas graficamente
por trayectorias en un plano que tiene como coordina-
das la variable 8 y subderivada §. para esto se defi-
ne otra variable V = § y asi se transforma nuestra
ecuacién diferencial de segundo orden en un sistema
de dos ecuaciones de primer orden. E1 andlisis para
obtener el plano de fase para este ejemplo estd fuera
del objetive de esta pldatica. Este método es muy atil
para analizar ecuaciones diferenciales no Tineales de
segundo -y tercer orden.

i1) Aproximaciones sucesivas.- Como ya obtuvimos 1a solu-



53

ci6n de la ecuacidn 91+ %-91 = 0 donde 91 denota 1a
solucién aproximada vdlida para amplitudes pequefias
podemos reescribir nuestra ecuacién original de la

siguiente manera

6+30=9 (6. seno)
en esta forma hemos pasado el término no lineal
(sene ) a la derecha que es la razén de la dificul-
tad y hemos puesto en la izquierda la fqrma de la
ecuacién que podemos resolver. Podemos ahqra propo-
ner.como una ."mejor” -aproximacion de nuestro pro- .

blema 1a funcidn 6, que satisface 1a ecuacidn

2t 18 =1 (O -send))

y asf continuar nuestro procedimiento. En general la

enésima aproximacién estard dada por:

0 +90 =4 -
en + [ en 3 (en-l senen-l )

En la primera etapa, la de encontrar la so]déiég del
problema, el matemitico aplicado no estd interesado
‘en probar que ésta sucesion de funciones,el,ez,f..
converge. Su interés es comprobar que este método

efectivamente le estd proporcionando mejores aproxi-
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maciones en cada iteracidn. Esto desde luego no es
tan fdcil, pero intuicidn, corroboracién con el pro-
blema u otro método pueden ser de gran ayuda. Ademds
puede tener el respaldo de saber que el método pro-
puesto tiene validez o fué itil en otros problemas.

iii) Métodos numéricos.- Este método, aunque muy valioso
es a veces poco atractivo ya que los resultados estdn
dados en listas y listas de nimeros que es dificil
de analizar y obtener una idea completa de la solu-
cion def problema,

b) Si ahora estamos interesados en investigar un problema
mas real como por ejemplo el movimiento de un columpio,
‘sabemos que el columpio se detendrd después de cierto
_tiempow En este caso friccién es importante y tenemos. que
modificar nuestro modelo anterior para que incluya esfa
propiedad. Esto se puede hacer afiadiendo un término.que

represente la fuerza de friccién. Un nuevo modelo serfa:
0+ fd+Jsend =0

A este nuevo problema se le aplicarén nuevamente todos
los procedimientos sefialados anteriormente.
Este problema del péndulo es interesante porque muchos concep-
tos y métodos usados en matemdticas aplicadas pueden ser ilustrados.
Por ejemplo, la pregunta: épor qué nunca vemos un péndulo “colgado"

hacia arriba y siempre estd hacia abajo? introduce el concepto de
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estabilidad que es fundamental en matemdticas aplicadas.

Extensidn de las matemdticas aplicadas.

Ei trabajo de un matematico aplicado es el de construir puentes
que conecten las mafeméticas con otras ciencias. Una pregunta impor-
tante én este respecto es: ¢de donde a donde se pueden construir es-
tos puentes? o mésiéxplfcitamente, iqué drea de las matemdticas son
aplicables? y équé problemas cientificos pueden formularse matemati-
camente? . 4
’bTradiciqna1mente se piensa a probabilidad y estadistica como
las ramas aplicadas de las matemdticas. Otras &reas de las matemdti- .
cas han sido aplicadas pero en un grado mucho menor. Ecuaciones di-
ferenciales es la excepcin. Esta drea ha sido usada en una infini-
dad de problemas cientificos ya que se puede decir que'ecuaéiones
diferenciales es la forma natural de expresar estos problemas. Es
bien conocido, por ejemplo, que muphqs fendmenos naturales en la fi-
sica y quimica han sido descritos por-medio de ecuaciones diferen-
cia]es¢ En general, modelacidn matemdtica estd centrada en ecuacio-
nes diferenciales. Es por esto .que un-matemético ap]icadq‘debe tener
un conocimiento profundo de esta rama de las ma;eméticas.

La segunda prégunta es muy extensa y por lo cual muy diffcil de
contestar cqmp1etamente. En ella estdn contenidas preguntas como: .
épuederonerse»cua]quier problema en un contexto matemdtico? o les
posib]é que la influencia de las mateméticas i]egue.a dreas como

Historia o Arqueologia?. Desde luego, muchos problemas requieren de
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experimentacidn para encontrar su solucién. Pero casi todos los pro-
blemas (excepto por un conjunto de medida cero) pueden ser ayudados
de una manera u otra por las matemdticas. La cantidad e importancia
de esta ayuda dependerd en gran parte de la experiencia, interés y
agudez del investigador. En este momento 1o (nico que puedo hacer es
dar una lista pequefia para mostrar la variedad de problemas que se
han formulado matem&ticamente. Modelos de la estructura y forma de
galaxias, modelos del trafico de automéviles, modelos de guerras,
modelos econdmicos, modelos del crecimiento de érbo]es; mode]os del
mlsculo, modelos del crecimiento de tumores, modelos de caminar, etc.
Se-puede pensar de estos ejemplos que matemdticas aplicadas in-
cluye a todas las ciencias. En realidad matemdticas aplicadas son una

parte de las matemdticas con un enfoque en otras ciencias.
Conclusiones.

En esta pldtica se di6 un bosquejo de las actividades de un ma-
temdtico aplicado. La intencién es dar a conocer este "nuevo" campo
de accidn de un matemdtico. Aunque hay investigadores en matemdticas
interesados en aplicaciones, la balanza entre matemdticas puras y
aplicadas estd muy desequilibrada. Esto se refleja obviamente en 19
ensefianza de las matemdticas. Lo que se necesita es formar matemiti-
cos interesados en la investigacifn y ensefianza de las diferentes
dreas de matemdticas aplicadas. Entre otras, se deben cultivar las
dreas: Andlisis numérico y computaci6n, ecuaciones diferenciales or-

dinarias y parciales, teoria de perturbaciones, probabilidad y esta-
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distica, mecdnica de s6lidos y fluidos (mecdnica de lo continuo),
aplicaciones a la biologia y medicina, teorfa de grdficas, investi-
gacién de operaciones, etc. Las dreas a escoger dependerdn del de-
partamento interesado pero es importante recordar que el énfasis que
se debe dar es dirigido a aplicaciones,

Se deben ofrecer cursos a nivel de carrera, maestria y doctora-
do en estas dreas para dar al estudiante de matemdticas una idea ge-
neral de las ramas de’]és mateméticas'que existen y asf{ darle la
oportunidad de éscdgerfenfre ellas. La educac1on de matemat1cas
aplicadas no debe deJarse hasta el n1ve] .graduado porque se perderd
el interés y el conocimiento=bésico del estudiante en esta rama. No
solamente se deben empezar con nuevos ,cursos en matemat1cas ap11ca-
das sino que tamb1en es conven1ente modificar cursos bas1cos como
calcuto, ecuac1ones d1ferenc1a1es, var1ab1e compleja, hac1endolos
mas ap11cados y seguramente mas 1nteresantes.

Una pregunta Qque seguramente estara .en la mente-de Tos. éstdﬁién-
tes de matemat1cas es, iqué es mas d1f1c11, matemét1cas puras o apli-
cadas?. La comp1e31dad en cada una de e]]as es la misma ya que ésta

esta d1ctada por grandes 1nvest1gadores en e] drea. Sin embargo, hay

algunas diferencias. En matemdticas aplicadas, muchas veces el méto-

do de solucién de un problema es sugerido por el problema real que se
estd investigando. Esta visualizacién dada por el problema real es
siempre de gran ayuda al matemdtico aplicado. Por otro lado un mate-
médtico aplicado necesita tener un conocimiento muy amplio en varias
dreas tanto teoréticas como aplicadas de las matemiticas y debe estar

interesado én estudiar otras ramas cientificas.
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Una diferencia importante es que un matemdtico aplicado tendrd
mds oportunidades de realizar su trabajo en el futuro ya sea, en la
educacidn o fuera de ella. Matemdticas aplicadas proporciona al in-
djviduo métodos matemdticos, ideas y experiencia en desarrollar
teorias en otras ramas cientfficqs que le serdn muy dtiles tanto en
empleos académicos como no académicos.

Quisiera terminar clarificando que matem&ticas puras sirven tam-
bién un propdsito muy importante en el desarrollo cientifico y que
estudiantes en mateméticas“ap1icadas deben aprender el rigor y forma-
Jismo de matemdticas puras al igual que el énfasis dado en matemdti-
cas ainéadasr E] mensaje que trato de comunicar es que estos dos

tipos de razonamiento deben estar representados mds uniformemente.
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LA EXPONENCIAL DE UNA MATRIZ

' Mauricio Gutiérrez

Consideraremos matrices cuadradas (nxn) de dos tipos

A

n

matriz con coeficientes numéricos.

A = xB, B matriz numérica. .

Queremos definir en esta charla la exponencial eA 6 exp(A) de
Ay discutir algunos de los problemas que se presentan al tratar de
calcularia. ‘

Lé exponencial aparece tradicionalmente en cdlculo como la inversa

del logaritmo. Tal vez la primera definicién intrinsica es la serie

Si queremos una definicién similar para eA tenemos que tener una
nocion de 1imite entre matrices y ésta puede ser obtenida definiendo

la norma de una matriz A como

Al = sup |Av|
lvl=1

donde v es un vector en Rﬁ y |*| es la distancia euclidea. Para

visualizar ||A]|, tenemos que {vER™: |v| = 1} es una esfera. Entonces
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Tos {Av: |v] = 1} son un elipsoide con semieje mayor 1ALl

Con esta nocidn la serie

= T+A+4A% L A34

A
€ 2 37

(1)

converge pues [[L+A+...+ g A[ls [T+ [JAl] +...+ g [AIF<exp(Ji])

A

Yy esta convergencia es absoluta.

CONSECUENCIAS ELEMENTALES.

1. Como la convergencia de (1) es absoluta, si A = xB podemos di-

ferenciar 1a serie término por término para obtener
d _ :
Ix (exp(xB)) = B exp(xB)

que caracteriza exp(xB).
2. Si A1A2 = AZAI entonces

exp(Ali-Az) = exp(Ai)exp(Az)

pero esto es falso si A1 y A2 no conmutan.

En particular

exp((x +y)B) = exp(xB)exp(yB).
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3. Finalmente, exp(P'lAP) = P'l(exp(A))P y esta propiedad nos da la

primera indicacidn de cémo calcular. exp(xB).

~8i B es una matriz diagonal

b1 0
B = " = diag[bl,...,bn]
0 by
1 okek oo (xK ok 1K k]
entonces X B" = diag [FT bl""’?T bé] y por lo tanto

exp(xB) = diag[exp(xbl),...,exp(xbn)].

lap = 8,

Entonces si P”

exp(xA) = P exp(xB)P'l.

EJEMPLO 1.

-49 24
A=
-64 31

LI

Como
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r13)(elo 131!
(2) exp(A) = 17 =
[ 24 0 e /- 24
[ -0.73 0.55
{aprox.)
| -1.47 1.10

iQué c8lculos se necesitan para computar exp(A)?

Primero, para diagonalizar A es necesario hallar
det(yI-A) = (y+1)(y+17).

Por 1o tanto, A+I y A+171 tienen rango 1 y se pueden encontrar

soluciones no triviales -a las ecuaciones
(a) (A+I)V =0y
(b) (A+171)V = 0

y estas son, para {a) V= [;]; y'para>(b) V= [Z]. Esto puede hacerse
por el método de Gauss o la regla de Cramer.
Lo que nos 1leva a-la expresidn (2) que aun exige que invertamos una
matriz.
Si tuvieramos un computador, éno seria mejor calcular un nimero
inmenso de términos de (1) para encontrar exp(A)?’.iNo! Los errores

de redondeo son gravisimos. Con exactitud de 10'7 una computadora
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trato el Ejemplo 1 por ese método. Después de 60 sumandos, 1os cinco

primeros decimales cesaron de cambiar o sea, la serie "convergid" a

menos de 10'6 en cada coeficiente. La respuesta fue
-22.25 -1.43 I
-61.49 -3.47 H
Es importante, pués, aprender algunos métodos algebraicos para crear
buenos algoritmos que calculen (1).

EJEMPLO 2. Sea

[010

N={0 0 1

1o 0 o]

Calcular exp(xN).
Como

|f001]

N=]0 o0 o

oooJ

y N3 = 0, la serie (1) es una suma finita y
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)

2
exp(xN) = T+xN+2- W = |0 1
loo 1]

E1 ejemplo canterior es mis general de lo que parece; en efe&to,

dada una matriz A (3x3), es siempre posible encontrar un cambio de

1

base P tal que P AP = A > k=1,263 y donde

a 0 0) fa 1 0)
A1 = diag(a,b,c), A2 =10 b 1], A3 =10 a 1
lo o b lo o a

donde a,b,c no son necesariamente distintos.

Si k =1, la propiedad 3 nos dice que

(eax’ebx’ecx)P—l.

it

exp(xA) = P diag

Veamos qué pasa si k =3 (el caso k = 2 es parecido pero mas

facil). Tenemos

A3 =al+N y (alI)N

1]
=
—

o
—
~—

Por la propiedad 2,
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- 2

SR %T X
exp(xA3) = éaxexp(xN) =0 e xe?*

00 e?*

de donde se calcula exp(xA) por la propiedad 3.

Desafortunadamente, el cdlculo de P y de Ak es largo y muy
ihestéble. E1 menor ‘error numérico puede alterar P y Ak radical-
mente (por ejemplo, puede cambiar una matriz del tipo A1 en una del
tipo A2 ).

Por ello es conveniente tratar de reducir la serie (1) a una suma
finita. Lo que puede obtenerée gracias al Teorema de Cayley y Hamilton:

n-1+

Si det(yI-A) = y"+a ... +ay, entonces

n-ly
n ' n-1 :
A +an_1A +.-.+aol=0.
En el Ejemplo 1, nos da:

A2+ 18A+ 171 = 0.

Por 1o tanto, la n-&sima potencia de A es
n-1

n— - -
A’ = -aol-alA coe an-lA .

esto es, una combinacidn jineal de I,A....,A"'l. Con ello podemos
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n+k An-1:

calcular A ", k20 como una combinacién de I,...,

n+l _ , 2 n:
A = -aOAe alA - ""-an-lA' =
n-1
= -aOA- a,A c-ay_q(-agl-aA-..o-a, A7)
2 ,n-1
20211+ (272 - 3g)A+ Nl
y en forma analoga An+2, An+3, etc.
Por lo tanto
n-1
(3) . expA= 7] bl (R = 1)

JOJ
donde las bj. son series en los coeficientes gsays..052, ; Que
'su vez dependen de las entradas. de la matriz A.
E1 problema consiste en como calcular dichosicoeficientes bj' Para
ello procederemos heuristicamente:
Primero generalicemos la expresidn (3) considerandp xA en lugar
de A. En este caso en forma cdmpletamente andloga, obtenemos:

' n-lr’
(4) ‘ exp(xA) = J b.(x)Ad
&g d

donde ahora las bj(x) son funciones de X.
Derivando ambos lados de la expresifn (4) y.sustituyendo (4), tene-

mos:
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n-1 . n-1 .
7 bi(x)A) = Aexp(xA) = A § b.(x)A) =
j=0 J j=0 J

{ n-2 .
- l 'Zo bj(x)AJ+1 ] +b (A" =
=0 - |

n-2 o) n-1 .
1] - j
= b.(x)AM*L ] o b L(x) a.Al =
[ JEO J n-1 j._.o J
n-2 341
= -aobn_l(x)ng0 (by(x)-az, b, ; (x)A™,

Igualando coeficientes, obtenemos el siguiente sistema lineal de ecua-

ciones diferenciales ordinarias:

by(x) = -agb, _(x)

b&(x) = bj_l(x)- ajbn-l(x) (3 =1,...,n-1)

que escrito en forma matricial es:

N

( 11 - Y f
bn_l(x) 0 0 ... 01 an_l bn_lﬁx)

bn-2(x)

by(x) 00 ... 00 -ay | [byn
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n-1 .
Puesto que I = A . ‘ZO bj(O)AJ, ademds sabemos que bO(O) =1 vy
4t

bl(O) =...=b .(0) = 0.

n-1
Facilmente se ve que si

[ a, a, a ;.1

3 - Ay 1 0

C=|...........

a 1 1 0 0
1 o a o]

e Y(x) = (y(X),y'(X),...,y-("'l)(X))t-

Entonces
¥ = (bg{x),eeesy 1 ()"
AR |
donde y(x) = b__,(x) satisface la ecuacién

y(n)+an_1y(n-1) +

veo t '+ =
ay'tegy =0
con valores iniciales

v = .. =y -0, Do) - 1,

Reduciendo asi nuestro problema al resolver una ecuacidn diferencial
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lineal con coeficientes constantes de orden n.

EJEMPLO 3. Si

det(yl-A) = (y-a)°

tenemos

2
=3, a,-= 3a y y({x) = (C1+-C2+-C3x2)eax.

Resolviendo las ecuaciones lineales obvias ‘para los C, encontramos

‘ - - 21 _1 .2 ax
C1 = C2 = 0, C3 =7 Y ¥Y=3 X e

Y= % eax(xz,ax2+2x,a2x2+-4ax4-2)t .

exp(xA) = %-eax{(azxz- 2ax+—2)I+—(—2ax24-2x)A4-x2A2}.

Un cdlculo parecido, y algo mds sencillo, es:

Sean CPERRRPL los valores propios de la matriz A y sean
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Po= 1 P = Peq(R-a,0)

2 STTRRI funciones que satisfacen
| - -
ri=agrg r(0) =1

Peel = 31 T Tk 1m+ﬂ0)=0.

Entonces

( ) n-z-l
exp(xA) = ro,qPy.
k2o K1k

En el ejemplo anterior

Vo=
ré = r1+:ar2
ré = rytary

que, con los valores iniciales dados, resulta

2(p-a1)?

exp(XA) = %—eax{214~2x(A- al) +x }.
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Este G1timo resultado es general: Si A es una matriz cuadrada

nxn cuyos valores propios son todos a entonces
- nol Gk k
exp(xA) = Z E_ (A-al)".

En efecto axI y x(A-al) conmutan, luego, por la propiedad 2,

XA o gaxI X(A- al) Z .(A aI)k

n+k

pero (A-al) =0 para k20.

Estos resulrados se pueden encontrar en

1. T. Apostol, Calculus, Blaisdell, 1969. -

2. E. Putzer, Avoiding the Jordan Canonical Fbrm, American Math.

Monthly, 73 (1966), pp. 2-7.
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CURVATURA Y GRAVITACION
Gerardo F. Torres del Castillo

Dentro de la Mecénica Vectorial y en muchas otras areas de la fisica y de la geo-
metr{a, se usa extensamente el hecho de que en el plano y en>el espacio euclideano
se pueden trasladar libremente los vectores de un punto a otro. Es decir, que dado un
vector en algln punto del plano o del espacio, éste siempre se puede trasladar a cual-
quier otro punto manteniendo su direccion y magnitud.

El concepto de trasladar paralelamehte o rigidamente un vector, es en realidad
muy importante ya que, por ejemplo, en la definicién de la aceleracion de uné par-
ticula se involucra la necesidad de comparar los vectores de velocidad de la particula
en diferentes metos del espacio. Esto es, que eé necesario trasladar los vectores de ve-
locidad de la particula en dos instantes diferentes a un origen comdn para evaluar su
diferencia. Como es bien sabido, la aceleracion de una particula es o no cero depen-
diendo de que la particula se mueva libremente o que sufra la accion de algin agente
externo. i _ o

Por otra parte, el esp’abio en que’vivimos es tridimensional en el sentido de que
cada punto del espacio puede ser etiquetado o caracterizado por tres nimeros reales.
Es por ello que, usualmente, nuestro espacio fisico se identifica con IR3 (ei conjunto
de triadas de nimeros reales) y la estructura de éste se utiliza para modelar muchas
teorias fisicas. Asi por ejemplo, en la mecénica clésica, en electromagnetismo clésico
y las deméas teorias basadas en éstas, se emplea comunmente el cancepto de vector de
posicion y se efectiian operaciones entre estos vectores baséndose en las operaciones
correspondientes definidas en IR3. Sin embargo, debe tenerse en mente que ta corres-
pondencia establecida entre los puntos sean equivalentes en todos los sentidos.

Tomemos por ejemplo la superficie de una esfera. Los puntos de esta superficie
puedeh etiquetarse por una pareja de nimeros reales (v.gr. longitud y latitud). Es
c}aro que, a pesar de esto, la suberﬁcie de una esféra es distinta de IR?, aln cuando

una region suficientemente pequefia de la superficie de una esfera luzca como una
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parte del plano euclideano.

De hecho si uno considera un vector tangente a la esfera, digamos en un punto
A del ecuador, apuntando hacia el norte y este vector se traslada alo largo del ecua-
dor, conservandolo tangente a la esfera, a otro punto B sobre el ecuador, uno espera
que el vector después de trasladado siga apuntando hacia el norte. Si en cambio, este
vector primero es llevado al polo norte a lo fargo de un meridiano y después se le
traslada al punto B a lo largo de! meridiano que pasa por B, es facil imaginar que el
vector resuitante no apuntara hacia el norte. Asi pués, mientras que en IR? el resul-
tado de trasladar paralelamente un vector de un punto a otro no depehde de la
trayectoria que se siga; en el caso de la superficie de una esfera no ocurre esto. Existen
ademas otras diferencias entre la superficie de una esfera y el plano euclideano, como
que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo sobre la superficie de una esfera
_es mayor que 180°.

Cuando el resultado de trasladar paralelamente un vector de un punto a otro
depende de la trayéctoria que se sigue, se dice que existe curvatura. Esta definicion
de curvatura de un espacio es “intrinseca’’ en el sentido de que no se hace referencia
a cOmo se ve este espacio desde ““afuera”’.

Veamos ahora cual es la consecuencia de suponer que nuestro espacio fisico sea
curvo. El asumir que existe curvatura significa que, al modelar el espacio fisico por
IR3, vamos a reemplazar la nocién de transporte paralelo existente en IR? (la cual no
posee.curvatura) por alguna otra. Una particula que, de acuerdo a la nocidn original
de trasporte paraielo, se moviera libremente aparecera, en general,.acelerada si se usa
otra nocion de transporte paralelo. Reciprocamente, una particula que parece mo-
verse libremente de acuerdo a la nueva nocidn de transporte paralelo que intro-
duzcamos; cuando se le considera usando el transporte de vectores usual de IR? se
comportara como si sobre ella actuase una fuerza.

Asl pués, el cambiar una definicion de transporte paralelo por otra, equivale a
introducir una fuerza. Ahora bien, ¢cudl es la naturaleza de esta fuerza?. Debido a
que esta fuerza tiene por orfgen la forma en que uno compara los vectores de velo-
cidad de una particula en diferentes instantes, es claro que la aceleracion producida
por esta fueria no depende en absoluto de las caracteristicas de la particula en cues-
tién (masa, tamafio, carga eléctrica, etc.). {Existe en la naturaleza una fuerza con tal

propiedad?. Si, tal como fue observado por Galileo, la fuerza gravitacional imprime
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a todos los objetos la misma aceleracion. Por lo tanto se puede adoptar una definicion
de transporte paralelo de vectores con la cual una particula tiene aceleracion cero si y
solo si cae libremente,

Con este punto de vista la gravitacion adquiere un cardcter geométrico. En la
teoria general de la relatividad se interpreta de esta manera la gravitacion, no tratando
al espacio como un ente absoluto sino reconociendo que el espacio y el tiempo
forman una sola entidad.

En una forma semejante, dentro de la Mecanica Cuéntica, se puede interpretar
la fuerza electromagnética. Acualtmente se trata de interpretar mediante teorias
similares, {lamadas genéricamente teorfas de norma, las otras dos fuerzas fundamen-
tales de la naturaleza, las cuales solo actGan a nivel subatomico, |lamadas fuerzas
débiles y fuertes. '
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BIOLOGIA, FISICAY LA TEORIA CUALITATIVA
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Rafael Pérez Pascual*

Si revisamos la historia de las matemaéticas, sobre todo del renacimiento a nues-
tros dias, encontramos la existencia de un fuerte vinculo entre el desarrollo de ideas y
teorias matematicas y el de ideas y teorfas fisicas. As{ el célculo diferencial nace estre-
chamente unido al nacimiento de la mecénica clasica, el estudio de las ecuaciones dife-
renciales parciales con la mecénica de los medios continuos y la teoria de distribucio-
nes con la formalizacién de la mecédnica cuéntica.

En ocasiones las teorias matematicas se desarrolian sin nexo aparente con las
aplicaciones fisicas, para mis tarde resultar indispensables en el desarrollo de teorias
fisicas, como son los casos de las geometrias no euclideanas o la teoria de grupos. En
otras ocasiones encontramas Jo inverso, ideas que surgen del contexto de la fisica y
que al ser tomadas por las matematicas forman la base de nuevos desarrollos mate-
mdticos, como es el caso de la teoria ergodica.

Ahora bien, si hacemos la misma abreviacion para el caso de otras ciencias como
la biologia o la sociologia notamos de inmediato que el caso es distinto.

La biologia, por ejemplo, se ha desarrollado por caminos alejados de las matema-
ticas; son. tan pocos los ejemplos que podriamos citar sobre vinculos de la biologia y
las mateméficas, como son numerosos en el caso de la fisica. La discusién en torno a
fas causas de esta situacion es ya una discusion clasica y mucho se ha dicho, desde los
argumentos que sefialan a la biologia como una ciencia poco desarrollada, Hasta
aseveraciones que _intentan'fundamenta‘r posiciones vitalistas argumentando la imposi-
bilidad de matematizar la biologia.

En efecto, la biologia es un ejemplo tipico dé un campo cientificc que se ha

mostrado reacio a la matematizacion. Creemos que €sto se debe, basicamente, a dos

“ Instituto de Fisica, Universidad Nacional Autonoma de México.
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cuestiones inherentes a los fenémenos bioldgicos.

En primer lugar los fendmenos bioldgicos no admiten una cuantificacién tan
precisa como los fendmenos fisicos: la velocidad de caida de una piedra o la masa del
electron se pueden medir con gran precisiébn y consistencia, pero las variables biol6-
gicas, como la concentracion de alguna substancia en la céiula o el peso de los indi-
viduos de una especie, presentan una gran dispersion haciendo muy dificil el fijar
caracteristicas cuantitativas. . ’

En segundo lugar los fendmenocs bioldgicos son mas complejos. Pero no podemos
limitarnos a sefialar que lo son, debemos también decir qué entendemos por ‘‘mas
complejo”. En nuestra opinion, lo que distingue Ia “complejidad’ del fenémeno bio-
lbgico de la ““simplicidad” del fenémeno fisico es la posibilidad de construir teorias
sobre dichos fendmenos basadas en ecuaciones lineales o la imposibilidad de hacer
esto. En el caso de la fisica las teorias lineales son sumamente Gtiles y muchas veces
fundamentales, tal es el caso de las ecuaciones de Maxwell o de 1a mecénica cuantica.
En el caso de la biologia siempre es necesario recurrir a teorfas o descripciones no
lineales. _

La diferencia parece pequefia pero no lo es, un ejemplo lo muastra claramente:

La ecuacion de Schoedinger para el &tomo de hidrdgeno es

Y __h* 3y 3%y

*y ¢
3t ~ 2m 9x? ay2+ A4

ih 322

Esta ecuacién es lineal, esto es si y; y ¥, son soluciones también lo serén
Y = ay; + by,; esto conduce al hecho de que, a pesar del aspecto complicado
de la ecuacién y de que sus soluciones nos dan con gran detalle y aproximacién
el comportameinto del dtomo de hidrégeno, sus soluciones son relativamente
faciles de encontrar y se expresan en términos de funciones clasicas ampliamente
estudiadas desde el siglo pasado. Por otra barte, la ecuacion de Var} der Pol

d*6

—e(1-62)99 44 =
dt e(10)dt+0 0

que aparece en el analisis de circuitos eléctricos con triddos, es aparentemente mas
sencilla y es ordinaria sin embargo es mucho més “‘compleja”, al grado de que a pesar

de ser una ecuacién sumamente estudiada y de que conocemos mucho sobre sus solu-
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ciones, no somos capaces de encontrarlas. La gran diferencia consiste en la no
linealidad de la ecuacion de Van der Pol.

Este ejemplo es tipico, en el sentido de que las ecuaciones lineales pueden, en
general, ser resueitas o en el peor de los casos se cuenta con poderosos métodos
aproximados, en el caso no lineal practicamente nunca se pueden encontrar solu-
ciones y los métodos aproximados dejan mucho que desear, pudiendo incluso con-
ducir a conclusiones errdneas.

En esta perspectiva parece ser una desgracia encontrarse con un problema en
fisica, biologia, ingenieria u otra ciencia o tecnologfa donde tengamos que plan-
tearnos formalismos matematicos no tineales. En realidad lo es en cierto sentido pero
no en-otro. Es una desgracia en el sentido de que al toparnos con una ecuaciéon no
lineal, lo més probable es que no encontremos soluciones y que al recurrir a métodos
aproximados o numéricos quede en duda su aplicabilidad al caso, ademaés de que con
estos métdd_oé generalmente se pierden soluciones importantes y gran parte de la
cormprensién del fendmeno en cuestién,

No es una desgracia en el sentido de que la fenomenologfa que presentan las
cuestiones no lineales es mucho més rica que en el caso lineal, abriendo, entonces, la
puerta al estudio de situaciones complejas y a multiples y variadas aplicaciones y con-
troles de un mismo sistema.

Ahora bien, la aparicién vy el estudio de fendmenos no lineales no es nuevo, en
realidad aparecen simultineamente con los lineales, por ejemplo toda la mecanica
de medios continuos es no lineal y podemos ver que presenta fenémenos complejos
como la turbulencia, Otro ejemplo clasico tampoco resuelto plenamente, a pesar de
que en los Oltimos dos siglos todo fisico o matematico ha tratado de resolverlo, es el
problema de tres cuerpos en la mecénica clésica.

La inmensa mayoria de las formulaciones matemiticas en las ciencias y la téc-
nica tienen en el fondo una ecuacibn diferencial, por otra parte, la teoria de ecua-
ciones diferenciales es tan rica, que se puede decir que casi toda teoria maternatica
tiene relacién, utiliza o puede ser aplicada a {as ecuaciones diferenciales. Vearnos pues
algunas cuestiones sobre fenémenos no lineales, comenzando con un pequefio resu-
men de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Una ecuacidn diferencial ordinaria es una ecuacion en la que aparecen deriva-

das, estc es, una ecuacion del tipo




(9]
[AS]

F( dx dzx - dnx t) =0.

X, dt [ dtz e den o (1)

Una solucion de esta ecuacion es una funcion del tiempo x{t) tal que al ser substituida

en (1) obtengamos una identidad.

Ejemplo: Ecuacidn diferencial

2
- gtzx +x=0
Soluciones x=0, x=cost, x=sent, x=5Qit,

Como vemos, una ecuacién diferencial puede tener muchas soluciones, pero si
especificamos los valores iniciales, esto es el valor de x y sus derivadas hasta orden
n—1en t = 0 u otro vaior ¥ la funcion F es continua con derivada.continua, entonces
solo hay una solucién, o mejor dicho, al escoger una de entre las infinitas condiciones

iniciales escogemos una y solo una de entre las infinitas soluciones,

Ejemplo: Si en el ejemplo anterior especificamos

dx

x(0)=1 y dt 1op

=2
la Unica solucion es

X=2sent+cost.

En términos generales dada una ecuacion diferencial tal que la funcion que la de-
fine sea continua y tenga propiedades de diferenciacion, dadas unas condiciones ini-
ciales, existira un rango de tiempos en donde hay una y sdlo una solucién. A este
resultado se le conoce con el nombre de teorema de existencia Y unicidad y es de gran
importancia en la teoria de ecuaciones diferenciales.

La notacion que usamos en la ecuacion {1) aunque es utilizada con gran frecuén-

cia no siempre es la mas conveniente. Si definimos nuevas variables
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dx™ d"ix
Xy =X, X3 = d): oy X = dtn-;

es facil ver que la ecuacién {1} se puede expresar como un sistema de n ecusciones de
primer orden acopladas, esto es

dx, .
dxtl = f| (Xl X2 ,...,Xn,t)

dx, _

dt f: (x] .xz.---:xnlt)

(2)

dxn

dt fn(xl ,Xz,u.,Xn,t) .

Como deciamos esta.forma es més general y en ‘muchos sentidos més con-

veniente. Una de las ventajas consiste en que nos permite definir un espacio, lamado

~ espaclo fase, como el espacio de n dimensiones generado por.las eneadas {x;,...,Xn).

» Cuando las funciones fy,f;,...,f, no dependen explicitamente de t se simplifica la

teorfa, por el momento nos restringiremos a este caso, que se conoce con el nombre
de auténomo, ‘ .

En esta notacion, cuando la ecuaci6n es lineal y autbnoma queda expresada en

general por

dx .
dtl =8y3Xy To34X; Tt Xy

dx’ =

dt 832X, +I33x3 +.. +.n’Xn

3)
d

dt =8k +.3nx1 4. +8paXp

donde las a;j son constantes. Notese que si expresamos la eneada (X;,X3 ,...,.Xn) COMO
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un vector X en el espacio fase la ecuacion (3) se puede escribir como

e

donde A es la matriz n x n de coeficientes ajj.

Ahora si hacemos una transformacién lineal de coordenadas en el espacio fase
por medio de una matriz B

X' =BX X=FtX
en las nuevas coordenadas la ecuacion (4) quedard como

dX"

= B, 1
dt BAB™ X

~ Un conocido teorema del algebra lineal nos dice que si la matriz A tiene valores

propios A;,\;,...,An -distintos y reales, siempre existe una matriz real no singular B
tal que ,BAB"res diagonal, Esto implica que, en ese caso, existen coordenadas tales
que la ecuacidn (4) se reduce a

dx;} ,

g =i

dx; .
= A, X

dt PR

dxr

dtn = Anxn

que es un sistema desacoplado cuya solucién general es simplemente

At Ayt Ant
x] =c 1, x; = ¢, 0" soensXp = CuRT

en el caso en que se tengan valores propios complejos se puede separar el sistema (4)

en.un sistema de.ecuaciones desacopladas por. parejas v la solucion general se obtiene
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por el mismo procedimiento.

Vemos asi que el problema de las ecuaciones auténomas lineales se puede resol-
ver en forma general en unas cuantas lineas haciendo uso de resultados muy cono-
cidos del algebra lineal. Este caso también nos ilustra la claridad que la notacién (2)
nos da sobre las ecuaciones diferenciales y sus soluciones.

En el caso no lineal la cuestion es totalmente distinta, pues la introduccién de un
término no lineal inmediatamente transforma un problema en el que encontramos la
solucion facilmente en un problema para el cual es practicamente imposible encontrar
solucién.

Esta situacion se ha atacado por varios caminos y aqui deseamos hacer énfasis
en-uno de ellos, la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales, fundada por
Liapunov y Poincare a principios de este siglo y finales del pasado.

La idea basica consiste en olvidar la bisqueda de soluciones cuantitativas Y pro-
curamos métodos que nos den resultados de tipo cualitativo. Pensemos, por ejemplo,
en un ingeniero que desea estudiar la estabilidad de un puente, puede en principio
analizar con gran precision el comportamiento estatico y dindmico de cada parte del
puente y obtener una gran cantidad de informacion cuantitativa sobre el puente para
después sintatizar a partir de ella una respuesta a una pregunta cualitativa, ¢el puente
es estable o no? Este es el camino generalmente usado, esto es, .se hacen-estudios
cuantitativos exhaustivos en muchos casos para buscar respuestas cualitativas; pero
podriamos imaginar Un camino distinto, un método tal qué, sin perder el rigor mate-
matico, nos de la solucién a nuestras preguntas cualitativas sin necesidad de pasar por
la solucidn cuantitativa, ‘

Veamos un ejemplo:

Tomemos una ecuacién diferencial auténoma de orden dos o de dos dimensio-
nes

0 =ty
(6)
& = glxy)

una solucidn son dos funciones x(t) y y(t) tales que satisfacen la ecuacién, pero estas
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funciones se pueden interpretar como la representacion paramétrica de una curva en
el espacio fase (x,y), por tanto podemos ver las soluciones de (5) como una familia
de curvas en el espacio (x,y) que no se intersectan y que llenan todo el espacio, como
es facil demostrar a partir del teorema de existencia y unicidad.

Llamando punto critico o de equilibrio a aquel en que tanto f{x} como g(x) se
anulan (nétese que un punto critico es solucién de la ecuacion). Se ha demostrado
que en el caso de dos dimensiones las soluciones tienen necesariamente que ser
asintoticas a un punto critico, a una curva cerrada o a infinito. El caso de las curvas
cerradas es interesante pues corresponde a soluciones periédicas y en el caso de ser
aisladas se conocen como ciclos limite.

Veamos ahora con este ejemplo el tipo de cuestiones que se plantea en la teoria
cualitativa. Supongamos que hemos encontrado en el espacio fase una regién del tipo

A que se ilustra enla siguiente figura.

v A

Esto es, una regidn que no contiene ningin punto critico y tal que todas las curvas
solucién en su frontera apuntan hacia adentro, entonces es facil demostrar que existe
al menos una curva solucion cerrada dentro de la region y por tanto una solucion pe-

riédica, esto implica también que en la regién B hay al menos un punto critico. No-
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tese que este resultado no seria valido en tres o0 mas dimensiones.

Este es el tipa de cuestiones que la teoria cualitativa ataca. En general son pro-
blemas sobre la existencia de soluciones periddicas, de superficies o variedades tales
que las soluciones tiendan a ellas, de! tipo de puntos criticos que tenemos y de la
forma en que se conectan entre si, de las fronteras entre las regiones de atraccion de
estos elementos criticos, de la estabilidad de estas propiedades ante el cambio de pa-
. rémetrbs Yy en g'eneral de delucidar las llamadas propiedades topoldgicas de las curvas
solucidn en el espacio fase.

Todas estas cuestiones estan relacionadas con el desarrollo de ramas mateméticas
como la topologia, el andlisis en variedades diferenciales y otras que en conjunto cons-
tituyen una de las ramas mas dindmicas de la investigacion matemética moderna.

-Ahora bien, deciamos al principio que en nuestra opinion, disciplinas cientificas
como la biologia ne se han matematizado debido fundamentaimente a dos problemas,
la dificultad o imposibilidad de establecer resultados experimentales cuantitativos y la
fenomenologia no lineal. Por otro lado, matematicamente ha resultado sumamente
poderosa la conjuncién de las ecuaciones diferenciales no lineales con teorias de
caracter cualitativo, De esta forma podemos ver que hay una sémejanza o comple-
mentaridad entre las necesidades y determinantes bioldgicas con estas ideas y teorias
matematicas,

El resultado ha sido el surgimiento en los Ultimos afios de la biologia mate-
mética. Permitasenos, aunque sea en forma somera, mencionar algunas de las ramas

mas dindmicas de esta nueva disciplina,

ECOLOGIA MATEMATICA

Es éste uno de los campos més conocidos desde que en {os afios veintes se inicid
su estudio con las famosas ecuaciones de Volterra. '

Un sistema ecoldgico se representa por una serie de funciones del tiempo que
denotan la densidad de individuos de cada especie de las que componen el sistema. El
problema consiste en encontrar dichas funciones a partir del conocimiento de las re-
‘laciones entre las distintas especies. En fealidad estas revl‘aciones conducen al estable-
cimiento de ecuaciones diferencialeé, en general no lineales, cdyas soluciones-son esas
funciones del tiempo. ' ‘

En este caso es claro que lo que nos interesa es el comportamiento general del
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sistema mas que el nimero exacto de individuos de cadé especie interesan cuestiones
como la eX|stenC|a de oscﬂacuones la estabilidad del sistema ante perturbacnones 5|
hay especies que se extlngen al |ntroduc1r otra especie, etc., etc. Este es precisamente
el tipo de cuestiones que ataca la teoria cualltatlva de ecuacmnes d:ferenmales
En el caso de la ecologia matematica se ha podido demostrar por ejemplo, la
éxnstencna de sistemas ecolbgicos muy generales en los que cambios pequefios en el
nimero de individuos de una especie puede producir cambios cualitativos, como

puede ser la extincion de una o varias especies.

BIOQUIMICA

Desde hace mucho tiempo se sabe que el comportamiento temporal de las con-
centraciones de las diversas substancias que intervienen en-una reacciéon quimica esta
gobernado por una ecuacién diferencial en general no lineal.

Por otro lado ha sido costumbre de los bioquimicos olvidar o ignorar este hecho.
En los Gitimos afios se ha dado un gran impulso al estudio matematico de las ecuacio-
nes diferenciales que describen la cinética de procesos bioquimicos: entre los resulta-
dos mas importantes citaremos dos:

En base a estudios matemadticos se predijo por Lotka hace ya casi seis décadas, Ia
existencia de reacciones quimicas oscilatorias. En los Gitimos afios, no sélo se ha con-
firmado experimentalmente la existencia de dichas reaéciones, sino que se ha encon-
trado que un gran nimero de importantes reacciones bioquirhicas presentan este fend-
meno; en la actualidad el estudio de las reacciones oscilatorias y sus interacciones es
un campo de gran importancia en el que el andlisis matematico es indispersable.

Se ha encontrado que muchas reacciones bioquimicas pueden presentar compor-
tamientos radicalmente distintos dependlendo de la homogeneldad o heterogeneidad
del sistema e incluso, en el caso heterogeneo de su topologia. Este hecho es de suma
importancia para el futuro de la bioquimica ya que, en contradiccion con la costum-
bre de la bioguimica de laboratorio, las reacciones bioquimicas en las células reales
ocurren en sistemas heterogeneos y con topologn’és definidas, por lo que su riqueza es
muy superior al de las mismas reacciones cuando se estudian en sistemas homogeheos.
Por otro lado estos estudios requieren de avanzadas técnicas y teorias matematicas y

es uno de los casos en que el estudio de fendbmenos biolOgicos ha inspirado resultados
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.cle caracter matemético.

FENCMENOS BIOLOGICOS PERIODICOS

Una de las caracteristicas de los seres vivos es el gran ndmero de periodicidades
que presentan y su acoplamiento. Desde los cambios periddicos de 24 horas hasta el
latir del corazdén o las concentraciones hormonales, 10s seres vivos presentan un com-
plejisimo sistema de periodicidades. De entre toda la variedad de estudios matemati-
cos para abordar esta problemdtica destaca el estudio de la estimulacién periddica
de un sistema de por si periodico. Esto nos conduce a lo que matematicamente cono-
cemos como un oscilador no lineal forzado que, a diferencia del caso lineal, presenta
un comportamiento sumamente complejo, asi como dificultades matéméticas muy
serias. ' '

Uno de los fendmenos que se producen y qUe se ha ericontrado en la Gltima
década, es la existencia de los llamados atractores extrafies que sorr soluciones de
ecuaciones diferenciales tan complejas que aparentemente reproducen el resultado
de un fendmeno totalmente azaroso e irre’productible, siendo sin embargo, el resul-
tado de un proceso totalmente determinista. En los (ltimos afios este tipo de estudios
parecen incluso apuntar hacia la so|u<§i6n de viejos problemas de la fisica como'es el

caso de la turbulencia.

MORFOGENESIS

Finalmente mencionamos el caso de morfogénesis que es el estudio de los proce-
sos naturales mediante los cuales a partir de un medio en el que no existia se genera
una forma especifica. Desde luego esto abarca una multitud de fendmenos pero sin
duda dentro de esta multitud el caso de la generacién de formas biol6gicas, esto es,
del desarrollo embrionario que es de los mas sorprendentes. {Cémo, a partir de una
célula, se genera un organismo con formas y topologfas tan complejas como lo es el
animal adulto? ¢Hay leyes generales de los procesos’morfdgenétic‘os?. Estas y muchas
otras preguntas son tipicas en teoria de estos procesos.

Desde luego préacticamente no conocemos nada sobre este apasionanté tema.-
Simplemente los intentos mateméticos més sencillos conducen de inmediato a la for-
mulacion de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, y si en el caso de las ordi-
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narias autdnomas se han sentado bases para desarrollar una teoria, si en el caso de las
ordinarias no auténomas en el inicio de su estudio nos encontramos con soluciones
tan complejas como los atractores extrafios, en el caso de las parciales no lineales,
podemos decir que no existe una idea clara que permite iniciar un estudio sistematico.

Asi pues vemos como las ciencias naturales y las matemdticas, en esta ocasion
con la participacion de la biologfa, han recuperado ese estrecho nexo que durante va-
rias décadas habian parecido perder. No cabe duda que este hecho es de gran impor-
tancia y repercutird extensamente en el futuro de las ciencias, las matemdticas y la
tecnologfa.

0 Time ty * 1 minute

Tiwe L 2 ainutes ) . Time tg * 3 minutes
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RESUMEN

En el presente trabajo analizamos, como-los problemas estrictamente metodolé-
gicos del método experimental estdn contenidos en ia problematica de la metodologia
de las ciencias sociales. Esto se realiza mediante un examen cuidadoso del método
cientifico que muestra la necesidad de introducir el estudio de Ia historia social de
‘la ciencia- como herramienta de anélisis. Los argumentos se ilustran con ejemplos

-tomados de la historia de la fisica.
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1. Introduccién

E1l poder de prediccién que actualmente han lograde las
ciencias experimentales, y en especial la fisica, las ha dotado
de un prestigio motodolégicoltal, que han llegado a ser conside-
radas uno de los prototipos de cientificidad dé nuestra época,

No es raro déscubrir que un estudiante de la carrera
de fisica, se encuentre firmemente convencido que los conocimien-
tos que sus maestros le estdn transmitiendo, representan la forma
de conocimienéo mis objetiva y racional lograda hasta ahora por
la humanidad. Que a diferencia de las ciencias sociales y de las
ciencias del hombre, la fisica posee un método seguro y firme pa-
ra poder distinguir, por medio del experimento, entre las teorias
falsas y las teorfias verdaderas. Que el criterio de verdad se
encuentra sustentado en la factibilidad de realizar y reproducir
experimentos bajo condiciones controladas y en la posibilidad de
exigir una coherencia entre las teorias propuestas y los hechos
experimentales. Que es consciente dé que los creadores de las
teorias fisicas, pueden estar fuertemente influenciados por diver
sas corrientes filosdéficas o ideologias polfticas, pero que sin
embargo sus‘teorias van a confrontarse, a fin de cuentas, Eon el
hecho experimental el cual §i>carcce de ideologia y de posicién
filos6fica. Y que es precisamentc dicha confrontacién la que ha
hecho posible el firme establecimiento dc las llamadas "leyes fi-
sicas", las cufiles, especificada su drea de aplicabilidad, repre-

sentan un conocimiento de validez universal. Que bajo las mismas
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condiciones las leyes de Newton, por ejemplo, serdn siemprec v4li-
das "équi y en China".

Muchos estdn convencidos también, de que el conjunto de
concecimientos en fisica; a diferencia del arte, por ejemplo, posee
un caricter acuhulativo, ya que las nuevas teorias deben incluir
necesariamente, como caso pérticular, a las teorias anteriores de
validez mis restringida, siendo ésto ﬁltimo lo que define su mayor
generalidad y un cierto sentido de progreso.

Es esta concepci6n tan deformada y tan extendida que
se tiene de 1la fisica y de su metodologia lo que nos ha llevado
a escribir el presente articulo.

En €1, nos proponemos realiiar una revisién éritica de
los problemas metodolégicos a los que se enfrentan las ciencias
experimentales, y en particular la fisica, con el fin de mostrar
las graves dificultades que se presenfén cuando se trata de con-
cebir su proceso de adquisicién de conocimientos,como un proceso
objetivo con una dindmica condicionada esencialmente por contra-
dicciones internas. A nuestra manera de ver, el problema reside
en encontrar una explicacién causal de la génesis y evolucién de
las teorias fisicas; es decir, en llegar a comprender por que
ciertas teorfas subsisten a sus competidoras mientras otras son
abandonadas., l

Con el propdsito de plaﬁtear el problema en toda su
§0mp1ejidad hemos estructurado el articulo en la siguiente forma:

En la segunda seccién, -hacemos una presentacién esquemd
tica de la manera 'tradicional" de formular el método expcrimen-

tal. Esta consiste en la aplicacién sistemitica de cuatro pasos
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metodolééicos: la obscrvacién o seleccién del problema fisico,
la postulacién dec una teorfa o modelo, la experimentacién y 1la
verificaciéﬁ. El criterio de verificacién reside en la concor-
dancia entre tcorfa y experimento. En las siguientes dos sec-
ciones analizamos 105'ﬁrob1emas a que nos conduce la aplicacién
del método asi formulado ilustrando, con diversos ejemplos, sus
contradicciones internas y su incapacidad para explicar la evo-
lucibn y el éxito de diversas teorfas fisicas. Exploramos tam-
"bién las distintas alternativas que han surgido para tratar de
superar dichas dificultades pero que sin embargo respetan_la Ti-
gida estructura del método en cuanto a su mecamismo metodolfgico
intgrno; En la tercera seccién plantéamos las dificultades del
criterio de verificacién y analizamos 1la alternativa de . susti-
tuirlo por el criterio contrario; la refutacidén. La cuarta sec
cidn estd aedicada a reconsiderar el criterio de refutacibn, pe-
r0 basados ahora en un anilisis cuidadoso del llamado "hecho ex-
perimental". Concluimos esta seccién con la idea de que un mé-
todo que consista en 1la apiicacién estricta de un conjunto defi-
nidp de reglas y de rigidSS criterios de verdad para explicar el
desarrollo de la fisica, se veri en serias dificultades al. ser
confrontado con el anilisis histérico.

En la quinta seccién nos servimos del concepto de acti-
vidad cientifica, como hilo conductor para conectar el marco con-
ceptual de una teoria fisica con el entorno social donde ésta ger
mina. La idea es mostrar que para poder conformar una cxplicacién

racional de la evolucién conccptual de la ffsica es nccesario con
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siderarla no como una actividad intelectual aislada sino como
parte de un proceso social. Es en este sentido que creemos ne
cesario incorporar el andlisis socio-histdrico al marco metodo
l6gico de las ciencias experimentales. En la sexta y (ltima

seccién presentamos nuestras conclusiones finales.
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2. E1 Método Dxperimental

La fofma "tradicional" de presentar el método experi-
mental como un conjunto definido de reglas, lo hace aparecer co-
mo un método capaz de poder distinguir entre las teorfas falsas
y las teorias verdaderas.

Dichas rcglas las podemo; resumir en cuatro, a saber:

i) Observacién o seleccién del problema

ii) Elaboracién de una teoria o modelo
iii) Experimentécién
iv) Verificacidn

La aplicacién del método suele presentarse a lo largo
de la siguiente lineca de argumentacién:

Es la curiosidad innata del hombre, la que lo conduce
a observar el mundo fisico que lo rodea y es su capacidad inte-
lectual, la que lo lleva a buscar una explicacién causal.de di-
cho mundo,

Los diveréos tipos de explicaciones que el hombre ha
encontrado a lo largo de su historia, representan la aplicacidn
de distintos métodos para la obtencidén del conocimiento. Dichos
métodos definen distintas etapas en la evolucidén del pensanmiento
humano y asi tencmos el pensamiento mdgico, el religioso y el
cientifico. Es &ste Gltimo, el Gnico que realmente puede ser con
siderado objetivo, sobre todo en el ﬁfea de las ciencias experi-
mentales, ya que en este caso el método esti disefiado de tal for-
ma que se deja a la misma naturaleza (a través del experimento)

la toma dc decisidén sobre la validez o falsedad del conocimiento.
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La aplicacién de dicho método parte de la observacién de la natu-

raleza. Es precisamente cl hecho de observar, aunado a la curio-
sidad del hombre, lo que transporta a su conciencia ia existencia
de los fenémenos naturales que requicren de una explicacién., Di-
cha explicacién se elabora utilizéndo un conjunto de conceptos
(marco tebérico) los cudles se articulan en base estricta a las
reglas aceptadas de la 1dgica.

En el caso de un problema fisico, la formulacién de un-
modelo o teoria se basa primeramente, en la habilidad de captar
los aspectos mds significativos del fendmeno, para poder luegc expre
sarlos en términos de codnceptos fisicos y finalmente:articularlos
&e tal manera que sea posible lograr una explicacién 16gica v cau-
sal del fenémeno en consideracidén. Se busca, én general, que las
propiedades de los conceptos fisicos queden enmarcadas dentre de
algGn tipo de eéfructura'matemética,-cdn el fin de asegurar asi
que la coherencia légica en la manipulacién de los conceptos guede
respaldada por la validez de las teorias matemdticas utilizadas.

A esta concatenacidén matemdtica de conceptos fisicos,
construida con la finalidad de explicar un cierto tipo de fené-
menos es a lo que denominamos modelo matemdtico.

Se les llama modelos debido a que dichas construcciones
nunca pueden ser exhaustivas, va que de toda la riqueza y comple-
jidad del fendmeno natural, se estdn seleccionando s6lo un ndmero
reducido dec conceptos mediante los cufles se quierec entender sélo
lo escncial, en cl comportamiento de la naturalecza haj6 circuns-

tancias bien determinadas.
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Y es precisamente la habilidad para extraer lo que de
esencial tiene el fen6meno, asi como la seleccidn y estructura-
cién méé adecuada de conceptos, lo que le da a la fisica parte
de su carficter creativo, no exento, por tanto, de un cierto pla-
cer estético.

Sin embargo, el uso de un formalismo matemdtico junto
con ﬁna seleccidén apropiada de conceptos ascgura solamente la
coherencia interna del modelo, mas no su validez como una inter-
pretacidén correcta de la realidad. Para determinar esto dltimo
es necesario acudir al experimento,

Pero la posibilidad de corroborar la validez de un mo-
delo sélo es poéible si el modelo posee un poder predictivo. Es
decir, si es capaz de predecir el comportamiento del sistema fisi
co bajo circunstancias distintas a las del fenémeno que motivé
su formulacién, con la condicién adicional de que sea posible,
al menos en principio, reproducir dichas circunstancias en el la-
boratorio. S6lo de esta manera serd posible poner el modelo a
prueba, debido a que el método experimental basa su criterio de
validez en la concordancia existente entre las predicciones del
modelo y el experimento. Un modelo sin poder predictivo carece,
por lo tanto, de valor cientifico. Obviamente las predicciones
del modclo tampoco deben entrar en contradiccién con hechos expe-
rimentales conocidos. Ademds el disefio de un experimento que pon-
ga a prucba las partecs mds sensibles de uno o varios modclos, re-
quierc también del ingenio y la capacidad creadora del experimen-

tador.
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Ahora bien, en el caso de que las predicciones del no
delo y»el experimento concuerdecn, se dice entonces que el modelo
ha sido verificado por el experimento. En caso contrario serd
necesario entonces revisar el modelo, complicarlo, enriquccerlo
0, de plano, sustituirlo por otro hasta lograr quec sus prediccio-
nes estén en concordancia con los hechos experimentales. De esta
manera se deja al experimento, que no es otra cosa que el compor-
tamiento mismo de 1la naturaleza bajo condiciones controladas, el
papel de drbitro en cuanto a la validez de un cierto modelo. Y
es precisamente el hecho de que sea la naturaleza misma la que
decida sobre la interpretacién que el hombre hace de ella, lo que
diferencia a las ciencias experimentales de otras ramas del cono-
cimiento cientifico. En el caso de las ciencias experimentales
la naturaleza juega un doble papel, como objeto de estudio y como
drbitro en el criterio de verificacién. Esto es lo que garantiza
la objetividad del conocimiento adquirido ya que el comportamien-
to de la naturaleza es hjeno a las diversas motivaciones, prejui-
cios o emociones del investigador. Por otra parte, el hecho de
que los nuevos modelos que se construyan no deban entrar en con-
tradiccidén con los resultados experimentales conocidos garantiza,
también, un claro sentido de progreso.

Dicho progreso esti basado, por tanto, en la acumulacién
continua de conocimientos, producto de una estrecha vinculacién
entre tcorfa y experimento. Asi, el disciio de nucvos cxperimen-
tos para probar uno o varios modelos y la'construccién de nucvos

modelos para interprctar resultados experimentales no explicados
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hasta entonces, constituyen los factores dinimicos primordiales
en el avance de las ciencias experimentales.

Esta es, a grandes rasgos, la presentacidén que sucle
hacerse del método cxperimental y a la que hemos denominado '"tra-
dicional"., Esta seri, también, la prcsentacidén que tomaremos co-
mo base para realizar, en las secciones subsecuentes, un andlisis
critico, tanto de las distintas fases del método asi presentado,

como de su.dindmica real dentro de un contexto socio-histérico.
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3. Verificacidén versus Refutacidn

En esta seccién analizamos el criterio de validecz del
método experimental, basado en la verificacidén de los modelos ted
ricos por medio del experimento y expuesto en la seccifn anterior
bajo lo que hemos denominado la presentacidn "tradicional".

Iniciamos la prescnte discusién, preguntindonos si en
el caso de que exista concordancia entre teorfa y experimento real
mente es posible debir que el modelo ha sido verificado.

{No es acaso posible qué en otro arreglo experimental
las predicciones del modelo pudiefan entrar en conflicto con los
fesultados experimentales asi obtenidos?. Y aunque hubiere un
gran niimero dc¢ predicciones ya verificadas por el experimenfo,
iseria acaso posible asegurar que alguna de las predicciones aln
no probadas jamis entraria en desacuerdo con el experimento?.

Creemos que es fﬁcil convencerse, que bara poder veri-
ficar experimentalmente todas_las'prediccioneg posibles de mode-
.los suficientemente ambiciosos, serfa necesario realizar un nime-
ro tan grande de experimentos que llegarfamos forzosamente a con-
cluir que es materialmente imposible verificar dichos modelos,
en el sentido estricto de la palabra. La dnica afirmacidn conce-
bible seria el poder ascgurar que un cierto modelo no ha sido re-
futado.

Por lo tanto, si ecn vez de tratar de verificar un mode-
lo 10 qﬁc tratamos es dc refutarlo; vemos que entonces las difi-
cultades mencionadas anteriormente desaparecen, ya que para rcfu-

tar un modclo es necesario un sélo cxperimento.  Es decir, que la
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no concordancia entre las predicciones del modelo y un solo hecho
experimental es suficicnte para-refutar el modelo tedrico y obli-
garnos a revisarlo criticamente, ya sea paré modificarlo o para
sustituirlo ﬁor otro modelo distinto.

En este sentido, el verdadero propésito de los experi-
mentos no debe ser el de verificar los modelos sino muy por el
contra}io el de refutarlosl); y dado que‘la refutacién es la tni-
ca 'que nos obliga a revisarlos y mejorarlos, es la refutacidn el
factor dindmico mis importante para el avance de las ciencias ex-
perimentales. | '

Uﬁo de los ejemplos mds ilustrativos que nos muestra
claramente la esencia del criterio de ?efutacién, nos lo ofrece
una de las leyes de la teorfa electromagnética de Maxwellz) sobre
el comportamiento del campo magnético ﬁ, y que expresada en len-

guaje matemdtico toma la siguiente forma:

V.B=0 ' ()

Esta ley es interpretada, a nivel macroscépico, dicien-
do que las lineas del campo magnético son siempre lineas cerradas,
Aceptando el modelo actual sobre 1la estructurg de la materia, es-
ta misma ley se puede interpretar, a nivel microscépico, diciendo
que no existen monopolos magnéticos, o sea, partficulas con una
sola carga magnética definida.

En este caso bastgria con discfiar un s8lo experimento,
que mostrara la existencia dc monopolos magn&ticos para que la

ley fuera refutada. Esto dié origen a lo que optd por llamarse

.
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""la caza del monopolo", término bajo el cual se incluyen todos
los esfuerzos encaminados a evidenciar la existencia de tales par-

ticulass)

. Hasta ahora todos estos esfuerzos han sido vanos, 1lo
que nos lleva simplemente a afirmar que la ley no ha sido refuta-
da. - Sin embargo, la actitud correcta del investigador en estc
campo seguird siendo la de continunar tratando de refutar dicha
ley, ya que sdlo a partir de la refutacién se podrdn establecer
nuévas leyes con el objetivo de que algdn dia lleguen, a su vez,
a ser refutadas, generando asi una dindmica en el avance del cono-
cimiento,

Por otra parte, la refutacién nos 1lleva también a plan-
tear criterios de cientificidad, con respecto a la estructura de
los modelos tedricos. Por ejemplo, es obvio que bajo este crite-
rio sélo aquellos modelos que sean refutables poseen un verdadero
carfcter cientificol); y este cardcter es mids firme mientras mis
refutable sea el modelo.

Es precisamente la resistencia de un modelo a una muy
dmplia variedad de circunstancias de poder ser refutado lo due
le otorga su fuerza. A este respecto, un modelo se considera dé-
bil, cientificamente hablando, cuando es refutable s6lo en condi-
ciones muy especiales. Por ejemplo, existen ya diversas teorias4)
sobre el comportamiento electrodinimico de los supucstos monopo-
los magnéticos. Para que dichas teorfas pudieran llegar a ser
refutadas es necesario que, primero, se encucntren los monopolos
Y, segundo, quc éstos puedan ser examinados bajo condiciones coen-

troladas. Dado que hasta ahora, no ha sido siquicra posible de-
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tectar monopolos, estas teorias se consideran cientifiﬁamentc'mds
débiles que cualquier otra que pueda ser refutable hby‘enrdia.

En conclusibdn, ﬁodcmos decir que desde el puntordc‘vii
ta del criterio de refutacidn, el verdadéfo objétivb'dé la fisi-
ca no es el de llegar a construir el modelo correcto‘de la natu-
raleza, sino que muy por el contrario su ijetivo serd siemprc
el de destruir, el de refutar cualquier ed1f1C1o tedrico que pre—
terida haber comprendido el comportamlento de 1la naturaleza.

Por .ejemplo, la ‘teorfa de los vértices de Descartess)
fue refutada -y eliminada- por el hecho de que 1los planefés se
mueven en elipsés y no en los circulos previstos por Descartes.

6)

La teoria de la gravitacidén de Newton™: eiplicé con éxitd los he-
chos disponibles en aquel entonces, tanto los que habian'sido ex-
plicados bor la teoria de Descartes como aquellos que refutaban
dicha teoria. Por lo tanto la teoria de Newton sustituy6é a la

de Descartes. De manera aniloga la teoria de Newton fué a su Qéz
refutada por el movimiento andémalo del perihelio de Mercur1o, he-
cho que fue expllcado por la teoria general de relat1V1dad de
Einsteih7).

En este contexto, la honestidad cientifica consiste
pues en especificar, de antemano, un experimento tal que si el
resultado contradice la teoria, la teoria debe ser abandonadal)
Es importantc sciialar que para el criterio de refutacién la exis-
tencia de experimentos cruciales csbfundamental, ya que und teo-

ria puede ser refutada por un solo cxperimento que sirve como base

16gica para una nucva tcoria,
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Tal es el caso del eXperimcnto de Michelson-Morleys),
del cual se diceg) que refutd las teorias del éter y condujo a
la teoria espec1a1 de la relat1v1dad ). Muchos fisicos y fil6-
sofos le dieron al experlmento de Mlchelson Morlcy un caricter

crucial, 51gn1f1cando el rechazo de la estructura newtonlana del

espacio y del tiempo.
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4, Experimento versus Tecoria

En el desarrollo de la scccibn antcrior sobre el crite-
rio de refutacién, hemos supuesto implicitamente que es posible
comparar la teoria con el experimento. Esta suposicién nos 1lle-
vé:é concluir que la discordancia entre las predicciones dec la
teorfa y un hecho experimental implicaba necesariamente la refu-
tacién de la teoria. En esta seccifn analizamos en que sentido
dicha suposicién es realhente adecuada,

Nuestra duda aparece cuando nos preguntamos, si existe
realmente un criterio metodolfgico que nos indique si los resul-
tados experimentales han sido interpretados correctamente.
| Todo expefimento, por sencillo que parezca, requiereb
de un proceso de interpretacién. Dicho proceso se encuentra sus-
tentado, primero; sobre un conjunto de teorias que respaldan,
pér ejemplo, la validez de las lecturas de los aparatos de medi-
cién y, segundo, sobre la suposicién de haber podido controlar
todos los factores significativds del fenémeno en cuestién. Por
ejémplo, el simple hecho de asomarse por un telescopio para medir
la posicién de una estrella en el firmamento, requiere de haber
aceptado ya un modelo teérico sobre la emisi6n luminosa, otro so-
bre el comportamiento de la luz en el espacio interesteclar y en
su vidje a través de la atmésfera terrestre y otro mis sobre las
leyes de refraccién y reflexidén de la luz en su interaccién con
las lentes y espejos que componen ¢l telescopio. No se diga aho-

ra de todo cl bagaje tcérico que debemos aceptar como no cuestio-
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nable cuando se quicre interpretar lo que aparece en una foto-
grafia tomada por un moderno microscopioc electrbnico.

LEsto nos indica simplementc, que la observacidén direc-
ta y pura della naturaleza e¢s algo que realmente no existe y que
toda observacién por mds directa que pueda pareccrnos,lleva ya
en si una fuerte carga interpretativa basada en modelos tedricos
preconccbidos.

Por otra parte, el método experimental, tal y como fue
presentado en la segunda seccidén, no nos ofrece ninglin criterio
para decidir si en un experimento se han tomado en consideracidn
todos los factores relevantes en el comportamiento de un sistema
fisico dado o como llegar a determinar la existencia de posibles
elementos perturbadores ocultos. Ahora bien, dado que es posible
convencerse de que ¢l hecho experimental puro no existe, esto nos
hace dudar consecuentemente de la validez misma del criterio de
refutacién., Esto se debe a que las predicciones de un modelo no
se estin comparando con el comportamiento de la naturaleza como
tal, sin; mds bien con una interpretacidén que se tiene de dicho
comportamiento. Por consiguiente, las:predicciones de un modelo
no sélo se¢ cstdn confrontando con hechos generados por la reali-
dad sino también con toda una serie de predicciones de otros mo-
delos quec sustentan la interpretacidén de dichos hechos y a la qug

llamarenos la teoria del experimento.

Esto nos: 1leva a pensar que cuando los resultados expe-
rimentales no concuerden con las predicciones de un modelo dado,

el método cxperimental no nos provce dc un criterio para concluir
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que el modelo ha sido refutado, ya que cabe la posibilidad de que
lo equivocado no sea el modelo sino la tcorfia del expcrimento o
partcs de ella.

Es£a falta de criterio para poder decidir si realmente
un modelo ha sido refutado, nos explica la actitud de muchos fI-
sicos ante la falta de concordancia entre teoria y experimento.
Recordemos simplemente lo que sucedié hace algunos afios cuando
fueé reportado en la literatura cientificall) un experimento, lle-
vado a cabo en un globo en las regiones altas de la atmésfera,
donde se daba evidencia sobre la existencia de monopolos magnéti-
cos. Ante este hecho, la actitud de muchos fisicos fue la de no
considerdr refutada una de las leyes d; la electrodindmica de
Maxwellz) (v.8 = 0) sino muy por el contrario la de suponer que
por alguna u otra razén el experimento habia estado mal interpre
tado. Pero esta suposicibn, no sélo genera una actitud, sino tam
bién toda una linea de investigacién y de trabajo encaminada al
anflisis exhaustivo y critico de la teorfa del experimento.

Otro ejemplo ilustrativo fue también la actitud de 1los
cientificos cuando se reporté que los movimientos planctarios

12) y de Mercuriols)

de Urano no concordaban con las predicciones
de la Teoria de la Gravitacidn de Newton6). Ante la evidencia de
estos resultados experimentales, la mayorfa de los ffsicos no con
sideraron refutada la tgoria newtoniana, sino que més bicn dudaron
de la correcta interpretacién de las observaciones.

Estas dudas gencraron una nueva dirccci6n en las inves-

tigaciones y sc llegd al extrcmo de suponer14’ls) la existencia
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de dds planctas ocultos, Neptuno y Vulcano, quc por alguna razén
no habian sido observados y qué perturbaban los movimicntos de
Urano y Mercurio en forma tal que las observaciones pudicran en-
trar en concordancia con la teoria newtoniana. En cierta manera
se estaba '"forzando'" a los hechos experimentales a concordor con
la teorfa, llegando a calcularse las érbitas que deberian tener
los planetas.ocultos para poder explicar las observaciones en base
a la teoria de Newton. -

Lo que estos cjemplos nos muestran es que aunque el hé-
todo experimental, no ofrece un criterio para decidir si la dis-
cordancia entre modelo y experiencia se debe a fallas del modelo
o0 a errores en la teoria del experimento, en la préctica parece
que si existe forma de decir en que direccidén pfoseguir el traba-
jo de investigacidn; ya sea considerando al modelo refutado y ha-
ciendo esfuerzos para mejorarlo o considerando al modelo como co-
rrecto y haciendo esfuerzos para encontrar fallas en la interpre-
tacién de la experiencia. Llegados a este punto nos preguntamos
iqué criterio sigue el investigador para hacer esta decisidn?.

Sin embargo, podriamos pensar que la pregunta no tiene
mucho sentido ya que independientemente de la decisién que tome
el investigador, ésta puede considerarse simplemente como la se-
lecci6én indispensable de una hipdtesis de trabajo, que hacc'posi-
ble la‘contihuacién del trabajo de investigacién en una u otra
direccién. Y que rcalmente no importa cual sea estﬁ direccidn,
ya quc es posible que ambas dirccciones deban expiorarsc y serfn

los resultados mismos de las investigaciones los que prucben si
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la hip6tesis scleccionada fue efectivamente la correcta, ya quc
la forma como se desarrolla la actividad cientifica no es funda-
mental, lo importante son los resultados.

Los éxitos a los que ha llevado csta forma de trabajo
pueden ser ilustrados por la interpretacién fallida sobre 1a exis
tencia de monopolos magnéticos. En su interpretacién original los
experimentadores reportaronll) el descubrimiento de un monopolo
magnético, sin embargo en las ihvestigaéiones posteriores no se
dud6 sobre la validez de la electrodindmica cldsica (la cual pro-
hibe la existencia de monopolos) sino mis bien sobre la correcta
interpretacidn del experimento. Por lo tanto, tomando como hip6-
tesis de trabajo la validez de la electrodindmica clidsica, las

6)

investigaciones sefialaron inconsistenciasl en lglinterpretaci6n
del experimento, mostrando que la particula detectada no correspon
dfa a un monopolo, corroborando asi la hipétesis seleccionada,
Otro ejemplo, tal vez mis espectacular, nos lo ofrece
lavsupdsicién de que la disconcordancia entre las predicciones
della teoria de gravitacién de Newton y el movimiento planetario
de Urano se debfa a una interpretacién erréneca de las observacio-
nes. Como hemos mencionado anteriormente, esto llevd a suponer
la existencia de un plancta oculto, Neptuno, que perturbaba la
6rbita de Urano. Ahora bien, cuando los astrénomos apuntaron sus
telescOpios hacia el lugar del firmamento donde el supuesto plane
ta deberfa estar, de acuerdo a los cdlculos recalizados, encontra-
Ton cfectiyamcntc un nucvo planeta17); corroborando asi la supo-

sici6n original y dando lugar a uno de los descubrimientos astro-
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némicos mis sorprendentes de la época.

Por otra parte cuando se¢ apuntaron los telesc6pios ha-
cia las cercanias del sol en busca de Vulcano, éste nunéa aparc-
ciéls). Sin embargo hay que tomar en consideracién que debido a
la brillantez del Sol, las observaciones en su cercania son de
muy diffcil realizacién y siempre seria posible pensar'que el su-
puesto planeta ha permanecido oculto a todos los intentos de ob-
servacién reélizados hasta la fecha. Por taﬁto la discordancia
entre el movimiento planetario de Mercurio y las predicciones de
la teorfa newtoniana de gravitacién sigue existiendoﬁ). Esto no
hizo, sin embargo, que la teorfa newtoniana fuera considerada re-
futada y por mids de un siglo, en la mente de muchos astrénomos,
el movimiento planetario de Mercurio fue considerado simplemente
como una anomalia que surgia de una interpretacién incorrecta de
las observaciones.y que sino era Vulcano, podrian existir adn
otros elementos perturbadores que no habfan sido tomados en cuen-
ta en el proceso de interpretacidn.

Por ejemplo, el no haber tomado en cuenta la no-esferi-
cidad del Sol en los cdlculos de la 6rbita de Mercurio podria
también haber sido la causa de la no-concordancia entre teoria
y experimento. Sin embargd al realizarse los cdlculos de la in-
fluencia del momento cuadrupolar del tensor de inercia del Sol

19) que esta influencia no

en la 6rbita de Mercurio, se concluyé
era suficiente para subsanar las diferencias entre teoria y ex-
perimento. Es mis, al-parecer no se han encontrado, hasta la fe-
cha, fallas en la interpretacién de las observaciones del movimien

to planctario de Mercurio que pudicran explicarlo cn base a la
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teorfa newtoniana de gravitacién. Sin embargo, (es &sto suficien
te para considerar refutada la teoria newtoniana?, ¢no es acaso
posible ‘pensar que sencillamente no se ha dedicado el esfuerzo
suficiente o'que se ha carecido decl ingenio necesario para imagi-
nar un mecanismo que haga posiblc interpretar las observacioncs
de.acuerdo a la teoria de Newton? o ibajo que bases podria asecgu-
rarse que se han explorado todas las posibilidades de error en
la‘interpretacidn de la experiencia?. Y aln en el caso de que

se lograra construir otra teoria, cuyas predicciones hicieran
desaparecer las discrepancias con la interpretacién que se tiene
de la experiencia, ¢podria asegurarse entonces que la teoria new-
toniana ha sido refutada?,

Obviamente, la fnica forma de poder refutar una teoria
es suponiendo como correcta la interpretacidén de la experiencia
con la cual entra en desacuerdo. Y el problema que ‘*ntonces sur-
ge es que el método experimental no nos provee de ningdn ériterio
que nos asegure la validez de dicha suposicién.

Esto nos lleva, desde un punto_de vista estrictamente
metodolégico, a un callejdn sin salida, ya que hemos podido 1lle-
gar a concluir que las teorias no pueden llegar a3 ser ni verifi-
cadas, ni refutadas; conclusi6én que nos lleva a cuestionar la
esencia misma del método en que estdn basadas las ciencias expe-
‘rimentales,

Ahora bien, dado que para tener la posibilidad de refu-
tar una teoria o modelo ¢s indispensable suponer, sin cuestiona-

miento, la validez de la tcoria del cxperimento, el problema radi
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ca entonces en la dificultad que presenta la justificacién de di-
cha suposicibn; y el problema se vuelve obviamente muy complejo
ya que significa el replanteamiento del criterio mismo de verifi-
cacién, -

Llegados a este punto vemos claramente que va a ser
imposible justificar la validez de la teorfa del experimento ya
que caeriamos entonces en un circulo vicioso; ya que para justi-
ficarla liegariamos a exactamente los mismos problemas sobre el

‘criterio de verificacidn que los que han dado origen a la presen
te discusién.

Vemos entonces que es absolutamente necesario partir
de algo que tendriamos que aceptar como no cuestionable; ya que
de otra manera, si queremos partir de algo que podamos considerar
~como objetivamente correcto, caeriamos entonces en la discusién
del viejo probleﬁa filoséfico sobre la existencia de la verdad

absolutazo).

Por otra parte hemos visto, que en la prdctica es posi-
ble determinar una direccién al trabajo de investigacién sélo
cuando se acepta un conjunto de hipétesis no justificadas.

Por tanto, si queremos evitar abordar el problema de
la verdad absoluta y tomamos en consideracién la prdctica del tra
bajo cientifico, una de las posibles soluciones al problema de
verificacidén consistiria en considerar al conjunto de hipétesis
no justificadas como partc de una decisién metodolégica. Es decir,
en incorporar al método experimental la decisibén sobre que tcoria
y reglas de interpretacién de 1la expericncia serfan consideradas

como conocimicntos no cucstionable, como conocimiento no proble-
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midtico y al que llamaremos el nicleo irrefutab1e21).

El ndGcleo irrefutable sirve cntonces como una especie
de visién aceptada del mundo, que- contiene todas las teorias o
modelos fundamentales de la naturaleza y las feglas para la in-
terpretacidn de la experiencia. De esta manera si es ahora posi-
ble realizar una comparacién entre las predicciones de la teoria
e inferpretaciones aceptadas de la experiencia.” El problema se
reduce entonces -a decidir s6lo sobre la validez del conocimiento
construido sobre dicho niicleo.

Por otra parte es necesario reconocer también que los
modelos o teorias no se encuentran aislados unos de otros, sino
que debido a sus miltiples intérconexiones éstos forman una es-
tructura conceptual mis &dmplia, capaz de poder extenderse a otras
freas de la fisica, con el fin de tratar de comprender la natura-
leza de una manera coherente. Por lo tanto, cuando no exista
concordancia entre las predicciones de un s6lo modelo con la in-
terpretacidén aceptada de la experiencia, esto no se toma como una
refutacién de dicho modelo, sino simplemente como una dificultad
que hay que superar para preservar la consistencia interna de to-
da la estructura.

Desde este punto de vista, el trabajo del fisico no con
sistird entonces en la construccién de modelos aislados de la na-
turaleza con la pretensién de que, algin dia, pudieran llegar a
adquirir validez universal; sino mids bien en el discfio de proycc—‘
tos o programas de investigaciénzl). Dichos programas de inves-

tigaci6én consistiriin cntonces en todo un conjunto dc modclos ecs-
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tructurados en torno a un ptincipio de bfisqueda o heuristica, cons
truido sobre la base de otra estructura de conocimientos no proble
miticos, y a la que habfamos dcnominado nficleo irrefutable.

21)

En el presente trabajo, llamaremos heuristica al con-
junto de hipStesis y modelos que definen tanto el programa de in-
vestigacidn como sus limitaciones propias, asi como también, la de
finicién de los problemas que serdn considerados importantes den-
tro del programa.

Ahora bien, cuando existan programas de invéstigacién
diferentes diseﬁados con el'propésito de resolver un mismo tipo
de problemas, diremos entonces que se trata de programas rivales
o cdmpetitivos.

Como ejemblo de programa de investigacién, podemos re-

ferirnos a la Teoria de Electrones de Lorentzzz). Con dicho pro-

grama, Lorentz trataba de explicar todas las propiedades electro-
magnéticas de los cuerpos materiales en base a la teoria del &ter
eleétfbmagnético de Maxwell, suponiendo que la materia estaba com
puesta por una multitud de4pequeﬁas particulas cargadas (electro-
nes) que obedecian las leyes dindmicas de la mecﬁnica»de Newton.
Aceptando ademis, los'conceptos‘clﬁsicos sobre la estructura del
espacio y del tiempo; Lorentz extiende su programa para tratar
de'cbncebir a la gravitacidén como un fenémeno transmitido a tra-
vés del éterzs). 7 _ ‘

vEn este caso el ndclco irrcfutﬁble‘de la Teoria de Elcg
trones podria estrﬁcfurarse de la siguicntc forma:24)
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(1) Las ecuaciones de Maxwell

(ii) La mecdnica de Newton

(iii) La fuerza de Lorentz

(iv) Los conceptos cldsicos de espacio y tiempo
(v) La estructura atémica de la material>)

Por otra parte, la heuristica-.estaria definida por 1o

siguiente?4):

Todos los fendmenos fisicos estdn determinados

por accipnes que se transmiéen a través del éter.

Ahora bien, dado que el programa de investigacidn es

un ente dindmico, los criterios de verificacién no pﬁeden ahora
formularse en términos de la veracidad o falsedad del programa,
sino mis bien sobre su estado de progréso; es decir, deben carac-
terizar tanto el estado presente del programa como sus prospec-
ciones futuras.

En este sentido, cuando alguna de laé pfedicciones del
programa no concuerda con el experimento, este hecho no se toma,
de ninguna manera, como Una refutacién sino simplemente como una
dificultad que el programa tiene que supcrar. Respetando siempre
el ndcleo irrefutable, se tiene que buscar, dentro de la heurfis-
tica del programa, nuevas posibilidades de explicacién a la dis-
cordancia entre tcorfa y experimento. Esto se hace introduciendo
nuevas hip6tesis auxiliares o nucvos conceptos fisicos, reformu-
lando 1a estructura de algunos de los modelos del programa o sus-

tituyéndolo por otros diferentes, o tomando en cuenta variables

que habian sido consideradas no significativas.
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Por tanto, tomando en consideracién la ‘estructura dind-

21) que éste pcrma-

mica de un programa de investigacifn, se dice
nece en un estado progresivovcuando la mayoria de sus prediccio-
nes se ven confirmadas por el experimento, cuando ha demostrado
poseer la suficiente flexibilidad para superar las distintas di-
ficultades que le ha presentado la discordancia entre teoria y
experimento, cuando las nuevas predicciones que han surgido de

la superacién de dichas dificultades han sidd, a su vez, confir-
madas.por el experimento y cuando es capaz de extender contfnua-
mente su campo de accifén a otras 4reas de la fisica. En este ca-
so0 el investigador tiene una justificacién racional de seguir com
prometido con dicho programa.

Por otra parte, se dice21) que un programa de investi-
gacibn se encuentra estancado o en estado regresivo -cuando la ma-
yoria de sus nuevas predicciones han entrado en conflicto con el
experimento, cuando se encuentra continuamente a la defensiva idean
do nuevas hip6tesis o modificando modelos -cuyas predicciones vuel-

" ven a presentar dificultades al compararse con la experienéia, cuan
do se ve en la necesidad de échar mano de los descubrimientos de
prOgramas.fivales y cuando su drea de aplicacién se va reduciendo
dfa con dfa. En €ste caso el investigador debe abandonar su com-
promiso con dicho programa.

Por ejemplo, de acuerdo a Zahar24), el programa dc -
Lorentz se mantuvo en estado progresivo hasta 1905, y hasta en-
tonces no hubo razén alguna para abandonar dicho progfamn cn fa-

vor del programa rival de Einstcin sobre la nucva tcorfa de la
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relatividad. Sin embargo, a partir de 1905, el programa de Lorentz
entra en un estado regresivo; mientras que, por otra parte, en la
década siguiente, el programa de Einstein progresa de manera con-
tinua hasta culminar en la Teorfa General de Relatividad’) y su
consiguiente verificacién experiment3126).

Por tanto, durante el perfodo comprendido entre 1905 y
1915, los investigadores tuvieron razones suficientes para aban-
donar la Teorfa de Electrones de Lorentz e incorporarse al prbgrg
ma einsteniano.- La decisién final, a'favor'del programa de Einstein,
ocurre en 1915 con su explicacidn de las observaciones sobre la de-

flexién de la 1uz??).

y el corrimiento anémalo del perihelio de Mer
13) '

curio
Como vemos, esta nueva versifn dindmica del criterio de.
verificacidén preserva la esencia de la contenida en la presenta-
cién tradiéionai; en el sentido, de que es el experimento el que,
- a fin de cuentas, decide sobre el estado dé progreso de un cierto
programa de investigacién. Es, otra vez, la misma naturaleza, o
mis precisamente la interpretacién aceptada que se tiene de hechos
generados por ella, la engargada de hacer la decisi6én sobre la ac-
cién de abandonar un programa o de continuar comprometido con &1,
Sin embargo, podriamos preguntarnos (si es acaso posible

eliminar objetivamente un programa que ha sufrido fuertes reveses

iniciales, por el hecho de que la mayoria de los investigadores lo
abandonan para incorporarse al programa rival donde los &éxitos son
mids ficiles?, ino cs acaso posible que un programa estancado y apa

rentemente derrotado pueda recuperarse y entrar nucvamente, después
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"de algln tiempo y con una heuristica mejor articulada, en un es-
tado progresivo?; y para que dicho programa vuelva a entrar a un
estado progresivo ;no es absolutamente nccesario que existan al-
gunos investigadores dedicados a desarrollar su heuristica?, en-
tonces jhasta que punto resulta irrac&onal para un investigador
continuar esforzdndose en desarrollar la heuristica de un progra
ma estancado?.

Por otra parte, existen también problemas relacionados
con la seleccidn del ndcleo irrefutable. Por ejemplo, podriamos
‘preguntarnos {cémo es posible saber si el estado regfesivo de un
programa, no se debe a su heuristica sino méé bien atfallas en
los modelos considerados dentro del nﬁcleo irrefutable?, ¢bajo
que con&iciones le es permitido al investigador reconsiderar la
seleccién del ndcleo irrefutable de un programa estancado sin
abandonar los esfuerzosiﬁor seguir articulando su heuristica? o
(hasta que punto es realmente posible comparar dos programas que
tengan en comfin un cierto tipo de problemas, pero-que se encuen-
tren construidos sobre niicleos irrefutables diferentes?.

Para contestar estas preguntas vemos que seria indispen
sable precisar, con mayor nitidez y sobre todo con objetividad,
las condiciones bajo las cuales se va a considerar.quc un progra-
ma ha sido derrotado en forma definitiva. Obviamente, el abandono
por parte de muchos de sus seguidores ¢ 1la apariﬁién de dificulta-
des aparentemente insupcrables, no son fazones suficientes para
inferir que el programa jamis podri rccupérarsc; podria ser que
se encontrara simplemente en un periodo de hibernacién o que re-

quiriera de modificaciones cn la estructura o constitucién de su
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nticleo irrefutable.

Con el fin de ilustrar la complejidad dé esta problemi
tica, tomemos como ejemplo el caso del programa de Lorentz sobre
la Teorfia dc'Electroncs; mencionado anteriormente y que de acuer-

‘do a Zaharzs)

entra en estado regresivo a partir de 1905.

La heuristica de dicho programa supone la ecxistencia
de un medio transmisor (denominado éter) de las acciones de todos
los sistemas fisicos. Supuestamente, dicho programa fue derrota-
do por el programa rival de la nueva Teoria de Relatividad de
Einstein. E1 programa einsteniano negaba’ por cbmplétd'la-eifsteg
cia del Eter e introducia una estructura nueva al espacio y al
tiempo que entraba en franca contradiccién con los conceptos éié
sicos, tal y como eran considerados por Lorentz dentro del. ndcleo
irrefutable de su programa.

Ambos programas tenfan en comdn problemas relacionados
con la electrodindmica de cuerpos en movimiento, pero partian de
nficleos irrefutables distintos. Mientras que Einstein considera-
ba dentro del ndcleo irrefutable de su'programa:

(i) las ecuaciones de Maxwell,

(ii) la propagacién de la luz en el vacio sin&

necesidad de un medio transmisor y
(iii) el hecho de que la velocidad de la luz en
el vacio es la misma en todos los sistemas
inerciales,
el programa de Lorentz inclufa, como ya habiamos visto, ademis
de las ccuaciones de Maxwell, la fuerza d¢ Lorentz, los concep-

tos clédsicos de espacio y ticmpo, el atomismo y la meclinica de
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Newton. Por su parte, la heurfistica del programa einsteniano era
que:

la dinfmica dec la materia se encuentra gobernada

po} la estructura geométrica del espacio-tiempo.

La extensién decl programa einsteniano al campo ae la
gravitacién culmina con la llamada Teoria General de la Relativi-
dad, donde la accién de la fuerza de gravedad se interbreta como
cambios en la estructura geométrica del espacio-tiemﬁo causados
‘por la presencia de masa. ' Como ya habfiamos mencionado, sus pfe-
dicciones sobre el corrimiento del perihelio de Mercurio y 1a de-
flex16n gravitatoria de la luz estuvieron en concordancia con las
observac;ones& ‘hechos que, segn Sahar 4), significaron la derro-
ta definitiva del programa de Lorentz.

Esto indica que implicitamente se estd suponiendo que
resultaba imnosible para €l programa Lorentziano, llegar a expli-
car estos mismos hechos experimentales, por lo que lo razbnable
':era éceptar'la derfota, abandoﬁar’el progfama e incofporarse al
'programa triunfador.

Sin embargo Lorent:z pensaba precisamente 1lo contrar1028)
es dec1r, que las pred1CC1ones de la Teoria General de Relat1v1dad
podrian tamblén obtenerse como una extensién apropiada de la Teo-

‘rfa de Electrones. Asi, ya en 1900, cn sus Considecrations sur la

Pesanteurzs), Lorentz discute el papel del éter como el medio por-
tador de las ondas gravitacionales, que fucron otra de las predic
ciohes_impbrtantes de la Teoria General, aln no corroboradas por

el experimento., Discute tambiénzs) esfucrzos infructuosos sobre
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la construccidn de un modelo de atraccién gravitatorio, concedido

como una cspecie de interaccién dipolar de origen electromagnético
transmitida a través del éter, con la idea de aplicarlo, precisa-

mente, al movimicnto anémalo del perihelio de Mercurio.

Esto nos indica claramente que para un programa tan am-
bicioso como la Teoria de Electrones de Loventz, las predicciones
de la Teoria General de Relatividad no iban a ser consideradas co-
mo conflictivas, sino que representaban simpiemente las dificulta-
des propias que se le presentan a cualquier programa cuando éste
trata de extender su campo de accién a otras ramas de la fisica.

Por otra parte, el incorporarse al programa rival no
indica, necesariamente, que se ha.aceptado la derrota final." E1

mismo Lorentz realiza contribucionés'importanteszg)

a la Teoria
General de la Relatividad sin que ello haya significado el abando-
no de sus convicciones soBre la existencia del éter y los concep-
tos cldsicos del espacio y el tiempo. Muy por el contrario, Lorentz
llega a sugerirso), que tal vez resultd mds afortunado para el de-
sarrollo de la fisica, que Einstein haya abandonado, temporalmente,
el concepto de éter, para poder as{i desarroliar con mucho mayor
libertad el complejo formalismo de la Teorfa General sin tener que
arrastrar el lastre metafisico de los conceptos clésicos.

Resulta interesante también, hacer notar, que las embes-
tidas mds fuertes al programa no vinieron, tal vez, del programa
einsteniano; sino mds bien de la multitud de inconsistencias que
surgieron al tratar de construir una tcorfa atémica de la materia.

Hay que rccordar también, que dichas inconsistencias se comenza-

ron a rcsolver cuando se admitié que la mecfinica newtoniana cra
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incapaz de describir la dindmica de las particulas atémicas y se
inici6 la construccién de una nueva mecdnica: la mecdnica cudnti
ca.

Sin embargo, como el atomismo y la mecdnica newtoniana
se encontraban dentro del nicleo irrefutable del programa lorent-
ziano, éste sufrié también los embates del programa cuidntico, que

no atacaban dircctamente su heuristica, sino mds bien partes nuy

sensibles de su nlGcleo irrefutable. Y no hay que olvidar, que

cuando el programa einsteniano traté de extender su campo de ac-

cidén a la dindmica de las particulas atémicas, tropezd también

con dificultades tan graves, que hasta la fecha no ha sido posi-

ble resolverlas satisfactoriamente.

Ante este panorama, ¢(podemos decir, con absoluta certe-
za, qué la idea de un éter ha sido derrotada en forma definitiva
como resultado de los hechos experimentales?. A este Trespecto
resulta interesante citar las palabras>de Sir Edmund Whittaker que
apatecen en el prefacio a su monumental obra sobre la historia de
las teorias del éter y la electricidadsl):

"Se podrian decir algunas palabras sobre el Titulo

Eter y Electriciad. Como todos sabemos el éter jpg6

un papel muy importante en la fisica del siglo-die-
cinueve; peré en la primera década del siglo veinte, .
debido fundamentalmentc a los intentos fallidos de
medir el movimiento rclative de la tierra con respec
to al éter y la aceptacién del principio de quc todos
esos intentos siemprc fallarian, la palabra ‘'éter’
cayé dc gracia y sc hizo costumbrc referirse a los es

pacios interplanctarios como 'vacios'; concibicndo al
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vacio como mera vacuidad, sin ninguna otra propie-

dad que la de propagar ondas electromagnéticas. Sin

embargo, con el desarrollo de la electrodindmica

cudntica, el vacio ha llegado a ser considerado el
asicnto de las oscilaciones del 'punto cero' del

campo electromagnético, de las fluctuaciones del

'punto cero' de la carga y corriente eléctricas y

de una 'polarizacién* correspondiente a una constan

te dieléctrica distinta de la unidad. Parece absur

do seguir llamando 'vacio' a una entidad tan rica

en propiedades fisicas y la histérica palabra "éter"

podria, con toda propiedad, ser retenida."

Ademds, resulta también pert&nente afiadir que con esta
nueva concepcién del éter, se realizan hoy en dia inténtossz) pa-
ra fundamentar los principios mismos de la mecdnica cuintica, en
base al acoplamiento electromagnético entre las particulas carga-
das y el éter.

En conclusidn, creemos haber ilustrado con estos ejem-
plos, primero, los graves problemas que se desprenden de la auscn
cia total de una metodologia para la seleccibn y estructuracién
de un nlcleo irrefutable y, segundo, el tipo de dificultades meto-
doldgicas que se presentan cuando se quiere decidir sobre 1la de-
rrota final de un cierto programa dc investigacién, y en especial
la existencia de los llamados experimentos cruciales.

Esto nos deja la impresibn que va a resultar cxtremada-
mente diffcil, sino imposible, el disefiar una metodologia capaz

de comparar tcoria y experimento sin caer, de una u otra manecra,
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en dcéisiones metodolégicas de cardcter arbitrario.

Sin embargo, somos también conscientes de que las cien-
cias experimentales son una actividad que se ha venido desarro-
llando en forma sistemdtica desde hace varios siglos y que ha te-
nido muy fuerte impacto sobre la tecnologfa y, en géneral, sobre
la cultura del mundo occidental, imprimiéndolc, ademids, un cierto
sentido de progreso. Resulta dificil, pof tanto, pensar que dicho
impacto haya sido el resultado de una actividad cabtica carente
por compléfo de bases metodolbgicas firmes.

Ante esta disyuntiva, mostramos en la sigﬁiente seccidn
que ésrindispensable tener que ampliar nuestro concepto de cien-
cia y considerarla ya no como una_actividad intelectual encamina-
da a la blsqueda de un conocimiento objetivo del muhdo, sino como
una aciividad social, practicada por un determinado sector de 1la
sociedad comprometido a resolver un cierto tipo de problemas. De
esta manera, podriamos basarnos en un andlisis de la pridxis de 1a
actividad cientifica a través de la historia, para poder llegar a
descubrir cuidles han sido realmenté 165 fundamentos metodolégicos
que han guiado a 1los fisicﬁs a establecer y a aceptar 1os>diversos
modelos que han existido sobre la estructura y comportamiento de

la naturaleza.
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5. La Actividad Cientifica

En esta secccibn exploraremos la posibilidad de en-
contrar los criterios metodoidgicos que se utilizan para acep
tar, rechazar o abandonar un cierto programa de investigacién
en base a un andlisis de la actividad cientifica.

En primer té&rmino, es necesario reconocer que 1a ac
tividad cientifica no es una actividad aislada sino una acti
vidad social realizada por un determinado sector, al que 1lla-
maremos: la comunidad cientifica. Es un hecho, ademds, que ha
sido la propia comunidad cientifica la que ha determinado, en
la préctica, la aceptacidén o el rechazo de una teoria o de un
programa de investigacibn.

Con esto queremos decir, que es precisamente el gra-
do de intensidad de 1la actividad cientifica en el desarrollo y
la aplicacién de una determinada teoria o en la extensidén de
un cierto programa de investigacidn, lo que define el grado de
aceptacién o de rechazo que la comunidad cientffica les otorga.

No podemos’negﬁr, por ejemplo, que en este sentido,
el programa de investigacién de Einstein sobre la estructura
del espacio-tiempo, fue ampliamente aceptado, mientras que el
programa de Lorentz sobre la existencia de un éter, fue practi
camente abandonado. Sin embargo, como vimos en la seccién an-
terior, no podemos decir quc esta decisién de la comunidad cien

tifica fuc una decisién incontrovertible, determinada exclusiva
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mente.porvla evidencia de los 1llamados "hechos expcrimentales';
ya que no resulta impensable, que con una mayor actividad cien-
tifica en el programa lorentziano, éste pudiera llegar también
a explicar esos mismos hechos.

Por lo tanto, si la decisién de aceptacién o abandono
de su programa no puede estar basada solamente en lo que ha da-
do por llamarse la "evidencia experimental", esto nos conduce a
preguntarnos si la comunidad cientffica utiliza criterios meto-
dol6gicos bien definidos para tomar dicha decisibn, o si por el
contrario, el desarrollo de la actividad cientifica es un proce
sé'anérquico, carente de tales criterios.

Trétaremos ahora de dar respuesta a estas preguntas
incorporando conceptos provenientes de la historia de 1la cien-
cia,

A primera vista, es posible reconocer que en la histo
ria de la fisica, al igual que en la historia politica, han e-
xistido épocas de tranquilidad y-etépas revolucionariasss). En
las épocas de tranquilidad, la mayor parte de 1la actividad de
la comunidad cientifica se encuentra concentrada en el desarro-
1lo de un determinado conjunto de programas de investigaéién no-
competitivos centre si. Es entonces, cuando los objetivos de la
actividad cicntifica ccnsisten en el fortalccimicnto y amplia-
cién dc dichos programas de investigacién, con el fin de lograr
la mcjor articulacién posible entrc programas distintos, para’
pbdcr ir conformando asi, una estructura teérica coherente capaz

de explicar cl comportamicento de la naturalcza como un todo.
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A esta estructura de programas de investigacién, con-
siderados por la gran mayoria de.la Comunidad Cicntifica como‘
un conjunto de conocimientos no-cuestionables y articulados a
lo largo dc directrices aceptadas también porrlos micmbros de

esta misma comunidad, es a lo que llamaremos, preservando cl es
33)

piritu con que Kuhn introdujo el término, paradigma.

Es importante hacer notar, que un paradigma no es una
estructura estftica, sino que muy por el contrario, es una es-
tructura dindmica que puede comenzar a construirse a través de
un programa de investigacidn empujado por un pequefio sector de
la Comunidad Cientifica, el cual logra extenderlo a 6tra dreas
del conoéimiento e incorpora, al'mismo'tiempo, a otros sectores
de la comunidad a participar de dicha actividad. Ahora bien,
sélo cuando la mayor parte de la-comunidad, activa en esas 4reas
de la ciencia, ya han aceptado sin mas cuestionamienté, el desa
rrollar el mismo conjunto de programas y el seguir las mismas
directrices de evolucidn, se dice entonces que se ha establecido
un paradigma.

Por lo tanto, la amplitud y solidez de un paradigma
depende de su grado de desarrollo. De esta manera podemés ha-
blar del paradigma newtoniano para referirnos, a la aceptacién
de las leyes, que sobre el movimiento de los cuerpos, proponé

34)

Newton en los Principia a todas sus subsccuentes reformula

ciones, como las de Lagrange y Hamiltonss)

, a sus m@ltiples a-
plicaciones a la descripcidn del movimicnto de particulas pun-

tuales, de cuerpos rigidos y de cuerpos deformables, a su arti



131

culacién con diversos programas de investigaci6én en mecdnica ce
leste, elasticidad, hidrodinfimica, 6ptica, electricidad, magne-
tismo, teoria del calor, teoria atémica de la materia, teoria
cinética de los gases, mecdnica estadistica, para constituir a-
sf{ una estructura de conocimientos a la que se le conoce bajo
el nombre de: visib6n mecinica del mundo fisico.

La construccién de este ﬁéradigma consumié la activi
‘dad de 1la comunidad.cientifica por mas de dos siglos y definid
una de las épocas clésicas en la historia.de la fisica: el flo-
recimiento de la fisica newtoniana. '

EBs impqrtante hacér notar, que dentro de la evoiucién
estructural de un paradigma no todos los programas adquieren la
misma relevancia, ya que es fiacil mostrar qué la actividad cien
tifica siempre se encuentra.concentrdda con mayor intensidad en
él desarrollo de algunos programas esﬁecificos.

Es muy claro que durante el siglo XVIII, dentro del
paradigma newtoniano, el desarrollo de los programas de mgcﬁni-
ca celeste, elasticidad; hidrodindmica y 6ptica consumieron la
mayor parte de la actividad cientifica én comparacidn, por ejen
plo, a los programas de electricidad y magnetismo. Y aﬁﬁ menor
fue la actividad dedicada a los programas de teoria atbmica y
mecinica estadistiéa, los cuales adquirieron una gran importén-
cia s6lo hasta finales del siglo XIX.

Otro ejemplo de paradigma, podria ser el paradignma
cufintico, que se reficre a la aceptacidn de las leyes dc‘la me-

36)

cinica ondulatoria que describen el movimiento del mundo mi-
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‘croscdpico, a todas sus diversas reformulaciones matemidticas; .u
su articulacién’ con programas de investigacién en electrodinimi
ca, quimica, fisica atémica y molecular, fisica del estado s61i
do, astrofisica, fisica nuclear, fisica de altas energias, teo-
ria de muchos cuerpos, biologia molecular, etcétera. A esta es
tructura de conocimientos se le conoce bajo €l nombre de: visién
cuintica del mundo microscépico, y ha sido-.construida por la co
munidad cientifica dentro de los Gltimos cincuenta afios. -

Con respecto a-la importancia relativa en el desarro-
11o de los distintos programas del paradigma cufintico, cabe se-
fialar que los programas de fisica nuclear y fisica ael estado
$61ido adquieren una importancia singular después de la Segunda
Guerra Mundial.

Ahora bien, durante las épocas de florecimiento de un
paradigma, la aparicién de discordancias entre teoria y experi-
mento son consideradas 'anomalias'", que obviamente no cuestio-
nan ni los fundamentos, ni la ‘estructura del paradigma. EI ob-
jetivo de la actividad «cientifica se reduce eritonces ‘a méstrar
que las "anomalias' repreésentan discordancias aparentes, ya que
de acuerdo al paradigma siempre serid posible encontrar una ex-.
plicacién causal de los resultados experimentales utilizando,
Ginica y exclusivamente, los elementos conceptuales.y metodoldgi
cos que brinda el propio paradigma. Estos elementos puecden con
sistir en la introduccién de hip6tesis auxiliares de conceptos
nuevos, en la inclusién de factores que no:habfan sido conside-

rados como rclevantes o en una re-interpretacién adecuada de
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los datos experimentales, todo ecsto sin afectar, claro estd, las
bases fundamecntales del paradigma. A la actividad cientifica
que sc desarrolla en estas condiciones es a lo que se ha llama-
do: ciencia norma133), y su propdsito es la solucidn de los ec-
nigmas originados por la aparicidn de "anomalias".

Un ejemplo actual de ciencia normal es la actividad
realizada dentro del programa de investigacién en fisica del es
tado s6lido, el cual forma barte del paradigma cudntico 'y del
paradigma maxwelliano, Dei primero ya hemos hecho referencia
con anterioridad y sobre el segundo, podemos sefialar, que se
fundamenta en el reconocimiento de que la dindmica del llamado
campo electromagnético se encuentra descrita por las ecuaciones

de Maxwe1137).

Con respecto a los principios estructurales que
guian al programa, podriamos citar al atomismo, que concibe a
1os-sélidos como sistemas compuestos por multitud de particulas
microscépicas,

Ahora bien, dado que la ciencia normal se encuentra
enmarcada dentro de la articulacidn de uno o varios paradigmas,
los frutos de la investigacidén cientifica normal servirdn unica
mente para fortalecer y estructurar los fundamentos y principios
en que se encucntran sustentados los paradigmas, pero jamds po-
drin ser capaces dec originar descubrimicntos que signifiquen
cambios radicalcs cn la visidn que se tiene del mundo fisico.

Asi, ¢l descubrimiento experimental de la superconduc

38)

tividad, rcalizado a principios del presente siglo , represen

té una de¢ las ™anomalias" mas espectaculares en el compertamicn
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to eléctrico de materiales conductorcs y uno de los enigmas mas
intrigantes que tuvo que arrastrar el programa de investigacién
en fisica del estado sélido, por mas de cincuenta afios.

A pesar de todo, la casi totalidad de la comunidad
cientifica, dedicada a la solucidn de este enigma, nunca se a-
part6 de los lineamientos del programa de fisica de. sélidos y
siempre mantuvo la confianza de poder resolverlo, sin neccesidad
de poner en duda los fundamentos de los paradigmas que enmarcan
al programa. Finalmente en 1957, aparece en la literatura cien
tifica, una solucién apropiada a este enigma, basada esencial-
mente en el manejo adecuado de un nuevo concepto: el apareamien
to de electrones?g). Por 1o tanto, la formulacién dé una teo-
ria, como la teoria de la superconductividad, es una aétividnd
que cée dentro de lo que hemos llamado, ciencia normal, término
.que hemos utilizado para contraponerlo posteriormente a lo que
llamaremos, ciencia revoucionaria.

Sin embargo, ‘es un hecho, que los grandes avances de
la .fisica no podian haberse realizado dentro del marco’de la
ciencia normal, ya que éstos significaron transformaciones muy
profundas en los fundamentos que sustentaban la visién qﬁc te-
nia la comunidad cientifica sobre algdn aspecto del mundo fisi-
co., En ofras palabras, estos grandes avances, representaron el
derrumbamiento de un paradigma y la articulacién de¢ uno nuevo
que lo recemplazase, actividad que cae fuera del alcance de 1la

ciencia normal.
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Pero esto nos conduce ahora a preguntarnos, ;Cémo es
posible que pueda darse el derrumbamiento de un paradigma, cuan
do la comunidad cientifica ha dedicado la mayor parte de sus es
fuerzos a fortalecerlo y estructurarlo?

Para contestar esta pregunta, proseguircmos ahora el
desarrollo de la analogia que habiamos establecido con la histo
ria politica, para darnos cuenta, quc adn en las épocas de ma-
yor tranquilidad, los sistemas politicos no constituyen una es-
tructura monélitica,-ni el control ideoldgico del Estado llega
a ser un control absoluto. - Siempre existen sectores sociales
descontentos, con demandas cuya satisfaccién requiere de un cam
bio radical en la estructura y composicién del poder politico..
Estos sectores maﬂifiestan'su inconformidad con diversos actos
de rebeldia al orden establecido, 1los cuales, en su etapa ini-
cial, son fuertemente reprimidos y finalmeﬂte sofocados. No es
sino hasta que los sectores disidentes comienzan a mostrar una
organizacidn combativa y una .cohesién ideoldgica capaz de infun
dir confianza a otros grupos sociales, cuando es posible desen-
cadenar una crisis en sectores considerados claves a la estabi-
lidad dcl sistema. Son estas circunstancias, aunadas a una si-
tuacién favorable en el panorama internacional, los indicadores,-
de lo que podriamos llamar, la ctapa revolucionaria.

El objetivo fundamental.de la revolucidn cs la trans-
formacién radical dec. las estructuras de poder y el establecimien

to.de un nuevo orden social.
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De la misma manera, aGn en las épocas dc mayor auge
en el establecimiento de un determinado paradigma, y apcsar de
la intensa actividad dedicada a la ciencia normal, nunca se lo
gra alcanzar un consenso absoluto. Nb sb6lo existe actividad
en programas de investigacidén que impulsan la evolucidn del pa
radigma en direcciones distintas; sino que también, la persis-
tencia continua de resultados experimentales '"anfmalos', de e-
nigmas no resueltos, de hip6tesis auxiliares no justificadas,
de contradicciones internas no explicadas, pueden llegar a pro
vocar una crisis en el desarrollo de alghnos programas de inves
tigacién. Ahoré bien, si la crisis aparece en ﬁrogfamas consi-
derados ﬁor la comunidad, como 165 de mayor relevancia, se 1le
presta entonces una atencidén particular.

El surgimiento de crisis, es capai de generar, en pe-
quefios sectores de ia comunidad, un profund6 sentimiento de in-
satisfaccidén que los puede llevar al extremo de cuestionar los
conceptos y principios que sustentan al propio paradigma.

En sus inicios, estos pequeiios sectores, trabajando
fuera del paradigma establecido, comicﬁzan a construir teorias
que logran interpretar ciertos resultados "andmalos" aislados.
La reaccién de la comunidad cientifica ante este tipo de teo-
rias es, en general, o de rechazo o, simplemente, de olvido.

Baste rccordar el fuerte rechazo inicial a.las hipéte
sis, quc sobre la estructura atémica, enuncia Bohr40) en los co
mienzos de la mecdnica cudntica. Bohr suponc, sin mayor justi-

ficacién y en contra de los principios fundamentales de la meci
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nica newtoniana, que los elcctrones ‘sc pueden mover alrcdedor
del nficleo atémico sélo en un cierto nimero de Orbitas cuantiza
das, y que ademis, durante su movimiento orbital, no son capa-
ces de radiar energia clectromagnética, otra hipbtesis que s¢ O
pone a la teoria de la radiacién del paradigma maxwelliano. Sin
embargo, al suponer que los electrones radian sélo cudndo,pasaﬁ
de una 6rbita a otra, aparece una explicacidén ‘al - misterioso e-
nigma de ias 1ineas espectrales en los espectros de radiacidn 3'
témica.

La simplicidad de esta explicacién, aunada al hecho de
" que el modelo aparece en una época, .en que la comunidad cienti-
fica otdfga singular atencidn a la crisis en que se encontraba
la teoria atdmica, hace que el modelo atémico de Bohr capte el .
interés de algunos sectores de la comunidad.

La etapa revolucionaria, propiamente dicha, .se inicia
s6lo cuando las teorias construidas por los grupos disidentes,
comienzan a ‘inspirar un ciggﬁﬁﬂgrado-de <onfianza a sectores
mas émplios de la gomunidad. .Esto se puede deber, a que.dichas
teorias, ademds de ofrecer una iﬂbrpretaCién»Coherente a un con
junto de resultados considerados "anémalos", brindan uin marco
tedrico promisorio para la superacién de la crisis de algiin pro
grama considerado importante. . : .

Pero la adopcibén de conceptos vy principios'ajenos'al
paradigma -establecido, gencra ‘también un tipo de problema com-
pletamente nuevo y diferente. Por otra partc, muchos’'de los

‘problemas y programas de investigacién articulados cn el para-




138

digma establecido, pueden carecer completamente de sentido cuan
do se analizan en términos de los nuevos principios. En otras
palabras, el programa recvolucionario va generando en su desarro
llo, sus propios problemas, sus propias contradicciones, sus
propias aplicaciones, sus propias "anomalias" y sus propias prio
ridades. El verdadero propdsito de una revolucidn cicentifica
no es el de generar una explicacién alternativa a los problemas
y contradicciones del paradigma establecido, ni la de resolver ‘
todos sus enigmas y ni la de comprender todas sus ""anomalias',
sino el de generar una visién radicalmente diferente del mundo
fisico con su respectiva problematica. -

. Asi, el modelo atémico de Bohr,_ademés-de proponer u-
na posible solueidn al enigma de las lineas espectrales, plan-
tea un problema:-completamente nuevo: la jusfificacién de los
postulados de cuantizacidén. Esto, aunado a las complicaciones
requeridas por el mndeio de Bohr para explicar cuantitativamen-
te, los espectros de dtomos complejos, did lugar al desarrollo

41)

de teorias mas sofisticadas, como la mecénica matricial

: .. 36 .
mecinica ondulatoria ). A su vez, estas teorias generaron sus

y la

propios problemas conceptuales, cuya discusién se concentrd en
el debate sobre origen fisico de las relaciones de incertidum-
bre de Heisenbcrg42) y lo que did por llamarse, el problcma de

4 . . X
3). ‘Estas discusioncs se alargaron

la dualidad onda-corplisculo
por varios afios, s¢ adentraron cn cl terreno, filoséfico y ocupa

ron la actividad de las mentes mas brillantes de 1a época.
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Por otra parte, uno de 1os problcmas mas importantes
en los programas sobre la estructura atomlca, enclavados en el
paradigma newtoniano y en el paradlgma maxwelllano, era el pro
blema de 1la establlldad atémica. De acuerdo a la teoria de la
radiacién, basada en las ecuaciones de Makwell,.cuaIQuiér pA%-
ticula cargada en movimiento orbital, radia energia electromag
nética:' Por lo tanto, si se coﬁsideré al 5tom$ como un peque-
fio sistemé planetario, con el ﬁﬁcleo jugando el papel del sol
y a los electrones, el papel de los planetas, estos dltimos e-
ventualmente perderlan, por rad1ac1on, toda su energ1a de movi
" miento y terminarian en reposo junto al nﬁcleo. ‘Prediccidn
que entra en desacuerdo con la e¥isten¢iavmisma de étomos'estg'
bles. _ | :

Este problema; por‘ejemplb,-carécé cémplefamente de
sent1do dentro del esquema propuesto por el programa cuantlco,
ya que de acuerdo a este programa, ademas de que no es p051b1e'
adJudlcar una trayectorla a los electrones, se supone,'s1n ma-
yor Justlflcac1on, que en su estado base, 1os electrones se com'
portan como una d15tr1buc1on estﬁtlca de carga, 1ncapaz, por
lo tanto, de radlar energia electromagnetlca.. ‘ '

Resulta entonces, que problemas que aparccen como fun
damentales para un c1erto programa de 1nvcst1gac1on, no son Con
51derados ni 51qu1era como problemas cuando se les examina baJo
la 1uz de pr1nc1plos radlcalmcnte d1$t1ntos.' _ \

De la misma mancra, todos los problcmns del progrqmaL

lorentziano acerca.de la estructura del éter, de su dcscr1pc1on
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dindmica alrededor dec cuerpos cn movimiento, de su relevancia en
los fenbmenos gravitatorios y el comportamiento de particulas a-
témicas, carecen de sentido cuando son considecrados desde el pun
to de vista del programa einstcniano é elprograma cuiintico, los
cuales se basan en la suposicidn de que el éter, simplemecnte, no
existe.

Es importante hacér ﬂotar, que el programa revoluciona
rio genera tgmbién, nuevos tipos de aplicaciones que ‘se integran
en nuevos programas de investigacidén, no contemplados siquiera
en el viejo paradigma. Por ejemplo, el programa cudntico genera
una intensa actividad cientifica en programas de fisica molecu-
lar, fisica nuclear y fisica del estado s6lido. La articulacién
de estos programas, bajo las leyes de mecinica cuéntiga, conduce

a la estructuracién del nuevo paradigma.
44)

Queremos sefialar, que aunque se asegure. ‘<que es posi

ble "deducir" las leyes de la mecdnica newtoniana como limite a-
propiado de las leyes de la mecéhica cuintica, esto no implica
que el paradigma cuintico sea una extensidn del paradigma newto-
niano; ya que, como hemos visto, cada paradigma posee su propia
problemitica. Lo que esto significa es, simplemente, que aque-
llos programas del paradigma newtoniano, relacionados con el com
portamicnto de cuerpos macrosc6picos, no se vieron afectados tan
_gravemente por el programa revolucionario, y aunque su incorpora
cién al paradigma cuintico no altere-la formulacién matemitica

de sus problemas, ésta si requiere de todo un proceso de re-in-

terpretacién.
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Con esto querecmos decir, que el paradigma cuiintico y

el paradigma newtoniano, representan dos visiones incompatibles

" del mundo fisico; y que, por consiguiente, la adopcidn de un
nuevo paradigma no representa un proceso acumulativo de conoéi-
mientos.

Hasta ahora hemos descrito Gnicamente como, dentro de
un paradigma, una serie de anomalias o contradicciones internas
puede dar lugar a una crisis, como una crisis, a su vez, puede -

~generar la formulacidén de un programa de investigacidn revolu-
cionario y como, finalmente, este programa se puede convertir
en un nuevo paradigma. Ademds hemos ilustrado este'ﬁroceso, con
ejemplos'tomados de la historié de la fisica.

Lo que no nos hemos preguntado es, ¢Porqué ciertas
"anomalias" son juzgadas como mas importantés que otras, hasta
el punto de provocar situaciones consideradas criticas?, ¢{Por-
qué, en una determinada épdca, la actividad cientifica se encuen
tra concentrada en el desarrollo dé ciertos programas de investi
gacién? y ;Porqué, en otras épocas, la comunidad dirige sus intg
reses al desarrollo de otros programas?

Creemos que la respuesta a estas preguntas es indispcn
sable si queremos pasar de un nivel puramente descriptivo al a-
n&lisis del proceso de formacién y destruccidn del Consensoj es
decir, al andlisis de las razoncs por las cuales la comunidad
cientifica abandona un determinado conjunto de programas y prin-

cipios rectores, para adoptar otro radicalmente distinto.
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Es claro, que uno de los factores importantes en el
proceso de formacidén de un consenso, es el impacto causado por
los primeros éxitos logrados pof‘las nuevas teorias, al expli-
car algunos de los resultados considerados como "anémalos'.

Sin embargo, la magnitud de este impactp depende, en gran par-

te, de la importanciﬁ que la comunidad cjentifica le otorga al

programa que se ha visto entorpecido por la aparicién de dichos
resultados '"andmalos". '

Por ejemplo, en el siglo XVIII no existia modelo algu
no que pﬁdiera explicar, cuantitativamente muchas de las propie

i
dades conocidas del comportamiento de los gases. En este senti
do, podriamos decir que los gases obedecianiun comportamiento
"anémalo". No obstante, en 1738, Daniel Bérnoulli4s} logra ‘de-
ducir la Ley de Boyle, suponiendo que los gases estaban compues
tos por pequefias particuias esféricas que'ghocaban eldsticamente
unas conotras y con las paredes del recipiente. Estas ideas, a
pesar de que fueron retomadas con éxito cien afios mas tarde, no
tuvieron ningdn impacto en una &poca en que la comunidad cienti-
fica consideraba que el desarrollo de otros programas de investi
gacidn era de mayor relevancia.

Esto nos indica claramente, que son los programas con-
siderados importantes, los que tienen mejores posibilidades de
desarrollo y en donde las crisis recibirdn una maydr atencidn y

vigilancia.
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Ahora bien, la importancia que la comunidad cienti-
fica le confiere a los distintos programas de investigacidn,
depende en si, de la combinacitén de muchos factores. Estos
factores pueden frenar el desarrollo de un determinado progra
ma, haciendo que la comunidad pierda interés en él, o, por el
contrario, pueden estimular su progreso, atrayendo la ateﬁcién
de otros sectores de la comunidad.n -

Aunque es dificil scparar cada uno de estbs_factores,
creemos que es posible distinguir algunos de ellos. Primera-
mente mencionaremos el factor ;echolégico,‘ya que muchas veces,
la realizacidén de experimentos considerados significativos para
el desarrollo de un programa, se ve frenada por la éarencia de
una tecnologia adecuada,

Baste mencionar el experimento requerido por las pre-
dicciones opuestas de la teorfia corpuscular y la teotria ondula-
toria, sobre ia magnitud relativa de 1la velocﬁdad de la luz en
.el agua y en el aire, hechas a principios del siglo XVII. Como
es bien sabido, el experimento nb fue realizado sino hasta 1850

47), debido esencialmente a problemas de

por Fizeau46) y Foucault
carficter tecnoldgico.
Por otra parte, los avances te;nolégicos actuales, que
han hecho posible la construccién de los grandes radiotelescopios,
asi como cl lanzamiento de satélites artificiales y laboratorios

espaciales, han dado un nucvo impulso al desarrollo de diversos
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programas de investigacién en astronomia.

Otro factor que influye en la importancia dada por
la comunidad a los diversos programas de investigacidn es la
aplicacidén de la cicncia. Después de todo, el objetivo que
busca la comunidad cientifica al construir una estructura de
conocimientos que le ayuda a comprender el mundo fisico, no
es s6lo la de satisfacer una curiosidad, sino que dicha estruc
tura le es G4til para resolver una amplia gama de problemas,

Muchos de esos problemas son generados por la apari-
cidén de contradicciones internas o de resultados "andémalos" y
muchos otros provienen de las necesidades de la estructura so-
cial donde la comunidad cientifica se_encuent{a inmersa.

Por ejemplu, podriamos decir que el problema'sobre-la
naturaleza ondulatoria o corpuscular de la luz, aparece en el
Siglo XVII, debido a las contradicciones internas de ambos mode
los al tratar de explicar el conjunto de fendémenos 6pticos cono
cidos hasta entonces. En cambio, en este mismo siglo, los pro;
blemas sobre el comportamiento de la luz a través de lentes, ad
quiere una importancia particular, debido a sus aplicaciones en
la construccidén de instrumental 6ptico. ‘

Sin embargo, cuando las relaciones entre la comunidad
cientifica y los sectores encargados de 1la aplicacidén de la cien
cia,se realizan cn el seno de sistemas sociales con un alto gra-

do de organizacidn, resultard entonces muy dificil descubrir las
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verdaderas causas que dieron origen a un determinado problema.
Por ejemplo, el problema dc la naturaleza culntica

de la luz, que se manifiesta al tratar de'explicar el espectro

de radiacién del cuerpo ncgro, no se puede desligar de la im-

portancia que tenfa el estudio sobre los espectros de radiaciédn,

48)

para la industria quimica europea del siglo XIX

Creemos también importante .considerar el factor cultu-

- ral, en el cual incluimos todas las influencias que puedan ejer-

cer sobre la comunidad cientifica, las diversas corrientes filo-
s6ficas, religiosas o politicas, para la seleccibén y elaboracidn
de un‘progréma de investigaciédn.

Por ejemplo, se suele justificar la inclinacién de 1la
comunidad en favor de alguna teoria, utilizando argumentos de sim
plicidad, de generalidad o de bellezat9),

- Es también posible incluir, lo que podria llamarse, el
factor psicoldgico, si creemos que la comunidad se ha enfrentado,
en el curso de su actividad cientifica, a diversos obstédculos de
caricter epistemoldgico que han impedido el progreso de ciertos
programas de investigacién. Por ejemplo, se ha llegado a.pensars
que estos obstidculos estdn presentes en el proceso mismo de cono-

cimiento y que sdlo la biisqueda de la abstraccidn hace posible

que el espiritu cientifico los logre superar.

El problema reside ahora en analizar cuidadosamente cual

0)
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es la influcncia que cada uno de estos factores ha ejercido
sobre la comunidad cientifica, para que ésta intensifique su
actividad cn el desarrollo de determinados programas de inves
tigacidn. E1 objeto de este andlisis seria el dec determinar
el proceso mediante cl cual, la compleja combinacién de todos
estos factores hacen posibie la instauracidén de un consenso
conceptual y metodolégico en el seno de la comunidad cientifji
ca,

Es evidente que todos estos factores son generados,
de una u otra manera, ppf‘el sistema social donde la comunidad
cientifica se encuentra inmersa, Creemos, por lo tanto, que
cualquier anélisis que no considere a la comunidad cientifica.
como un grupo social estructurédo dentfo de un sistema social .
mas amplio, puede caer fd4cilmente en el peligro de no poder en-
contrar racionalidad alguna en el comportamiento de la comunidad
cientifica en el ejercicio de su actividad51).

Por otra parte, tenemos que ser conscientes, que no
va a ser posible efectuar el anilisis de las relaciones de 1la
comunidad. cientifica con la estructura social que la contiene,
sin echar mano de una teoria social. Es muy claro, que ﬁara po
der analizar las relacioncs estructurales entre diversos grupos
sociales, se requiere de¢ una teoria sobfc la estructura de los
sistemas sociales, quc brinde un marco conceptual y metodoldgi-

€0 que sustente la elaboracién de dicho andlisis.,
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Esto nos conducc ahora a la necesidad de seleccionar
algﬁna-teoria sobre la estructura de los sistemas sociales pa-
ra poder llcvar a cabo nuecstro anilisis; pero esto nos enfrenta,
a su vez, al problema metodélbgico de encontrar los criterios
que nos indiquen qué teoria social es.la mas adecuada y el tipo
de validez que tendria entonces un anilisis-asi realizado.

Creemos importante sefialar, que el no ser coﬁscientes
de este problema, puede dar origen al peligro de conceder un gra
do de validez demasiado amplio, a andlisis fundamentados sobre
alguna teoria social, seleccionada en base a una decisién no jus
tificada desde un punto de vista estrictamente metodolégico. Lo
mismo puede decirse de los andlisis sobre la evolucidn psiquica
de la mentalidad cientifica, hechos a la luz de alguna teoria
psicoanalitica.

Como vemos, nos encontramos ahora ante un problema me-
todoldgico mucho mas complicédo que el prbblema que dié inicio
al presente trabajo. Con esto queremos decir, que hemos comenza
do analizando los problemas metodolégicos de la fisica, cuyo ob-
jeto de estudio es el mundo inanimado, hemgs concluido, que para
resolver dichos problemas, necesitamos analizar ahora los proble-
mas metodolégicos de la ciencias sociales, cuyo objeto de estudio
‘es la socicdad en su conjunto.

Esto nos indica claramente, que la separacidén que usual

mente se hace de la metodologia de las ciencias experimentales en
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contraposicién a la mctodologia de las ciencias sociales, es
una separacidn artificiosa; ya que los problemas metodolégi-

cos de ambas, forman parte de una misma problemitica.
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6. Conclusiones

En el presente trabajo hemos analizado los pfoblemas
estrictamente metodoldgicos del método experimental, tomando
como cjemplo su aplicacib6n en la fiIsica.

Comunmente se crce que la objeti#idad del conocimien-
to-en la fisica, recae sobre la posibilidad de confrontar teo-
ria con experimentd; lo cual hace, que sea la naturaleza misma,

a tfavés del exﬁerimento, la que decida sobre la validez o fal-
sedad de las teorias.

Sih embargo, hemos mostrado que la confrontacién teo-
ria-expeyimento no es suficiente para refutar una téoria, ya
que para esto, es absolutamente indispensable aceptar un conjun-
to de conocimientos como no pfobleméticos. No obstante, dado que
esta acéptacién siempre se realiza, de una u.qtra manera, injusti
ficadamente, esto nos condﬁjo a concluir que es estrictamente im-
posible decidir si una teorfa ha sido finalmente refutada por el
experimento. La conclusién fue esencialmente la misma afin amplian
do el concepto de teoria al concepto dinfimico de programa de inves
tigacién. '

Con esto mostramos que no existe ninguna posibilidad de
“rechazar un programa de invesfigacién si nos basamos exclusivamen

te en la confrontacién teoria-experimento. Fue, por tanto, nece-

sario recurrir al andlisis histérico para examinar los criterios
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que, de hecho, ha utilizado la comunidad cientifica para deci-
dir sobre el rcchazo o aceptacidén de un determinado programa
de investigacidn. Nuestra conclusién fue, que dichos criterios
son esencialmente los de consenso; por lo quc nos avocamos a
examinar los factores que determinan la formacidén y la destruc-
cién de dicho consenso.

Finalmente sefialamos, que no es posible analizar 1la
influencia de factores generados por la estructura social donde
la comunidad cientifica se encuentra inmersa, sin tener, a su
vez, una teoria sobre dicha estructura social. Pero la seleccidn
de dicha teoria representa, nuevamente, un problema metodoiégicor
en si. |

Por lo tanto, creemos haber mostrado, en que sentido,
los problemas metodoldgicos de las ciencias experimentales forman
parte del problema metodolégico’ée las ciencias sociales y las
ciencias del hombre. -Creemos también haber apuntado los peligros

a que conduce el no reconocer la magnitud de este problema.
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EL TEOREMA DE DESARGUES
Guadalupe Lucio

Uno de los teoremas fundamentales de geometrla proyectiva es el famoso teorema
sobre tridngulos de Desargues: ,

Si en un plano, dos tridngulos ABC y A’B'C’ son tales que las rectas que unen
AA’, BB' y CC’ son concurrentes en un punto 0, los lados correspondientes se}co‘r>t'an

en tres puntos colineales.

A pesar de la sencillez de la figura, constituida solo por rectas, la demostracin no
es trivial; mds a(in, si.se piensa en los teoremas de la geometria euéiideaha, se véré que
este teorema no se parece a la mayoria de ellos y que la demostracion del te‘orétﬁa en
térmihqs de Euclides, aunqué'es posible, seria algo latosa.
Nos remitiremos, entonces, a tratar de averiguar c6mo es que Dés'argues-se interesa
poreste resultado. ' ' o
Podemos decir que el estudio de la perspectiva, o sea el arte de representar el
espacio sobre una superficie plana, fue &l motor del trabajo de Desargues '
Este estudio estd profundamente hgado con el desarrollo de la pmtura durante el _
Renacimiento. Los artistas renacentlstas que trataban de pmtar de manera reallsta

tuvieron que resolver el siguiente problema técnico: cComo se puede hacer un dibujo
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bidimensional de un objeto tridimensional de tal manera que el dibujo se vea como el
objeto?

Durante la Edad Media se pasd por alto este problema, como podemos ver en las
figuras pertenecientes a esta-época. Estas figuras estan aplanadas sobre la tela, o asi
nos lo parecen. )

Los pintores renacentistas lucharon por mas de cien afios para encontrar un
esquema que les permitiera representar un mundo_ tridimensional en una tela bidi-
mensional,

Ya que la imagen de un objeto depende de la posicién del observador, una de las
primeras suposiciones que se hicieron para resolver el probiema fue la de considerar al
observador en un punto fijo. Para simplificar mas e! problema se suponia también que
se usaba solamente un ojo. Después, e! pintor se imaginaba que de cada punto del
objeto partia un rayo de luz hacia el ojo. A esta coleccion de rayos de luz, o de rectas

concurrentes, les llamaban proyeccién.

0BJETO

Si se supone, como lo hicieron los pintores del siglo X1V, que se interpone una
ventana transparente entre el objeto y el ojo, ésta intersecta a la proyeccidn en una
coleccién de puntos a los que llamaban seccion, La seccion obtenida sobre la ventana
transparente es una representacion bidimensional de un objeto tridimensional. Asi, el
problema del pintor se reduce al problema geométrico de determinar los puntos de la
seccion obtenida sobre la ventana.

Hay que observar que la seccién obtenida depende no sélo de donde se coloque el
observador, sino de la posicion de la ventana. Asi se pueden obtener diferentes sec-

ciones de la proyeccion de un objeto, dependiendo de donde se coloque ésta.
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™\

\§\°

Examinemos ahora la perspectiva desde un punto de vista geométrico.

N/~ N

Supongamos que el punto V representa el ojo del artista, el plano « es el plano
fue deseamos representar y el plano o la tela.

A todo punto P en el plano « lo podemos representar por un punto P’ en el plano
o/, de la siguiente manera: Trazamos la recta VP v a P le asociamos el punto P’ donde
VP corta al plano «'. Al punto P’ le llamamos la proyeccion de P en el plano-o’ desde
Vy al plano «' |a proyeccion de « desde V.

A la recta de interseccion de @ y o le llamamos el eje de proyeccion y vemos que

todos los puntos sobre el eje se proyectan en si mismos.
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Tomemos ahora una recta £ en « que corte al eje de proyecciéon en un punto R, Si
proyectamos todos los puntos de £ en «’, desde V, obtenemos una recta 2 que pasa
por R, ya que, la interseccion del plano que contiene a V y 2 con el plano « es una
recta que contiene a R. Asi, la proyeccion de una recta £ en «, que corta al eje de pro-
yeccion en R, es una recta £ en o' que también pasa por R.

Si tomamos ahora una recta n’ en o' tal que el plano que contiene a V yn'es
paralelo al plano «, las rectas VQ', para Q' en n’, no intersectan al planc a. Esto s,
n’ no es la proyeccion de recta alguna en a. Por esta razén llamaremos a n’ la linea de
fuga de la proyeccién.

Tomemos ahora una recta m en « paralela a £, su imagen es una recta m’ en «'.
Ahors, si £’ corta a n’ en Q', veremos que m’ corta a n’ en el mismo punto.

Tomemos el plano que contiene a V, Q' y S el punto donde m corta al eje de pro-
yeccion, Este plano contiene a m, por ser m paralela a £ y £ paralela a vQ’, por lo
tanto corta a! plano acen la recta m y al plano o' en la recta SQ; esto es, 1a proyeccion
de la recta m es la recta SQ".

Es decir, rectas paralelas en o deben representarse como rectas concurrentes en un
punto de la linea de fuga en q’ y a direcciones distintas en a corresponden puntos
distintos en la linea de fuga

La afirmacién anterior corresponde ai desarrollo de la perspectiva durante un
largo perfodo.

Supongamos ahora que tomamos un punto T en la recta VP, tal que T no esta
ena.

La proyeccion de T en o es el mismo punto P’ considerado antes. La recta Q'P es
una recta en el espacio que se proyecta en Q'R en el plano «’. De hecho, cualquier
recta en el plano definido por P, Q’, R estard representada por la recta Q'R. Esto es,
cuando proyectamos el espacio en un plano, perdemos la correspondencia biunivoca
que teniamos en el plano (excepto por la linea de fuga); ahora, a una recta le puede
" corresponder un punto y a un plano una recta.

Pero podemos seguir afirmando que cualquier recta en el espacio que sea paralela
a la recta VQ' estara representada por una recta que pase por Q’,

Sea n una recta, en el espacio, paralela a VQ'. Tomemos el plano que contiene a

VQ' y a n {esto se puede hacer por ser paralelas), |a interseccién de este plano con
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o' es una recta que contiene a Q’; por lo tanto, si unimos V con los puntos de n
obtenemos en o una recta que pasa por Q'. Esto es, existe tan sdlo un purnto sobre la
linea de fuga en el plano &' que corresponde a un haz de paralelas en el -espacio.

Esto es la justificacion del dibujo en perspectiva de un cubo, que ya se hacia en el
siglo XV.

Es esta problemdtica, la del estudio de la perspectiva, la que impulsa el trabajo de
Desargues. Su motivacion fundamental era combinar los teoremas sobre perspectiva
de forma que les fueran de utilidad a los artistas, ingenieros, etc.

Volvamos ahora, a la luz de esta problematica, al teorema que nos preocupa.

~Supongamos ahora, que los tridgngulos ABC y A'B’C' estan en planos distintos «a y
o' y que AA’, BB’ y CC’ son concurrentes en un p'unto 0. Veremos que las intersec-

ciones de lados correspondientes son colineales.
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Este teorema lo podemos interpretar de la siguiente manera: Proyectamos el
triangulo ABC en el plano «, desde 0, en el plano «’. Ya que OAA’, OBB’ y OCC' .son '
colineales, la proyeccién en « es el tridngulo A'B’'C’. Luego, la proyeccion de AB
sobre o’ es A'B’, lade BCes B'C’' yla CAes C'A.

Sea P la interseccion de AB con el eje de proyeccion, por lo tanto A’B’ debe pasar
por P. ASi, la interseccion de AB y A’B’ es un punto sobre el eje de proyeccion. De
manera analoga se puede probar que la interseccion de BC con B’C’ y la CA con C'A’
estdn sobre el eje de proyeccion. De aqui que efectivamente las intersecciones de
lados correspondientes sea colineales.

Si tomamos ahora una fotografia de la configuracion anterior., es decir, si proyec-
tamos adecuadamente sobre otro plano, obtenemos la figura para el teorema de

Desargues en el plano.

Ya que la proyeccidn preserva colinealidad, los puntos P, Q y R deben ser
colineales.

Al punto 0 le llamamos el centro de perspectiva de los tridngulos ABC y A'B'C’ y
a la recta PQR, el eje de perspectiva.

Esta configuracion tiene una admirable simetria. Se puede ver que cualquier
punto de la configuracion es equivalente. Esto es, cualquier punto de la configuracion

puede ser el centro de perspectiva y se pueden renombrar los demas puntos para que
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el teorema siga siendo valido.

Supongamos ahora que tenemos dos tridngulos ABC y A'B'C’ en el plano y que
las intersecciones AB N A’'B’ = P, BC N B'C’ = Q, CANC'A’= R, son colineales.

Veremos que las rectas AA’, BB’ y CC’ son concurrentes. Esto se llama, a veces,
el reciproco del teorema de Desargues y, como veremés, puede probarse a partir del
teorema de Desargues.

" Sea 0 = AA’ N BB'. Consideremos los ‘tridgngulos AA‘R y BB'Q. Las rectas AB,
A'B’ y RQ son concurrenres en P, por lo tanto, por el teorema de Desargues las inter-

secciones de lados correspondientes son colinales:: Estas intersecciones son:
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AA'NBB'=0, A'/RNB'Q=C, RANQAB=C,

por lo tanto 0, C y C' estdn alineados y AA’, BB’ y CC’ son concurrentes.

El teorema de Desargues nos puede ser de gran utilidad para resolver problemas de
construcciodn relacionados con puntos y rectas inaccesibles.

Se dice gue un punto dado es un punto inaccesible si estd determinado por dos
rectas dadas que se intersectan en tal forma qué, en el desarrollo del problema-dado,
el punto de interseccidon no se puede usar para la construccion. Por ejemplo, si un
dibujante tiene sobre la mesa de dibujo las rectas a y b que se cortan fuera de los

limites de la misma.

e

Se dice que una recta es inaccesible si estd determinada por dos puntos dados en

tal forma que no se puede usar para la construcciéon. Por ejemplo, en topografia es

frecuente que no se puedan alinear dos objetos porque lo impide un obstaculo.

Veamos primero, como trazar una recta gue pase por un punto Q y un punto

inaccesible P dado por la interseccion de dos rectas ay b.



163

Tomemos un punto arbitrario O que no esté en las rectas a y b. Tracemos las

rectas £, £,, €5 que pasen por 0 y que corten a a y b. Llamemos:

A=ang, A=bng,
B=aﬂflz B'=b022

Tracemos AQy A'Q. Sea C = AQOQ3, C'=AQN4Q,;. Sea BCﬁBC’-~ R

Cons1derando los tnangulos ABC y A'B'C’, por el teorema de Desargues, P, Q
y R son colineales. Por lo tanto la recta buscada es QR.

Supongamos ahora que queremos construir el punto de interseccion M de dos.
rectas inaccesibles AA' y BB',

Sea P = AB N A’'B’. Sea d una recta arbitraria que pasa por Py sean Q y R dos
puntos (diferentes de P) en d. Sea C= AQ N BR y C' = A'Q N B'R. Se tiene enton-
ces que los triangulos ABC y A'B’C’ son tales que:

ABNA'B'=P, BCNB'C'=R, CANCA'=Q

y que P, Q y R son colineales por construccién. Por el reciproco del teorema de

Desargues se tiene que las rectas AA’, BB’ y CC’ son concurrentes; esto es CC’ pasa
por M.
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Cambiando la posicion de la recta d o bien la posicion de cualquiera de los puntos
Q y R, podemos construir en la misma forma otra pareja de puntos C, y C), tates que
la recta que pasa por ellos, también pase por el punto M. Entonces podemos construir -

el punto M como el punto de interseccion de las rectas CC'y C, C).
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LOS APROXIMANTES DE PADE
Francisco Gutiérrez Santos
“Resumen

En ciertas'aplicaciones de las mateméticas; apéreéeh‘una 0 mis’
series infinitas. Desde e]'adveﬁimiénto del céiculo, conlla‘apqricfén
de la serie de Taylor, el vé]dr de una serie se ha prestado a cieffés
controversias. Este pequefio oplisculo 1ﬁtroductdrio, tratard de‘i]us—
trar el método de Padévpara aproximar el va]br de uné serie, cuando
. el érgumentb es menor que la unidad, en:pdrticular para el caso de la
funcidén conocida cos X. ' ‘ ' S

Sin embargo, la utilidad del método de Pade y de ciertas genera—
lizaciones que se han hecho recientemente, es e1 de extraer el miximo
de informacidén de una serie cuya representaciéh ana]ftica, es descono-
cida en términos de func1ones conoc1das Uno de los aspectos menos
difundidos en re]ac1on a este metodo, es e] de que perm1te obtener in-
formacién parcial, aln en aquellos casos donde la serie no sea conver-
gente, como es el éaso dé cierta clase de series divergentes de
Stieltjes.

El método aproximahte de Padé a sido Gtil en la obtencidn de in-

formacién cuantitativa respecto de la solucién de miltiples problemas
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que han surgido en la aplicaci6n de este método a la Fisica como a la
Quimica (ver la Bibliografia). La informacién se extrae de la expan-
cidon, en términos de perturbaciones (1o que en general es mids ficil de
obtener que una respuesta exacta) y del conocimiento cualitativo que
se tenga de la solucién.

El aproximante devPadé tiene 1a forma de un cociente de polino-
mios. ET numerador tiene grado m y el denominador grado n, es
decir, el aproximante de Padé se denota asi., [m,n].

E1 método de Padé, 1o establecid originalmente Frobenius, al
ofrecer una representacion aproximada, de una funcidn repréesentada en
términos de una serie de potencias, a partir de fracciones racionales.

Sin embargo, no fue hasta recientemente, con el advenimiento de
las computadoras, que se hizo posible la generalizacidn de la aplica-
cion de este método. Diremos que el método de Padé consiste en poder

aproximar, cualquier serie de potencias;
(1) flx) = § c.x', x€R

que converja o no, en términos de fracciones racionales. Lo que se
da en 1lamar, tabla de Padé de una funcidn, f(x), se construye a par-

tir del cociente

—e

‘ m
Pmn(x) ) agta xt. . ta X

(@) [mn] - Qun(X) )

n
bo+b1x+...+bnx

[-H]
>

o
x
e

o
-

—te ——te
ne-13lnes13

o

—
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donde m y n pueden ser nimeros enteros tan grandes como se quiera,
seglin el grado de aproximacién que se desee.

b;

E1 problema consiste entonces en hallar los coeficientes a;, by

de cada uno de los polinomios P y an. Para evitar dividir entre

mn
cero cuando x = 0, definimos boz 1.

Dado que buscamos una proximacidén a la serie (1) a partir de (2),
es necesario encontrar una re]acién que conecte nuestra informacién,
es decir, la serie que conocemos con los polinomios an(x) Y an(x).'
En otras palabras conectar los coeficientes de (1), las c; con los
coeficientes de Tos polinomios, an y' an . las a; ¥y bi . ﬁéra
relacionar caqa a; vy bi con las ¢y proqedergmos de la siguiente
manera. 4 h

Restemos {2) de (1)

m i
- . )) a,x
h] j=
(3 o Legx -»———-——’On - = g(x)
i=0 1+ b{x1
i=1

Donde g(x) es una serie bien particular cuya forma nos interesa

determinar. Multipliquemos a (3) por

' LN :
(4) ) i+ iél byx" = an(x)

tendremos que
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1 2 nqr 1 2 2
[1+b1x +b2x tooobb X ] fegtogxTH epxT 4L J-ag tagx+ asx +...+amxm]

1

tb, Xl bnxn]g(x)

[1+b1x 9

= -('cd-ao) + (c0b1+ cy- 1)x+ (cob2+ b Citey- az)x2+.. .=
[, % i i
(5) l.l + Zlbix ]LZ b, x ]g(x)

Para tener una mejor idea del método que vamos a seguir para de-
terminar a los coeficinetes a; ¥y b1. de los polinomios Pmn(x) y

an(x). veremos varios cascs concretos.

CASO 1. Sea Pmn(x) = agtax an(x) = 1+b1x es decir, m=1,

n=1. Entonces

IIM8

(1+b1x){ 0clx.] - (a +a x) = (1+b1x)g(x) =

i

2
(1+ blx)(co+ C X+ Cyx +...) - (a0+a1x)

(c0+ b1c0x+ c1x+b1c1x2+ c2x2+. o) - (a0 +a1x)

2 T o
(co-ao) + (b1c0+ cl-al)x + (b1c1+c2)x +(1+b1x) 1_Z3cix .
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Los términos de orden mayor o igual a 3 son los que restany no

quedaron especificados pero son iguales a

) 'c1x1
i=3
es decir,
(6)  (cg-ag) *(bycy+cp=apx+ (byc;+c)x+ (14byx) .Zscixi=
£
= (1+by)g(x)

de donde se sigue, que para que resulte una funcién en potencias de

X, donde la potencia menor sea 3 se deberd cumplir que

Co-3y © 0
(n bicg+cy-2a; =0
blc1 ;2 =0

que son tres ecuaciones con tres incognitas ags 3y Y b1 . Como
vemos (1+b1x)g(x), es una serie cuy“a potencia mds pequefia es 3, ya

que de (6) se obtiene: (1+b,x) Z c x' = 1+b x)g(x) es decir

(8) g(x) =

N~ 8
w -
[2)
i
>
e
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2

CASO 2. Sea.Pmn(x) = ay+ ajx+a,x ; Q (x)= 1+ bl-x aqui m =2

mn
y n=1. De (5) vemos que

) cixi)-(a0+a1x+a2x2) = (1+b1x)g(x)

(1+b )(
"\

Desarrollando el lado izquierdo de la-igualdad
(1+byx) [eg+cyx+ c2x2 +..] -3 - agx- a2x2 =
(c0 - ae) + (c1 -+ blcolx+ kcz -ayt blcl)x2 +
(9)  (cg#byc, )X +(1+bx) 124 cix' = (1+b)g(x)
Para poder determinar los coeficientes de P21(x) y QZI(X), en

términos de las i3 i =0,1,2,3 bastard con establecer las siguien-

tes relaciones:

¢ 3 =0
cl-a1+b1c0 =0
cz-a2+b1c1 =0
c3+b1c2 =0

despejando apropiadamerite tendremos que:
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S A
a; - C
2
(10) < cg- €13
a T e e—t———a——
2 <)
-C
3
by = —>,
1 CZ

\

por 1a relacidn anterior se reduce a

(1+byx) 124 cixi = (1+b,x)g(x)

es décir,_
g(x) =

En general se puede ver que g{x) estd dado por

- (11) - g(x) = _E cixi
' j=mtn+l

y que cada coeficientes a, y b, (b0 = 1} puede determinarse a

i
partir de las relaciones
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m-n+l Cm-n+2 * Cm+l
(12) APmn(x) = Cn cn&ly ¢ Cren

m m m

i i i

L cin’ Ly e o
de tal forma que cuando i-n<0, ¢y =0

Cm-n+1 Cm-n+2 ‘cm+1
(13) A= : ]

m m+1 " Tmn

X" x-1 P |
donde

Cm-n+1 Cpmen+2
(14) A = |

“m “m+1 * Cmin-1
cuando n#1, m#1l. Si m=1y n#0, A= ¢y Si n=1 1y

m# 1 entonces A= Co® Notese que el determinante A es de orden
n-1. -

Apliquemos las relaciones antes mencionadas a Tos casos (1) y (2)
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que tratamos anteriormente.
CASO (1-a). Supongamos que an y Qnm estan dados por
(15) - Pp(x) = agragx, Qp(x) = 1+byx
[+ -]

con la serie,, } cixj, que se quiere aproximar; utilizando (12), (10)
i=0

y (11) tendremos que

(16) ' A= ¢ aqui m=n-=1

es decir,
. i . .
(17) clPu(x) =c¢6 ¥ [cl- cocz]x .

por otro Jado,
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c4Q =
1 [x 1]

entonces
(18) lell(x) = ¢y Cpx

Observando el lado derecho.de las relaciones (15) y (16), nos
damos cuenta que, estdn bien determinadas a partir de la serie (1).
Es el lado 1zquigrdo de esas mismas relaciones 1o que queda por deter-
minar.

Utilizando (13) en (15) y (16) tendremos

- 2
cl(a0+;a1x) = €10yt [cl' cocz]x

cl[li-blx] = €y = CoX

para que se satisfagan es necesario que

de donde ags . Y b1 estdn dados por
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ao'CO = 0

2 o
clal'cl'COCZ =0
cipy1* ¢y = 0

que es el mismo resultado obtenido mids lentamente en (7), ya que a

través de cada conjunto de relaciones obtenemos

3 = o
C%*‘ C0C2
(19) al = —-——C'l———' Cl f 0
[of
2
b, = - ==
1 ¢

CASO (2-a). Nosotros inicialmente (como en el caso 2), considera-

mos que

Pl'nn(x) P21(x) ag +a;x+a,x

Qun(X) = Qyq(x) = 1+byx
Aplicando a (14), dado que n=1 y m= 2 entonces

(20) A='c,
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2 €3
APy = coPyy = 2
. 2
C_ gt ex €yt CXHCox
€2 €3
2 2
CoX ¥ ¢ X Cot CyX+Cyx
= ¢ C,+ (C C,-ChC )x+(c2 c.C )x2
0-2 172 ~0~3 2—"173
es decir,

{21) cz[a0+ ayx+ azxz] = Cplpt (clc2 - c0c3)x+ (cg - c1c3)x2,

por otro lado, aplicando (13), tendremos:

2 %
A021 = = C2"C3X

por 1o tanto

(22) c2(1+b1x) = Cy - CaX.
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A partir de (21) y (22) nosotros podemos determinar las a; y las

b, ;

3 con el resultado siguiente:
a, = C0
“12 " %3
2y c
2
_ C, - C4C
2 173
a =
2 ¢y
y
' -c
3
b. = —=
1 Cy

" comparando los- anteriores resultados con los obtenidos en (10) vemos
que son los mismos.

Apliquemos 1o anteriormente visto a un caso concreto. Supongamos
que

_ o | . )
(23) _ ] cyx! =.cos x con c;=0"si i=1,3,5,...
i=0 : ‘

es decir, tratenos de aproximar con el método de Padé la serie, cos x,

que vamos a escribir como

<

] ETUPE R NS ST
(24) cosx = iZO 53)T (x%)" = 120 tZT @
2

conws= X .



178

Antes de aproximar el valor de cosx, es relevante informar que
si consideramos el caso m = n, es decir, la diagonal de 1a tabla de
Padé, entonces nuestra aproximacién resulta mas eficiente, por razones
que mencionaremos mds adelante.

Calculo de algunos términos diagonales, m = n, de la tabla de

Padé, para el caso del cosx,
CASOl. m=n=1

(25) Piqlw) = ag*aju = ag+apd’

2
(26)7 Qll(w) 14-b1w = 14-b1x

de donde, aplicando (12), (13) y (14) obtenemos

A= c1

APll(x) = clPll(x) = l =

es decir,
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2 2
(cag- i) + [alcl - °1+°0C2]" =0
Cﬁo-Cf0=0

2 -
a,Cy - €]+ Coty = 0

entonces
(27) ) a5 = ¢,
2
€y - CAC
_ 1 "072
(28) a = e
por otro lado,
¢ °—2»|
x2 1

es decir,

(29) b, = =%

para calcular ahora Co» €1 ¥ & con el objeto de determinar 'ao,

a; y b1 basta con escribir los primeros tres términos de Ta serie



180

cos X , utilizando a (23) y (24)

© . 3 i .
(30) ) ciw1 = J (E%). w' con w= x2
i=0 i=0 :
I § LI I 93-+ ) (-1)° 1
0 "1 2 Lo 20 4] Lo (2T
i=3 i=3
de donde
(31) o = 1
= 1.1
(32) CG=-3r="3
_1 1
(33) €25 aT " 727 -

A partir de\1és anteriores relaciones y de (27), (28) y (29)

obtenemos
(35) 3p = 1
o b

En estos momentos podemos escribir a
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como
) 5 2
(37) Pyy(x) = 1= x
12
(38) Qll(x) =143y X
de donde
2
ST Ty

39 .
-_( ) Q0103 15442

A nosotros nos gustaria tener una idea razonable del errof‘quew
aparece en cada aproximacidn de Padé, a 1a funcidn f(x). Por ejemplo,
{qué tan buena es la aproximacién m =n = 1, que se tiene en (39), a
la funcién cos x? |

Escribamos de nuevo (5)

n . @ . m . n .
[1 + 7 b.x1] [ ) c.x’jI - Y ax'= |1+ } b.x‘]g(x) '
j=1 ! j=0 i=0 ! i=0 !

ahi vimos que para determinar los coeficientes de Pmn y an es

decir, las a; vy las bi a partir de las c; se necesitd igualar a
21 N .

cero todos los coeficientes de x' con i' = m+n+1. En el caso de

que nos interesen los elementos diagonales (m=n) de la tabla de Padé,

entonces ' = 2m+ 1,
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Lo anterior se ve mids claramente desarrollando la relacién (5):

mntl oGl e i L =
Y cx + ] [ b.x Joex b= ¥ oax'+ 7 cx' o=
i 21 1 i [ i

i=0 i=0 -i=0 i=mtn+l

mHn+1 E i
i=0

—

es decir,

o [+=)
i _ Jmn+l i
(40) an(x) .E c;x - Pmn(x) = X .Z Y X
i=0 i=0
En general sucede que cuando consideramos la diagonal, (m=n), de
la tabla de Padé, los coeficientes Y decrecen tan rapidamente, que

basta con considerar el término

2n+1

(41) [ne

>0

para obtener una buena aproximacion, del valor absoluto del error, al

que se incurre si uno posee a

) Qon

en‘lugar de
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Lo anterior es particg]armente el caso cuandb nos restringimos a
'va]ores de x tales que ‘x|< 1, ya que entonces an(x) difiere
poco de la unidad ya que 1os—doeficientés bi decresen muy rapida-
mente. Por To anterio}, cuando, |x| <1, entonces tendremos una buena
medida del error incurrido, al utilizar a (42) si calculamos (nica-
mente a Yo

Se puede ver que

¢4 c2 Chel

Cht1 Cpe2 Con+1l
(43) YO = ]

< ¢y , |

Cn' Y51 €2n

Evaluemos a -y, para el caso que acabamos de ver, es decir, cuando

f(x) = cos x . Aplicando la realcién anterior, donde, m = n = 1,

Dado que



de donde

or ©0.00208 = 2.08x 1073

<
n
rojw

serd la medida aproximada del error incurrido.
. E1 lector interesado encontrard ilustrativo calcular el siguiente

término diagonal de la tabla de Padé, m=n . 2, para el caso
f(x) = cos x

en donde se obtiene

PoalX)  15120- 6900x% + 313x}

Qo) 15120+ 660x% - 13x%

Ix| <1

y la medida de la aproximacién en este caso es igual a
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N T -7
Yol = |- 47 tor |~ 3871710
1o cual nos da una muy buena aproximacin al valor de cosx, como

podemos verificar inmediatamente.

Sea x = m/4<1, efectuando los cdlculos correspondientes obte-

nemos
: . Porcentaje
. Descripcibn Funcidn Resultado | de error
Valor
Exacto cos m/4 0.707106
m™2 ™ 4
PolT/4) 15120-6900 (7) +313(z) .
Qo (/8 - p] 0.707107 | 1.41x10
22 151204660 () © + 13(3)
Los primeros | _ 0 4 6 8
5 términos | 1- 744 ¢ {n/d) -Q%La&%ﬁ‘—)— 0.707229 | 1.74x1072
de 1a serie

TABLA 1

En la anterior tabla se encuentaran los resultados al calcular el
valor exacto y aproximado de cosX hasta 6 cifras decimales. Dado
que el cdlculo de P22 y 022 involucra la utilizacidn de, cinco
(m+n+1l=2+2+1), términos de la serie, el cdlculo aproximado de
cos x, sblo contiene los primeros cinco términos de la serie. Notese
- que, ademas de la ventaJa del método de Padé en relacidn al caiculo

aproximado de cos X, tomando los primeros cinco términos, de la serie
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no sélo estd en ahorrarnos algunos calculos, en la obtencidn de 1la
aproximacion, sino lo que és alin mds importante, en due es un método
de aproximacidén que resulta ser mas exacto para el caso que tratamos.
En realidad la utilidad practica dei método de Padé radica en los
casos donde es desconocida la funcidn a la que es igual una serie y
donde s6lo se conoce informacidn parcial de 1a misma. Para los lec-

tores interesados véase la bibliografia.
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INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA -

Férnando Hitt *

La investigacién en educacién la podemos dividir, en prime

ra instancia, en dos grandes bloques: Pedagogfa* y Did&ctica*,

En la antigliedad no habfa diferencia entre ellos. Por
ejemplo, en el -siglo XVII, Comenius escribié su obra maestra
"La Grande Didactique", y su contenido general trata sobre con
sejos pedagbgicos, sin embargo, la pedagogfia se fue desarro-
llando haciéndose cédaLVez més exacta y provocando investiga-
ciones cientfficas que culminaron en una ciencia bien estructu

rada,

_ Sin tratar de ahondar en este tema, que es conoecido y del
'que existe una gran cantldad de blbllografia, s6lo expondré
‘los pr1n01pa1es ObjethOS de la 1nvestlgac16n pedagéglca [ll]

- Existen cinco objetivos generales, cuya obtencién no es proble
ma exclu51vo de los pedagogos._ La colaboracién de 1os _especia

) llstas de otras c1enc1as humanas y matemdticas es absolutamen-
te necesarla para tal fin. Asi, la comunicacién entre médicos,
blélogos, slcélogos,_§oc1élogos,zantropélogos,_economistas,
historiadores, filésofos; mateméficos, etc., es preponderante.

Los objetivos generales son los siguientes:

* Seccibén de Matemdtica Educativa del Centro de Investigacién y
Estudios Avanzados del IPN.

*Aal- final del escrito, antes de la bibliograffa, se encuentran
las definiciones da todos los términos que estén seflalados con
el asterisco.
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I. Conocer al alumno, como nifio (o adulto) y como aprendiz.
II. Conocer a los educadores, lé ensefianza y el aprendizaje.
ITII. Conocer las materias a ensefar.
IV. Conocer el sistema educativo.

V. Conocer las soluciones aportadas por otros cientificos,

Partiendo de una clasificacién de las ciencias humanas,

se distinguen cuatro grupos en la investigacién pédagégicar
.1, La investiéacién'nomotética*
2. La investigacién. histérica
3. La investigacién normativa

4. La investigacién filos&fica.

cada una de ellas est4 bien defjinida y estructurada, a la
persona que quiera ahondar en el tema se le sugiere L1131y [17],

por ejemplo.

Como se habfa dicho en un principio, la didéctica y la pe
dagogia se confundfan, y se siguen confundiendo, como una mis-
ma ciencia. En realidad, la didédctica trata de llegar al mis-

mo estatus como ciencia que tiene la pedagogia.

Puesto que nuestro interés estd centrado en la ensefianza
de las matemdticas, nos restringiremos a Didéctica de las Mate

miticas.

A continuacién mostraré algunos tépicos (sin pretender

ser exhaustivo) relacionados a la investigacién en did4ctica
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de las matem&ticas:

(Evaluaci6n* y Docimologfa¥*
Obstdculos did&cticos* y

epistemolégicos.
Heurfistica*
Diifizi:a Teorfas del Aprendizaje y
Matem&ticas Taanomias (clasificaciones).

Historia de las ideas
matem&ticas

KDesarrollo Curricular

Nuevos métodos de investigacién

1. EVALUACION Y DOCIMOLOGIA

La evaluacién trata sobre pronésticos, juicios o diagnés-
ticos, determinados por un objeto inicial; el objeto en cues-
tién puede, por ejemplo, ser un sujeto de examen, desencadenan
do de la parte del examinado una reaccién e inmediatamente deg

pués, una respuesta.

Se pueden distinéuir cuatro tipos de evaluaciones:

Formativa (I)
N . Sumativa (II)
Evaluacién
Comparativa (III)

Saobre criterios (IV)

i) Para el tipo (I), la evaluacién es hecha en €l transcurso

de un aprendizaje, con el objeto de influir sobre el



ii)

iii)

iv)
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desarrollo del aprendizaje. Asfi, la evaluacidn formativa

‘tiene como fnico fin el de reconocer dénde y en gqué un a-

lumno tuvo una dificultad e informarle sobre ésta. Tal

evaluacién no se traduce en calificaciéni

Para el tipo (II), la evaluacién se hacé:al final del a-~-
prendizaje, o bien, fuera de él. La evaluacién ‘sumativa
toma de la formativa el cardter de diagn6stico. Para el
educador este cardcter de diagnéstico individual reviste
una gran importancia, pues la evaluacién;se traduce en

una calificacién para el alumno.

Evaluacién comparativa. Esta también tiene cardcter de

" diagnéstico, pero no individual. En este caso, el diag~

néstico nos sirve para la comparacién entre individuos o

grupos de individuos.

Evaluacién sobre criterios. Este tipo de evaluacién pue-
de ser como I, IT o III; lo que la caracteriza es e} he~-
cho de que para la realizacién de un examen sobre crite-
rios se tiene primeramente una fase de elaboracién y una
de criterios, deépués de una examinacién y, finalmente,

una de correccién.
Ejemplo:
Indicar, subrayando la respuesta deseada, si los si-

guientes nimeros son decimales:

a) 0.747474 ... si no
b) 0,.333333.,.. si no
c) 7.21 si no
d) 1/3 k . si no
e}y 5 s{ no

£f) 0.4747 si no
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El criterio que se podrfa tomar es el siguiente: 6 pun-
tos a la respuesta "no, no, sf, no, si, sf"; 3 puntos a
la respuesta "no, no, sf, no, no, sfi"; 0 puntoé en cual-
quier otro caso. El criterio siempre es formulado antes

de conocer las respuestas de los alumnos.

Sobre Docimologfa, s6lo diré que es la ciencia gue estu-
dia los exfmenes. Ella se interesa en el comportamiento del
examinador y del examinado, asi como en los sistemas de cali-

ficacién.

2. OBSTACULOS DIDACTICOS Y EPISTEMOLOGICOS [1].

El ejemplo est& relacionado con los nfimeros decimales,
Sabemos que los chinos tenfian un sistema 'de medida decimal en
el siglo XIII antes de Cristo. Los babilonios tenfan la nume-
racién de posicién, y los pitagéricos el conocimiento de las
fracciones. Aasi, se Euvb que esperar a Al Kashi, nacido en
1427, e independientemente a S, Stevin en 1585, para que los
decimales aparecieran: Claro estd que hubo otras personas an-
tes que ellos que utilizaban fracciones, como Bonfils de Taras
cén, nacido en 1350; Regiomontanus, en i563, etc... Pero es
Stevin quien recibe el mérito por proponer la substitucién de
fracciones decimales a las fracciones racionales de manera que
se pudieran utilizar los cédlculos y reglas ya conocidos de los
nGmeros naturales. .La "vulgarizacién" de los decimales se tor
né entonces en un problema que lo llamaré de tipo diddctico.
Fue necesario esperar dos siglos para gQue se empezard a llevar

a cabo tal vulgarizacifn, Gobain hizo una obra dedicada a los
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camerciantes; y D'Alambert, en 1779, presenté en una enciclope

dia un articulo sobre los decimales en forma matem&tica.

En 1784, el abad Boussut presentd los decimales a la mane
ra "naturalista"; es decir, como enteros con un punto. Asi, se
anuncié una ruptura entre las fracciones decimales y los "deci
males populares". Los esfuerzos de vulgarizacibén fueron faci-
litados por la eleccidén del sistema decimal. Por tanto, la en
sefianza de los decimales se topa con problemas técnicos y so-
cio-econbmicos; asf, un nifio piensa como si todos los némeros
fueran enteros relativos. Por consiguiente, las nociones topo
légicas seré&n perturbadas durante mucho tiempo y, por ejemplo,
el nifio no encontrard un decimal entre 3.25 y 3.26, a cierta

edad, y/o multiplicard de la siguiente forma dos decimales:

Con todo esto, sacamos como conclusidn gque es asi como se
formé un obstdculo didéctico, y el estudio de este fenomeno a-
tafie a la diddctica de las matemdticas. Para finalizar, les
diré que tal obstdculo no ha sido superado y se sigue estu-
diando. (Cabe aclarar que la nocién de obstédculo, en general,

atafie a psicélogos y filbsofos).

3. HEURISTICA* ,

La Heurfstica entra en el dominic de la Did&ctica, y la

pregunta més importante es: ¢Cudndo sabremos si al analizar
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la resolucidén de un problema se siguié una conducta programada

o un proceso heurfistico ?

Con el,siguieﬁte ejemplo, trataremos de clarificar lo an-~
terior; para tal efecto, "usaremos un ejercicio clasificado en=-
tre los automatlsmos* (éste,. fue resuelto por un alumno de pri

mero de preparatorla)

El problema trata ‘'sobre la resolucién de una desxgualdad
Primero se muestra ‘el trabajo realizado por el alumno, e inme-
diatamente después mi interpretacién en el tiempo de realiza-
cién (aungue el alumno no llegd a la solucién: (4, + o[, el

alunno demuestra una habilidad matemética: la sensibilidad a

la contradiceién matemdtica).

Raguds 3, btlstes 4 Lo 42;#44;,

(o.z)[o.yx +/5]-o #x.£0.12

@) lPa,m. %u. vabree Lo X, Lo aéd-?l
Py Aal;b/Ag_? >
| /‘3712 "M/m;'?’l.o -3
’ba' e~ 0. F2% -
" - 032 3 2.8 .
'&' 2 N x}’l." =04
»Q_«édluo B0y AL

ou::o- EO ‘/)1-00[ o
b)lZL&/' %uazﬁ.éL«?weuZszﬁu 4_/&%24L

Z=/0,
F"—Z:z) CO yx1o+15] - o%z/o<on

02 [ 4+15]-g cont
a{+oao—8&an -

(.to-¢ Lo
- b84o1?
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Regdi3. Ltides d £ closigucalelad
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‘030 L 012
Meolz

vv.&.\.a\&h\wb&\&r r\.\tﬂ\ﬂ&; : e ack,
per- X=/0,
ﬁQ.«v ﬁO.Q » |O + _mu. - O03%/0 m.O._N
o2 [ 4+157] ~g g0
0.9 + 0.30—8 £0.42
tlo-g Lon
- 688007



197

NJ....H.w. CZiteo k\hnbtﬂkké :

ooy x+15]~0.0x <0.12

| 5%5?%&8.5&@&&&

pere X=/0,
mq.wv (o cs_o..n_uu - omxﬁho_ﬂ
oz [ 4+15] =g €0\
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4, TEORIAS DEL APRENDIZAJE Y TAXONOMIAS* (clasificacién).

Las diferentes corrientes en teorfas del aprendizaje pro-
ducen diferencias en modelos que tratan de explicar el desarro
llo de la inteligencia por medio de las habilidades intelectua
les, teniendo como producto concepciones de clasificaciones

muy variadas.,

Un modelo de la estructura intelectual dada por J.P.
Guilford, es el siguiente (&l descarté la idea de un esquema

jer&rquico):

Modelo de la estructura intelectual
(Guilford)

" Evaluacién =
Produscidn Converpente
OPERACIONY Produccion Diverente -
. Memaria
. Cognicién

FUnIdzdu
Qascs

PRODUCTO S
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Otra clasificacifén ¢ taxonomia es el modelo propuesto por
Robert M. Gagné, que contempla.cinco categorias, sin llegar a

dar un orden de complejidad y un modelo sobre aprendizaje y me

moria:

Bl msdels bines del aprendiveje .y Io memoria sobre
ot que se fundomrstan las teortar moderves del “procersmicnte de la
iaformeridn® . :

Informacién verbal

[conTro ejecuTivo] [ expecTaTivAs )
¥ ¥ ¥ ¥

7

knroﬂwnﬂn%[wnrOﬂnn;;1
-Omx»
* =00 WEZmwn

O~

Habilidades intelectuales

I

GENERADOR - 1

DE
RESPUESTAS

Estrategias cognoscitivas

MEMORIA
A

Actitudes

LARGO
MEMORIA |5 PLAZO

MAZMNSE> O~=DmYX

A
CORTO

Habilidades motoras
PLAZO

Ve
S N

Para Piaget y seguidores, -la evolucién de.la inteligencia .
consiste en una transformacidén continua de su estructura por

medio de la asimilacién, la acomodacién y la adaptacién.

La préctica de estas teorias en el nivel educative y so-

bre todo para la ensefianza de las matemiticas, ha sido y es un

problema abierto.

Existen otras teorfas que tienen como meta el conocer la
estructura de las habilidades matem&ticas. Por ejemplo, la es
cuela soviética se centr$ en la investigacién de problemas de-
tectores de habilidades matem&ticas, detectando las siguientes

clases: Generalizacién, Abreviacién en el razonamiento, e
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Inversién de un proceso, razonamiento u orden de operaciones.
Para una lectura més precisa de estas teorfas, al final se en-

lista una serie de lecturas.

El enorme impulso que ha tenido la teorfa conductista en
Estados Unidos, tiene su aplicacién en matemdticas bajo la ta-
xonomia NLSMA (1969); ésta es producto del trabajo de B. Bloom

y seguidores. Ella comprende cuatro blogues:

A.0 ' Computacién

B.0 Comprensién

C.0 Aplicacién

D.0 Andlisis

Cada blogue a su vez es dividido. Si bien, "el mercado educa-
tivo" estd saturado de ideas relacionadas con esta teorfa, en
la préctica la ensefianza de tépicos mateméticos se queda en

los primeros niveles, En seguida se da un ejemplo sobre la

ecuacién de 2do. grado, en relacidén con esta taxonomia.
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Clasificacién NLSMA de la ecuacién de 2do. grado,

MIVEL A: Conocimiento de hechos sspec{ficos nemorizados. {Computa-

cién).

Al: Conocimicnto de hechos anpec{ficos.

1.

ntre los sigujentes polinamios, (cu les son de 2do. grado?

verdadero falso

2 + 2%+ 2x* D D

.nluxutx D O

25"+ x 4 2x° = P4 2x + 2 D D
x-1 D D

Nota. Bl Gnico hecho especi{fico que se requiere para resolver

el ejercicio, es el siguiente: "Se llama grado de un polincmio

xeducido, al grado del monomic de més alto grado del polinomio®.

2.

Zntre los polinomios siguientes: "

a) -1 b) x c) 4-4ax® a) x+2x+36

eTodoa son de 2do,. grado.
eNinguno es de 2do. grado.

® Solamente a) < ¢) son de 2do. grado.

Qoo

®0tro caso diferente a los anteriores.

Conocimiento _de terxminologfa.

cinco es rafz de la scuaciém 2x"- 4x-30=0.

s decir: .
eSubstituyendo x=5 en la ecuacién, se obtiens 0«0 D
cmﬂv-mpnsu‘nsno x=35 en la ecuacién, se obtiens xwO D

5 e» solucién de 1a ecuacibn 2x"- ax-30e5 e D

5 es solucién de la ecuacién

2%~ 4x~25=0

Otro caso diiferente a los anterjores. D

A3: Habilidad para efectuar algoritmos.

1.

Las rafces o soluciones de la ecuacibén 7+ x-30=0 soo1
Dxun y ....G\q . . R

Dxlln y x=30/14 - .

Dx =7 y x=30

Dzo v...< -n.:.:n»o:.

Dz»:w::.o de los anteriores.

Las soluciones de la'ecuacién = -x~-12=0 son x*4 Yy

x=~3, entonces la ecuacién la podemos escribir de la for-
Ox+a)ix-3 =0
Ox-oxean=0
DAXI: (x=-3)=0
Ox+arix+3 =0

Don.no camo diferenta a los anteriores.

Si tenemos la ecuacibn (x+1) .url.q\uv =0, el conjunto so—

lucibn es:

o?fnmuD C o
-ntu.:qu
-T.u.q.wu 0O
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NIVEL B: Conocimiento y utilizacién de conceptos memorizadoa. (Com-

Bl: Conocimiento de conceptos.

eNo hay solucidn. D 3. 6e tienen los nGmeros -3/2 y S
¢Es poaible encontrar una ecuacién de segundo grado tal que
~3/2 y 5 sean sus soluciones? mnD zoD

eNinguno de los anteriores: D

(S1 la respueata es si, escribir la ecuacién)

Nn»:-pobv .

B2: Conocimiento de principios, reglas y generalizaciones.

1.

. e Doa soluciones reales o complejas

® Una soluci6n real'y otra compleja

. 1. Sea el polincmio p(x) mdx’+x+2, con 4 un nlmero reals
La ecuacién ax +bx+c=0, ay0, a,Db,c, €R puede tener

. . sel polinomio es da 2do. grado

® Tres soluciones reales :

eel polinomio no es de 2do. grado

eel grado del polinomio depende del valor de 4

0000

e0tro caso diferente de los anteriores.

0000

e Una solucién doble real

B3: Conocimiento de la estructura matemftica.

- zb t ¥b"- dac da 1
Entre las siguientes expresiones, indicar si es o no un po 1. So sabe que x = 20 nos da las dos

linomio de segundo grado: verdero falso soluciones de la ecuacién ax’+bx+c=0, ap0 ws,h,cER.

: 2
02+ 3x+2x*-x si b’-dac=0, entonces:

ox +2x’ ¢ x® D No hay solucién.

e2x’sx=x*+x"-x>+1 [Ose obtiena una solucién dobie.

®5x+3x -1 D Se obtienen dos acluciones diferentes.

exP-1/x+1 Do«ko caso diferents a los anterjores.

o)/x+x=-3 »
2. La misma pregunta Qque l., paro ahora con b -4ac>0.

0dx~ 4 +4-4x

o + Vx +x+6

3. la mizna pregunta que 1., pero ahora con b'-4ac< 0.

0Oo0ooBooo
O0O0oocooobo
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3.

Escribir las scuaciones necesaria para resolver el proble-
ma siguients, y decir el significedo de cada letrs utilizs
da (es necesario llegar & una ecuaci6n ds segundo grado,
peroc no se pide resolverla).

Un electricista paga $144 por un tramo de cable. A la si-
guiente vez, &1 trata de pagar la migna suma de dinero por
la misma cantidad de cable gue la primera. Pero, el depen-
diente le dice que en vista da un aumento de precios nm $1

por metso de cable, 61 tendré dos metros de cable manos.

L{Cufntos metros de cable recibié la primera vesz?

5i en el problema anterior se cambian metros por yardaa,
gel ntumero obtenido en la solucida-aaterior, canbia?

Se tiens el polinamio plx) ®22%-3x-2, &1 se srula para
x®=-1/2 y x=2. (Cufl es entonces su grética?

Q,

de un problems de una for-

at

-4

Otro caso diferente
a los anteriores.
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BS: Habilidad para_seguir un razdhamiento. mMatematizacién del problema

1. Se tiene la ecuacién de segundo grado &x'+bx=0, ay0 ZCull es el valor que puede to-

a,b € R. Entonces: mar Lq . . Ocxcd
.Se puede Aividir entre x y obtener ax+b=0, de donde
b

xe= -2 es la Gnica solucién. ma &rea, zcufl es el freade ca-

Se tienen 4 recténgulos de mie-

No es vo__»uu..a dividir entre x y por tanto no se sabe da uno de ellos en funcién de x? (3x) (4 - x)

nada acexca de las soluciones. Se tienen 2 rectfngulos de mias-

Se puede escribir x(ax+b) =0, y por tanto x=0 y ma mnnr.~ 2cusl es el Srea de ca-

x= .._m son soluciones. . da uno de ellos en funcién de x? {4x) (8 -~ 2x)

Se tienen otrom 4 rectfngulos

B6: Habilidad para leer e interpretar un enunciado.

de misma Srea, ¢cuSl es el frea

Se tiene un terrenc rectangular de 8 por 16 metros, y sequie de cada uno de ellos en funcitn

re hacer una cancha de tenis como lo indica la aiguiente figu- de x? (8) (x)
ra: . 2Cull es el frea total en fun-
i cién de x? ' 4(3x) (4-x)+2(4x) (8-2x) +4 {8} (x}

Esta filtima es por hipStesia i-

" . . gual a B Xx16, es decir 12x(4 ~ x) +8x(8 - 2x) + 32x =120
i Reduciendo 73~ 36x 43220
-_nn._ N .
resolviendo la ecuacién 7x’-26x+32=0, se obtienen las solu
' . ciones, x=4 y x=8/7. Pero, para nuestro problema la Gnics
solucién es xl.m .
5 N
1 - X Il ax
1} L]
Cl: Habilidad para resolver problemas rutinarios.
NOTA: Este problema se puede resolver de manera inmediata . 1. Calcular las soluciones de la scuacién:

al resolver 4x+3Ix+3x+4x = 16..
{Ix+2){4x=1) ¢+ (2x2=1)} {32+ 2) =0

2, ¢Cubl es la gréfica de 1la funeibén p(x) =6+ 4x?



205

C2; Babilidad para hacer comparaciones.

1. Se tienen dos recifngulos: uno m»nu- 4x de base, 2{x+1)

de altura {x es la incégnita), y 48n” de &rea; el otro tie

ne 2x de base, y (x+1) da altura. Bntonces:

2l &rea del recténgulo de bawme 4x es dos v

® més gran-
d~ que el frea del otro.

Zl fres del recténgulo de base 4x sy cuatro ve

grande gque el &rea del otro.

No se puede dar una respuesti, pues hacen falta mfs da-

tos.

Otro caso diferente a los antericares.

€3; Habilidad para interpretar y analizar datos.

1. Un sal6n do clases tiene la forma siguiente:

L =

~ 3x

la superficie de los cuatro muros es de 104 m*. ;Cufl es el

valor de x? ¢Cufl es la superficlie del tacho?

Bota. Los hechos eapec{ficos Qque se requieren vnn-, solucionar

esta problema son:
Bl frea de un rectangulo de largo 1 y altura h as A=1xh

51 las longitudes se oxpresan en metros, ¢l rea se expresa-

r& en metros cuadrados.

Relacién entro la superficie de loa cuatro muros y el frea

de los cuatro rectdngulos:

C4: Habilidad para reconocer patrones, isomorfismos y simetrf

(7){2x) + (7)(2x) + (2x) {3x) + (2x) (3x) = 104
Bcuacién reducida y ordenada 3Ix*+7x-26=0.

Las soluciones de una ecuacidém de 2do. grado son todos los
valores de x qQue verifican: wl+bx+cw0 a,b,¢ nGmeros

reales 'y ay0.

Las soluciones en R de la ecuncién de 2do. grade son:

.-k H.\Uul dac
2a

x

con b'-4aca0

entonces x=2 y x=-26/6 so0 las scusciones de 3x’+7x-26~0,
pearo, .x= |u0\m aunque es solucién de la ecuacién, ella 8o es
solucién del problema.

x=2 es solucién del problema.

La superficie dol techo es de 42n”.

1. Se tiene la funcibp pix) = (x-2)", su gréfics es de la
forma siguiente:

Nosotros podemos definir las funciones:
P, (x) =p(x) -1, a8 decix, p (x) =x"-4x+3 que tieoe como
gréfics
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P, (x) =plx) -2, es decir, p, (x) =x"-4x+3 que tiene como

gr&fica
A A

L

¢la gréfica de la funcién Pxix) ep(x) -k, KEH es la que
se muestra en la figura de abajo?

t
Y

Wllll.

s necesario validar tu respussta:

mnglasis).

Dl: HMabilidad para resolver problemas t.. rutinarios.

1. ¢Se pueds encontrar un entero relativo x tal que

P+Bx+15<07

]
H

D2s m-v:»nin para descubrir relaciones.

i6n de 2do. grado tal gue =2 y 3 eean

1. ar una
qus -ofn*o:a?% un polinamio de 2do. grada tal nw- su grf
i de la forma:

D3y Rabilidad para hacer demostraciones.

1. ABCD; nﬂlmn-no de lados unitarios:
K D
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¢Ls pomible dividir el cusdrado en 5 recténgulos de dife-

rentes dimrnoiones, paro de iqual frea?

Si la respucsta es » ¢cuflea son

dimensiones da los

5 recténgulos?

D4: Habilidad para criticar la validez de un raronamiento.

1.

A L3 D

ABCD: cuadrado de
lados unitarios.

] F c
2Es posible dividir el cuadrido en $ recténgulos de dife-

rentes dimepsiones, pero de igual £rea?

Se pone EBe®Xx C:.W <.M.AXAmv.

Se busca la expresién de las dimensiones en funcién de x.

Se encuentra cada vaz:

1 S5x -1
B~ - FC = 1-mp .~ 225
N 1 X x{5x =2)
¥C = Src " sx-1 ¢ GEEx-R e T

cI = 1 S5x-1 uhlinlnul_mkln:mxlﬁ

5GH 5x(5x = 2) Sx({S5x~2)

1. __x({5x-2) - _ax-1
DS T Gx-3 5x-1) D= 1-F6 =5

Las dos nxvnn-worn‘ encontradas de JD deben ser compati-
bles, de donde:

Sx’-5x+1=0

Conclusibni Si hublera una soluci6n, deberfan tenerse més de

dos, 1o que es imposible. ¢Todo el razonamiento anterior es

exacto y completo?

D5: Habilidad para formular y validar generaliraciones.

1. Se tiene un polinaomio de 2d0. grado p(x) =ax’+hx+c ayo,
ab,c€R.

Si a<0, ¢se puede encontar un valor de x para el cual
p(x) sea miximo?

mw. a>0, ¢se puede encontar un valor de x para sl cual
pi(x) sea minimo?

sario validar la respuesta.
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5. HISTORIA DE LAS IDEAS MATEMATICAS .

Los obstéculos didicticos y epistemolSgicos no son fécil-
mente detectables; una herramienta poderosa para tal efecto es
la historia de las ideas matemdticas. .Bajo-este‘punto de vis-
ta, queda desechada la idea ingenua de que el seguir el prdce-
s0 de transformacién de una idea matemtica, en el tiempo, s6-

lo proporciona cultura matemdtica.

Lo que se muestra a continuacién es un ejemplo del punto

de vista arriba citado.

[

Génesis del concepto de convergencia y convergencia uniforme.

Los conceptos de funciéni'continhidad, continuidad unifor
me, cenvergencia y convergencia uniforme, se desarrollaron pro
gresivamente, segdn las necesidades practicas que existfan en
la resolucién y esclarecimiento de problemas relacicnados con
la fisica y la matem&tica.

°

DESARROLLO HISTORICO.

Entre los sabios del siglo XIV, se encuentra Thomas Brad-
wardine que, en su tratado (Tractus de Proportionibus, 1328),
aborda el concepto de funcidén de pdtencia. También, Nicole
Oresme (1323~1382) en su Algorismus Proportionum, estudia las
reglas para manipular las funciones poténcia, extendiéndose a
potencias fraccionarias. Oresme, utilizando las expresiones
de "latitud" y "longitud", en la representacidén de las trayec-—
torias de los astros, fue conducido al sefialamiento gréfico.
Se considera comunmente que Oresme con las palabras "latitudo

formarum”, introdujo el germen de la idea de funcién,

No es sino hasta el siglo XVII, fundamentalmente, que se

inicia un estudio de las curvas bajo el concepto de funcién.
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Descartes muestra el camino con sus aplicaciones de métodos al
gebraicos en geometria. Newton, en su “Methodus fluxionum"
(escrito en 1671 y publicado en 1736), usa una expresién que
se aproxima al sentido de la palabra de funcidn, "relata quan-
titas". Leibniz emplea la expresidén “"functionem faciens" o
"functio", para designar medidas cuyas variaciones esté&n bajo

una ley.

Jean Bernoulli (1667-1748), en su memoria de 1718, da una
definicidén de funcién, utilizando la letra griega ¢ para de-
signar la funcidn, escribe: "se llama funcién de una medida va
riable, una cantidad que se compone en cierta forma de esta me

dida y de constantes".

Es en los trabajos de Léonhard Euler (1707-1783), donde
encontramos una idea precisa de funcién continua y discontinua.
Euler, en su primer volumen de su "Introductio in analysis in-
finitorum" (1748), definid una funcidén como cualquier expre-
sién analitica: "funcién es cualquier expresién analitica de

cantidades variables y de nilmeros, o con cantidades constantes.

En el mismo escrito, Euler impulsa principalmente la teo-
rfa algebraica de funciones,'ademés, denota las constantes co-
mo a, b, c; y las variables como x, y, z, e introduce su cla
sificacidén de las funciones como algebraicas o trascendentes,
explicitaslé implicitas, unifofmes,o multiformes (es decir,
simples o con varios valores). Pero, el anilisis de las cuer-
das vibrantes dio lugar a la primera extensién de la nocién de
funcién y condujo a Euler, en su segundo volumen, a hacer una
distincién entre una curva "continua" o "discontinua®. asi,

una curva que podia representarse por una ecuacién algebraica
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o trascendente (por una misma ley) se le llamaba curva conti-

nua; y curva discontinua (mixta o irregular) a aguella que exi

gia diferentes ecuaciones para la representacién de sus diver-
sas partes constitutivas. Por tanto, en el sentido Euleriano,
las funciones determinadas por una funcién analftica péra todo
el dominio de la variable independiente, se le llamaba conti-
nhua, Entonces, por un lado se tenian las funciones "verdade-
ras" y por el otro las tunciones discontinuas o arbitrarias
(representacién de lineas trazadas por un movimiento libre de
la mano) que no eran funciones "verdaderas". Es decir, Euler
consideraba como continuas las curvas que obedecian a una ley
constante; y como discontinuas, las curvas cuyas diversas fun-
ciones tienen como expresién las diferentes funciones de x,

a estas dltimas, él las consideraba como diferenciables por pe

dazos.

Una definicién precisa no se tenfia hasta ese momento
(1741), pero al tratar D'Alambert, entre otros, de restringir
la seleccién de las funciones, provocd objeciones de otros ma-
tem&ticos de la época, entre ellas la de Euler. Este dltimo,
no satisfecho con su definicién de funcién, formuld otra en su
Institutiones calculi differentialis (1755), esta nueva concep
cién consiste en dar la definicién de funcién como una rela-
cién arbitraria entre las cantidades variables de cualquier de
pendencia, es decir: "las cantidades dependiendo de otras, de
manera que si las otras cambian, sus cantidades cambian tam-
bién. Es frecuente nombrarlas funciones, metonimia, que es
evidente y que contiene en ella misma las formas con las que
una cantidad pueda ser determinada por las otras. Entonces,

si yo pudiera nombrar la variable de todas las cantidades que
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dependen en cierta forma de 'x o0 que pueden ser determinadas,

la llamarfa funcién de esta variable".

El nuevo concepto de funcibén estd desligado en ese
momenfo de expresiones analfticas. ' La definicibén de Euler fue
utilizada por otros matem&ticos, por ejemplo, Condorcet, La-
grange y otros. En 1796, en su "Théorie des foﬁctions analy-
tiques...", Lagrange da la definicién siguiente: "Se llama
funcién de una o de varias cantidades, toda expresién de célcu
lo en la cual sus cantidades entran de una manera éuélquiera,
mezcladés o no con otras ganﬁidadés gue se miran como poseyen-
do valores dados e ihvariantes en tanto que las cantidades de

la funcién pueden recibir todos 1os'valores posibles".

A partir de una nota de Euler_ en relacién con las series
trigonohétricas, que dice: '
si f(x) =a, senx +'aa sen2x + «+- + % b, +b, cosx+b,cos 2x +---
los coeficientes son determinados por las férmulas:
+
by = L. [ f(x)cos nxdx
T s

+r
J’ f (x)sen nx dx

e

=

ap =
Joseph Fourier (1768-1830) estaba convencido de que esta detex
minacién sigue siendo aplicable cuando la funcién f£(x) es da
-da arbitrariamente (Memoire sur la Propagation de la Chaleur,
1807)*. Lé impresidn fue'pfofuhha,'eﬁ“algunos matemdticos de
la época, cuando Fouriériafirmé-gue-toda funcién arbitraria,

sea simple o compuesta de parte de funciones, puede ser repre-

*por esta memoria Fourier recibié el gran premio de matemiticas en 1812 y fue hasta 1822 cuando se pu-~
blic6é su escrito dentro de su libro "Théorie de la Chaleur”.
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sentada por una serie trigonométrica%,

En esa misma memoria, Fourier afirma que: "la serie de
funciones continuas

1 1
COS X -~ 3 cos 3x +-5 COS 5%X ~ + -

® Converge en todo punto.

® Su funcién limite se compone de lineas rectas separadas, ca-
da una de las cuales es paralela al eje de las x e igual a
la circunferencia. Estas paralelas est&n alternativamente
situadas por encima y por debajo del eje, con una distancia

de m/4 entre dos de ellas, estando unidas por perpendlcula-

res que forman a su vez parte de la linea“.

Fourier consideraba que la funcidn limite era continua,

es decir**;

epiriechlet posteriorments prob que 1a funcidén X{x) igual » 1 pirs x racional y X Xgun'n O para
& ircacionsl, admite la cepresentacién siguiente, -

X(x) ® x‘n[l‘i‘n(cou'n:n 0

separa y-e;ll- % COBIN ¢eer = fn cos{da=1)xn -u tiene
|2
X
-w/2 0 w2

Cuande & crace, as tienes
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L ] P

-
-

-

-

[]
oy

Seguramente Fourier no queria ir en contra del "axioma", ségﬁn
el cual "lo que es verdadero hasta el limite es verdadero en
el 1imite" (principio de continuidad de Leibniz, 1687). Ade-
més,‘loS'cientificos del siglo XVIIT estaban influenciados por
el viejo adagio latfn "natura non facit saltus"; de hecho, al-
gunos mateméticos consideraban que la nocién de discontinuidad
estaba excluida de la ciencia. Ellosipensaban'que tal nocién
encierra una idea enfermiza (curvas discontinuas o irregula-

res segGn Euler, ilegitimas segln Fourier, etc.)*.

Cauchy y el Problema de la Convergencia Uniforme (dos enfoques):

Ia idea de funcidn y de continuidad estaban latentes a
principios del siglo XIX. ©Una .definicién precisa del concepto
de continuidad se encuentra en los trabajos de B. Bqlzano, de
1817: ‘

'...'Ségﬁn uﬁa'definicién correcta de 10
- que se entiende por la expresién que una
funcidén £(x) . para todos los valores de

© X, Que se encuentran, al interior, o fue-

ra de ciertos limites, cambia, segin 1la

egxlsta un pasc obscura en la interprecacién del trabajo de Fouries., ya que el término *discontinuo”
{epraximadarente, sn ¢l sentido de Cauchy) apirece an &lqunos manuacritos no publicados de Poinsot
(1807) y oe fouraer (1803) iver Lakatos (10} pdq. 151, o (6] pha, 133.
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ley de continuidad, si cualguier x toma
un tal valor, la diferencia f(x+ w) - £{x)
puede llegar a ser mds pequefia gue todé

cantidad dada, cuando se pueda aceptar w,

tan pequefila como se guiera".

Esta definicidén de Bolzano indica un concepto local de con
tinuidad. En el mism6 tratado, é1 critica, como incorrecta,
la definicién de la continuidad, segfin la cual cuando f(x)=a,
f(y) =b, a#b, £(z) toma todos los valores entre a y b

si x=<z=<y*,

Augustin-Luis Cauchy (1789-1857) en su Cours:d'Analyse &
1'Ecole Polytechnique, en 1821, _da la definicién siguiente pa-
ra la continuidad: "... Sea f£f(x), una funcidén de la variable
X, Yy supongamos que esta funcidn admite constantemente un va-
lor Gnico y finito. Si, partiendo de un valor de x compren-
dido entre esos dos limites, se le atribuye a la variable x un
incremento infinitamente peqguefio &, la funcién misma recibi-

r4 por incremento la diferencia
f(x+a) - £(x)

que dependerd, al mismo tiempo, de la nueva variable « y del

*Esta definicién persiste algunos afos después (ver G. Glaeaser {4)), por ejemplo, en el Cours d‘Ana-
lyse de Ll'Ecole Politechnique (1B4l) de Jean-Marie Duhamel;

“Una funcifn se dice continauva cuando se hace variar de una manera continua
las cantidades donde ella depende, ella (la funcién) es constantemente xeal y no
puede pasar de un valor a otro asin pasar por todos los intermediarios™.

La funcién £(x) = {uen L/ para  x f 0 cumple con tal definicién y no es continua en cero.
. 1/2 para x =0

En este mismo escrito, se encuentra la definicién de limite, a saber:

“Se dice limite de una cantidad variable, una cantidad fija, la cual se aproxima a
ealla indefinidamente".

La suceaidn U = ;ll' no tiende & -10, ain embargo ella s& le aproxima indefinidamente.



215

valor x .. Asf, la funcién f(x) sér&, entre los dos lfmites
asignados a la variable. x, ‘una funcién continua-de esta va-
riable, si para cada valor de x ' intermediario entre esos li-
mites, el valoer numérico de la diferencia
£(x+a) - £(x)
decrece infinitamente con a&. En otros términos, la funcién
f(x) permanecerd continua, con respecto a x entre los limi-
tes dadoé, si, entre esos lfmites un incremento infinitamente
pequefio de la variable siempre produce un incremento infinita-
mente pequefio de:la funcifén misma.  Se dice nuevamente que la
funcidén f(x) es en la vecindad de un valor particular atri-
buido a la variable . x, funcidén continua de esta variable,
siempre que sea continua entre dos limites de x, aun muy,pgé.
ximos, que encierran el valor en cuestién".
- ) . v . - - )

En la definicién-de Cauchy no se sabe concretamente si la
continuidad es local, global o uniforme. - AGn en su Mémoire \
sur les fonctions continues (1844) sﬁ definicién de continui~
dad aparece en los mismos términdé”qﬁé'uti1126‘en su memoria
de 1821. En su memoria de 1844 encontramos también notas inte
resantés sobre la historia del cahcépto de funcién continua,
€1 escribe: “En las obras de Euler y de.Laérange, una funcién
es llamada continua o discontinua, si los di-
versos valores de esta funcién, Eorréspdndientés a diversos va
lores de la variable, son o no sujetos a una misma ley, son o
no proporcionados por una misma ecuacién. En esos términos,
la continuidad de las funciones se encontraba definida por es-
tos ilustres gefmetras, cuando ellos decian éae {las funcio-

nes arbitrarias, introducidas por la integracifén de ecuaciones



216

que involucran derivadas parciales, pueden ser funciones conti
nuas o discontinuas)). Con todo, la definicién que hemos pre-
sentado estd lejos de ofrecer una precisién matemdtica; porque,
si los diversos valores de una funcién,. correspondientes a los
diversos valores de una variable, dependiendo de dos o m&s e-
cuaciones diferentes, no impedird el disminuir el nﬁmerd de
esas ecuaciones y aun de reémplazarlas‘por una Gnica ecuacién,
cuya descomposicién proporcionard todas las otras. AlGn més:
las leyes-analiticasla las que las funciones pueden ser ajusta
das se encuentran generalmente expresadas por férmulas alge-
braicas o trascendentes, y puede suceder que diversas férmulas
representen, para ciertos valores de una variable x, la mis-
ma funcién; ademds, para otros valores de x, funciones dife-
rentes, Por consiguiente, si se considera la definicién de Eu
ler y la de Lagrange como aplicables a todas las especies de
funciones, sean algebraicas o trascendentes, un simple cambio
de notacién bastard frecuentemente para transformar una fun-
cién continua en una discontinua, y reciprocamente. Asf, por
ejemplo, si x designa una variable real, una funcién que se
N

reducird, tanto a +x como a -x, seglin que la variable x
sea positiva o negativa, deber4, por ese motivo, ser colocada
en la clase de las funciones discontinuas, y sin embargo, 1la
misma funcién podri ser mirada como continua, cuando se le re-

presenta por la integral indefinida

2 x? at
n .f t2+ x?

‘0 aun por el radical
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que es el valor particular de la funcién continua

v x3+ 2

correspondiente a un valor nulo de t, el carlcter de conti-
nuidad en las funciones, mirado desde el punto de vista que en
un principio analizaron los gedmetras, es un cardcter vago e

indeterminado".

Teorema de Cauchy (Cours d'Analyse, 1821).

"En tanto que los diferentes términos de la serie

(1) u,. U, Yy oees Uns Upyps ose

son funciones de una misma variable x, continua con respecto
a esta variabie en la vecindad de un valor particularven la

cual la serie es convergente, la suma sa de la serie es tam-
bién, en la vecindad de este valor particular, funcién conti-

nua de x".

La asercibn es que si todas las funciones u,(x) son con
tinuas en un intervalo a< x;<b (el cual incluye‘un X, pafF
ticular) y si la serie (1) converge en el intervalo a la suma
s(x) entonces s(x) también es continua. Cauchy, en su de-

mostracién, introduce las sumas parciales

sp(x) = u,(x) +u, (x) + -~ +unr(x)

y los residuos

rn(x) = s(x) - sp(x)

y argumenta como sigue:

"asf{ puesto, consideremos los incrementos que reciben esas tres
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funciones (es decir, rp, s, y s), en tanto se hace crecer x
en una cantidad infinitamente pequefia. El incremento de Sp
serd, para todos los valores posibles de r, una cantidad in-
finitamente pequefia; y aquella de r, permanecerd insensible
al mismo tiempo que rp, si se le atribuye a n un valor muy
considerable. Por consiguiente, el incremento de la funcién

X no podrd ser mis que una cantidad infinitamente pequefia".

Abel (1802-1829) en su artfculo sobre las series binomia-
les (1826) plantea lo siguiente: "Me parece que hay algunas ex
cepciones al teorema de Cauchy"; y pone como ejemplo

seng ~ = sen¢ + % sen3p = ...

N |-

cuya gréfica seria:

A
Se

°
—AT -3 -2r -7 0

Abel en ese momento comenzd a tratar de responderse la siguien
te pregunta: "gCu&l es el dominio seguro del teorema de Cau-

chy?"

He aquf su respuesta: "El dominio de validez de los teore

mas del andlisis en general y de los teoremas acerca de la
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continuidad de la funcién limite en particular estd restringi-
do a series de potencias., Todas las excepciones conocidas de
este principio de restringir el andlisis al interior de las se
guras fronteras de las series de potencias, dejando asfi fuera
las queridas series trigonométricas de Fourier como si fuesen
una jungla incontrolable, en las que las excepciones son la

norma, y los éxitos un milagro" .

El método de exclusidn Ge excepciones seguido por Abel es
mis patente en una carta a Hansteen (29 de marzo de 1826), -en
donde caracterizaba la {(miserable induccién euleriana)} como
un método que conduce a generalizaciones falsas y sin fundamen
to, pregunténdose la razén por la cual tales procedimientos
han llevado de hecho a tan pocas calamidades. Su res-
puesta es: "A mi modo-de ver, la razén estriba en que en anfli
sis sg ocupa uno en gran medida de funciones gue se puedan re-
presentar mediante series de potenciaé. Tan prénto como apare
cen otras funciones {cosa que sblo ocurre rara vez), entonces
[la induccién] no funciona ya y de esas conclusiones falsas
- surge un infinito ndmero de teoremas'incorrectos, llevando uno
a los dem&s. He investigado varios de ellos y he tenido la

suerte de resolver el problema..." *.

En realidad, Fourier en su "M&moire sur la propagation de
la Chaleur" (1807), proporcioné un ejemplo que con el tiempo
contradecirfa el teorema de Cauchy de 1821. Fourier escribia;

"la serie

. 1
cos X - < €os 3x +'§ COS5X -+

w =

converge a una funcidén continua'. El tenfa dudas al respecto

y constatd que la convergencia era lenta: "La convergencia no

*De hecho, Abel pensaba que la restriccién del dominio {(a series de potencia) de las series era absolu-
tamente necesario, desechando as{ las series divergentes. Abel ascribfa al raspe:to; vras series di-
vergentes son obra del demonio, Lo Gnico que producen son calamidades y paradojas™,
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es lo suficientemente répida como para producir una aproxima-

cibén f&cil, aunque es suficiente para la verdad de la ecuacién".

Hasta 1847, no se habia modificado ni el teorema de Cauchy
ni su demostracién. Seidel descubrié la hipétesis oculta en la
prueba de Cauchy (esto desde el punto de vista del continuo de

Weierstrass):

Veamos la prueba de Cauchy y la dada por Seidel (la prime-

ra también desde el punto de vista del continuo de Weierstrass):

PRUEBA DE CAUCHY.

Dado 48>0 ;

(1) Hay un § tal qgue, para cualquier «, si |a| <6, en-
tonces |sp(x+a)-s,(x)| <8 (existe tal &, debido a

la continuidad ée sn(xf). (

(2) Hay un N tal que [rn(x)l <8, para todo nzN (existe

tal N, debido a la convergencia de Fu,(x)).

(3) Hay un - N, tal que Irn(x+a)|<6, para todo nzN -

(existe tal N, debido a la conVergencia de Zuy(x+a))

{(4) conclusiébn:

Julx+a) ~u(x)| = |up(x+a) +ry(x+a) = sy(x) - xr,(x)]

n

[sp(x+a) -5 (x)]| +|r (x)] +|rp(x+a)]

< 38, para todo |af<§.
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PRUEBA D3 SEIDEL.
(1) |sp(x+a)-sp(x)] <6, si |a|<6(6, x, n).
(2) |rp(x)|<¢, si n>N(6,x).

(3) |rp(x+a)] <6, si n>N(8, x+a).

(4) Conclusién:

]

[u(x+a)-—u(#)| |up(x +@) +rp(x+a) - s,(x) -ry(x)]

Y

[splx+e) - ;n(x)l +rp(x)] + |rp(x+a)]|
< 3¢, si n>max,N(8, z)

a |} <6(8, x, n) .

El lema oculto en la demostracibén de Cauchy es que masz(é'f, z)
debe existir para cualguier & fijo. Este requisito llegé a

denominarse convergencia uniforme.

De esa época hasta mediadobs del siglo XX, se considerd

errénea_la demostracién de Cauchy.

La in‘terpretacién -énterior lr‘sufrié un cambio fundamental
desde el punto de vista del Andlisis no-EstSnda:_f. ‘Robinson,
en el capitulo X de su Nonstandard Analysis (1966), revisd la
historia del cdlculo desde el punto de vista no-esténdar*, y
en particular el teorema sobre la convergencia de una serie de

funciones continuas,

*Sisteza de olcercs Miperzeales (ver (61 md3. 25. (16&j. o [3] pig. 28).

Definicidn. Ura estructura S es un sistema de nimeros Hiperrealas si tiena las tres propisdades ai-
quientes:

1. 8§ contiene al slstenma de nésearocs realaes. Por esto no 3610 entendemos
qua todos los nimerss reales astin en S, sino también que cada funcién y relacién definida sobre
los reales s3:d :amoién detinifa soore los nimeros de 3.

3. 8 contliense an 4{afinitesinal. Es decir, existe un nimero 0 en § tal que
020 1y alemfs O «r paza cada nimero real pasitivo,

3. Las miamas afiraacionas da L son verdaderan an ambos s y R.
8L 3 ey cualGuier afirmacibn de L, enctonces B8 ag verdad en 3 sl y sélo ei B es verdad an
2.
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El teorema de Cauchy resulta cierto en Andlisis no-Esté&n-
dar, sin embargo, la demostracién dada por Cauchy desde este

punto de vista es errénea*(ver Robinson [16], pdg. 272).

La primera impresién de Lakatos con respecto al mismo teo
rema fue la descrita en las pdginas anteriores. E1 tenfa du-
das acerca de esa interpretacién, y no quiso publicarla en su
‘tesis doctoral (Essays in the Logic of Mathematical Discovery,
1961)** antes de hacer un andlisis desde el punto de vista del
Andlisis no-Esténdar (ver [9], p&g. 158).

Es sorprendente la manera en que Lakatos [9] analiza el
teorema y la prueba de Cauchy. En su articulo "The Significan
ce of Non-standard Analysis for the History and Philosophy of
Mathematics", presentado en el Cologuio Internacional de Légi-

ca (Hannover, 1966):

"De Hecho, el teorema de Cauchy es cierto y
Yy su demostracién tan correcta como lo pue
de ser una demostracién informal. Siguien
do a Robinson podemos probar que el argu-
mento de Cauchy, si no es interpretado. co-
mo un argumento pre-Weierstrassiano, sino
como uno Leibniz-Cauchysiano genuino, es

el siguiente:

sea limsp(x) = s(x), donde los sp(x)
son continuos. Entonces, en principio, pz
ra probar que s(x) es continua para al-

gin x,, tenemos que probar que

*Lakatos la considera correcta desde un punto de vista mucho menos formal que Robinson.

‘#*L,os ascritoa de Lakatos fueron publicados por sus colegas John Worrall y Elie Zahar, dando lugar al
libro Proofs and Refutations (Pruebas y Refutaciones, ed., Alianza Editorial, 1378), de la ed., Cam-
bridge University Press, 1376,
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s(xl+a) - s(xl) es un infinitésimo para todo infinitesimal «.
{Aquf se utiliza el concepto de continuidad, que serfa equiva-
lente al concepto de Weierstrass sblo si cualquier proposicién
que es verdad para toda cantidad infinitesimal es también ver-
‘dad para cantidades finitas suficientemente pequefias, y vice-

versa).

2hora

Is(xl + ) -s(xl)l = |sp(x, +@) = sp(x) +rp(x, +a) -rn(xl)l

< |sn(xl +a) -sn(xl)[ +|rn(x1 +a)| + lrn(xl)l ,

donde los r, son los residuos. Cauchy pensé que el lado iz-
quierdo de la expresibén anterior era infinitesimal para todo «
infinitesimal dado que lﬁn(x1+ a) - sn(xl)l es infinitesi-

mal para todo n segin la definicidén de Cauchy de conti-
nuidad; vy |rn(xl+a)| y |rxn(x,)| son también infinite
simales para todo n infinitamente grande de acuerdo a la de-
finicién de Cauchy de limite*: ap,—»0 si- ap es infi
nitesimal para n infinitamente grande.

Por supuesto, este argumento implica que -sn(x) deberfa
ser definido, continuo, y que converja no solamente en puntos
estdndar en el continuo de Weierstrass, sino en cada punto del

" continuo "denso" de Cauchy... Esta interpretacién difunde com
ple'tamente una nueva luz sobre ei famoso "error" de Cauchy:
Cauc'hy n o tuv.o ningdn error

'‘en absoluto, &1 86lo probé un

teoremnma completamente diferente,

#*Cours d'Analyse de Cauchy (1B2l): “En tanto que loa valores numéricos sucesivos de una misma variable
decrecen indefinidamente, de manera que queda por debajo de todo nimero dado. esta variable llega a
ser lo que se dice un infinitamente pequefio o una cantidad infinitamaeante pa-
quefia. Una variable de esta especie tiene a cero por limite",
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acerca de sucesiones de funciones trans
finitas que Cauchy-~convergen sobre el

continuo de Leibniz".

Hasta estekpuntb, se podria pensar que Cauchy es un pre-
cursor de Robinson (o del An&lisis no-Estédndar). Al analizar
el teorema de Cauchy desde el punto de vista del Anilisis no-
Esténdar vemos que es verdadero, pero la demostracién de Cau—
chy a este teorema es errdnea desde el punto-de vista estructu-

.ral de la teoria de Robinson.

De acuerdo a Robinson, Cauchy aproximadamente en 1953 cam
bié de ideé, ya que en su "Note sur les séries convergentes .
dont les divers temes son des fonctions continues d'une variaf
ble réelle ou imaginaire, eht;e des limites données", dice lo

siguiente:

"Bl establecer, en mi Analyse Algébrique, las reglas gene
rales relativas a la convergencia de las series, yo he, ademés,

enunciado el teorema siguiente:

En tanto que los diferentes términos de la serie

(1) Us ul'uB' see s Up, un+1' ca
0 .
o
son funciones de una misma variable x, continua con respecto

a esta variable, en la vecindad de un valor particular para el
cual la serie es convergente, la suma s de la serie es tam~
bién, en la vecindad de este valor particular, funcién conti-

nua de x.

Como 1o han remarcado M.M. Bouquet y Briot, este teorema
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se verifica por las series ordenadas siguiendo las potencias
ascendentes de una variable. Pero, para otras series, no se-
rian admitidas sin restriccién. Asf, por ejemplo, es verdad

que la serie

(2) senx., segZx , seg3x.' .

siempre convergente para valores reales de x, tiene por suma
una funcién de x gque permanece continua, en tanto gue x, su-
pueéta real, varia, en la vecindad de un valor diferente de un
miltiplo +2nm de la circunferencia 2m, Yy que se reduce,

mT=-=-X
2 ’

en particular, a entre los limites x=0, x=2m,

Pero, en esos limites, la suma s de la serie (2) llega a ser
discontinua, y esta suma, considerada como funcidén de la varia

ble real x, adgquiere, en el lugar del valor

+I o L
dado por la férmula
g = DX ,
2
el valor singular s=0, que reaparece nuevamente

cuando se supone
X =x2nmn

n siendo un nimero entero cualguiera.

Por lo demds, es fi4cil de ver cémo se debe modificar el

enunciado del teorema, para que no haya lugar a ninguna excep-

.

cidén. Eso es lo que voy a explicar en pocas palabras.
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De la definicién propuesta en mi Analyse Algébrique, Y ge
neralmente adoptada en’ el presente, una funcién u de la va-
riable real x se;é continua entre los dos limites da-
dos de x, si, esta funcién admitiendo para cada valor inter-
mediario de x un valor (nico y finito, un incremento infini-
tamente pequefio atribuido a la variable produce siempre, entre
los limites que trata, un incremento infinitamente pequefio de
la funcién misma. Asf, concibiendo que la serie (1) permanece
convergente, y que sus diversos términos sean funciones conti-
nuas de una variable real x, para todos los valores de x en-

tre ciertos limites. Sean entonces
s la suma de la serie;
-8p la suma de sus n primeros términos;
rn=8=8p=up+uy,+e-+ el resto de la serie prolon-

gada indefinidamente a partir del término general

uh.

Si se nombra a n' un nfinero entero superior a n, el
resto r; no serd otra cosa que el limite hacia el que conver

erd, para valores crecientes de n', la diferencia
g

(3) Spt —=Sp = Up+Upyy +occ+ up g

Concibiendo, ahora, gue al atribuir a n un valor suficiente-
mente grande puede hacerse, para todos los valores de x com-
prendidos entre los limites dados, el médulo de la expresién
(3) [cualquiera que sea n'J], y, por consiguiente, el médulo
de rp, inferiores a un nGmero 4 tan pequefio como se guiera.

Como un incremento atribuido a x podré nuevamente ser supuesto



227

tan préximo a cero para que el incremento correspondiente de

s tenga un médulo inferior a un nimero tan peguefio como se

n
desee, es claro que bastard atribuir al nimero n un valor in
finitamente grande, y al incremento de x un valor infinita-

mente pequefio para demostrar, entre los limites dados, la con-

tinuidad de la funcién

s = sn+rn

Pero esta demostracién supone evidentemente que la expresidén
(3) éumple la condicién arriba eriunciada, es decir, que esta
expresién llega a ser infinitamente pequefia para un valor infi
nitamente grande atribuido a un nimero entero n . Por otra
parte, si esta condicién se cumple, la serie (1) ser& evidente
mente cénvergente. En consecuencia, se puede enunciar el teo-

rema siguiente:

Teorema I. Si los diferéntes términos de la serier
(l) U, ul, ua;-.-: unl un+1l o

son funciones de la variable real x., continuas, con respecto
a esta variable, eritre los limites dados; si, por otra parte,

la suma

(3) Up +Upgy +rec gy

llega a ser infinitamente pequefia para valores infinitamente
grandes de nimeros enteros n y n'>n, la serie (1) serd con

vergente, y la suma s de la serie (1) ser&, entre los limi-

tes dados,- una funcidén continua de la variable x.

Si a la serie (1) se substituye la serie (2), la expresién
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(3), reducida a la suma

(4) sen(n +1)x sen(n+ 2)x . + senn' x
n+1l n+2 ' n'

se anulari para x=0; pero, para los valores de x muy cex
canos a cero, por ejemplo % =1/n, n siendo un nmero muy
grande, ella [la sumal podrd diferir notablemente de cero; y
si, al atribuir a n un valor muy grande, uno pone no solamen
te X =1/n, sino ademés n' =, la suma (45, o, lo que
es lo mismo, el residuo r, de la serie (2) se reducird sensi

blemente a la integral

1 = e
s+ = 0.6244

Afiadimos que, para un valor positivo de x, pero muy cercano
a cero, la suma s de la serie (2) se reducird sensiblemente

a la integral

® sen x
I =

x = = = 1,570796 - - -
x 2 ,

Sea ahora

2 = x+yi
una variable imaginaria. Esta variable podré&..."
En este pasaje, Cauchy menciona a MM. Bougquet y Briot, en

relacién a las excepciones al teorema*, Esto quiere decir

que Cauchy en lugar de pensar como Abel (restringir el dominio

*No menciona, en relacién al teorema, a Fourier ni a Abel,
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del tecorema a series de potencia solamente) aflade la condicidn

de convergencia uniforme.

Desde el punto de vista del An&lisis no-Esténdar, no ha-

" bfa necesidad de afiadir ninguna condicidén, ni de analizar la
i .

serie z para asegurar o no su convergencia.

¢Creyb Cauchy que habfa cometido un error en su teorema de

18217, o, ¢cambib sus iéeas sobre los infinitésimos para acer-

carse a la teoria del continuo de Weierstrass?

Lakatos pone especial'cuidado a estas pregunfas, él cree
que, si primeramente se juzgd a Cauchy desde el punto dg vista
del continuo de Weierstrass, caerfamos en un error al trafar
de juzgar los teoremas y demostraciones de Cauchy desde el pun
to de vista formal del Andlisis no-Esténdar. Ademds, seria un
error el esperar que, ahora, la historia del cdlculo 'se dirija
hacia Robinsoﬁ y no hacia Weierstraés como comunmente los his-

toriadores lo han supuesto.

El posible cambio de Cauchy acerca de los infinitésimos
es més palpable en un trabajo de 1844, él1 escribe: "pPara des-
cartar completamente la idea de que las férmulas empleadas en
el célculo diferencial son férmulas aproximativas, y no férmu--
las rigurosaménte exactas, me paréce importante el considerar
las diferencialeé como cantidades finitas, distinguiéndolas
cuidadésamenfe de los incrementos infinitamente pequefios de
las variables. La consideracién de esos Gltimos incrementos
puede y debe ser empleada como medio de descubrimiento o dé de

mostracién en la investigacién de las férmulas o en el estable
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cimiento de teoremas. Pero entonces el calculador se sirve de
los infinitamente peguefios como intermediarios que deben condu
cirle al conocimiento ‘de las relaciones que subsisten entre

las cantidades‘finitas; y jam&s, a mi parecer, de las cantida-
des infinitamente pequefias no deben ser admitidas en las ecua-
ciones finales, donde su presencia llegaria a ser sin objeto

ni utilidad..."

Es importante este pasaje pues Cauchy por un lado desecha
las cantidades 1nf1n1tamente pequefias, y por otro aflrma que
las diferenciales- son cantidades finitas y en 1829 decia que
dx = cte., es arbitrario y podria aun ser 1nf1n1te51mal La
incllnac16n de la balanza es més hacia Welerstrass gue hac1a
Roblnson. Sin embargo, al anallzar la géne51s de los concep—
tos de cont1nu1dad,<cont1nu1dad uniforme, convergencia y con-r
vergencia uniforme desde el punto de vista derRobinson,'nos
muestra diferencias que antes no vefiamos con las solas ideas
de Weierstrass. Se ha afinado el instrumento péra analizar la
historia ael célculo, en particuiar los conceptos arriba men-

cionados, y posiblemente no es el definitivo.

6. DESARROLLO CURRICULAR .

Esta forma parte de la investigacién pedagégica y, princi
palménte, describe los rasgos esenciales de un proyecto educa-‘
tivo. El desarrollo curricular en matem&ticas holaeja de lado
los puntos mencionados anteriormente, y en base a ellos com-

prende los siguientes temas:
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a) Seleccibén de objetivos.

b) Andlisis matem&tico del contenido.

¢) Andlisis genético del contenido.

d) BAndlisis epistemolégico del contenido.

e) . Descripcién detallada del curriculum.

f) Experimentacién del proyecto.

g) Formacién y actualizacién deblés piofesoreé ae ﬁaéeméficas.

h) . Evaluacién y perfeccionamiento.del. proyecto.

7. NUEVOS METODOS DE INVESTIGACION Y ENSENANZA.

Las nuevas teorfas de la comunicacién icomo la tecnologia
existente, han producido cambios en la investigacién y la ense
fianza de las mateméticas. ' Asf, han surgido los métodos audio-~

visuales y la computacidn aplicados a la educacién matemé&tica..

El andlisis anterior ha sido con el fin de dar un panoral
ma de la 1nvest1gac16n en educac16n matem&tica,‘algunas de lés
aprec1ac1ones no son completas y por ignorancza u olvido‘pﬁde
haber omltldo otras que sean fundamentales. Con todo, espero
que el escrlto muestre que la educacién. matemétlca no esté dl—
vidlda en dos campos, la educac16n y las- matemétlcas, sino que

hay ‘una relac16n muy estrecha que las une coherentemente.
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DEFINICIONES"

Didéctica—Estudio de fenémenos ligados a la ensefianza e, indi

rectamente, al aprendizaje.

Docimologfa—Ciencia de los exémenes. Ella se interesa en el
comportamiento del examinador y.del examinado, e igualmente

en los sistemas de calificacién.

Fjercicio de tipo automatismo—Es aquel cuyo enunciado indica
.un mecanismo o procedimiento a seguir por el alumno para la

resolucidén del ejercicio.

Evaluacién—Juicio, pronéstico o diagnéstico determinado por

un objeto inicial.

Heur{stica-——Ciencia que trata sobre la investigacién y resolu-

cién de problemas.

Investigacién nomotética—Es aquella gue tiende a estructurar

Yy a generalizar las leyes que gobiernan una ciencia.
Obstdculo did&ctico—Mecanismo que conduce a tratar una nueva
nocién matemitica con la estructura anteriormente adquirida,

pudiendo estar el individuo en situacién contradictoria.

Pedagodfa—Conjunto de proyectos, intervenciones, situaciones

y técnicas para transmitir el conocimiento,

Taxonornfa—Clasificacién.
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LAS MATEMATICAS APLICADAS COMO UNA MANERA
DE VER LA NATURALEZA

Antonmaria Minzoni

Cuando se habla de matematicas aplicadas se entienden cosas muy variadas. Con
frecuencia se piensa que las matemaéticas aplicadas son la utilizacién de he'rramientas
(que han descubierto, mas o menos por azar, los matematicos “puros’™ de otros
tiempos) para resolver ecuaciones de “relevancia’ como en ingenieria, medicina, y
economfa. En otras ocasiones se piensa que el trabajo del matematico aplicado
empieza con las computadoras y que su funcion es la de manejar vy utilizar estas
herramientas.* También se pienéa que las Hamadas matemadticas aplicadas son de
alguna manera Gtiles en el mismo sentido que la medicina. Este tipo de ideas creo se
ha tratado muy ampliamente y no pienso referirme a ellas en esta platica mas que de
manera tangencial. De lo que yo quiero platicar con ustedes es de un aspecto que yo
considero la escencia misma de las matematicas aplicadas que es su estilo peculiar de
plantear problemas sobre la naturaleza que nos rodea, de aqui el titulo de ia platica.

Para ilustrar el pensamiento y resumir lo que yo considero sus partes fundamen-
tales haremos un poco de historia, que desde luego, por la limitacion del tiempo y de
mis conocimientos no puede ser muy larga.

Podemos considerar, en mi opinion, el origen de la matemdatica aplicada moderna
con Galileo quien se interesd toda su-vida por dar una formulacidn cuantitativa de
ciertos fendmenos naturales y encontrar leyes generales que los controian en muchos
casos. Fue, en mi opinién, la linea dé pensamienfo de Néwton_ la primera que retne y
de hecho hizo conocer las ideas y finalidades de lo que considero matemdtica apli-
cada. En primer lugar para describir el movimiento de los planetas, los aproximé por
puntos; este es el primer proceso que se hace en matematicas aplicadas, el de aproxi-

mar de una manera muy dréstica los fenémenos con el fin de entender ciertos aspec-

* Originalmente, que debe de resolver ecuaciones que otro le da sin averiguar més.
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tos y la aproximacién debe ser de tal naturaleza que no se pierdan las propiedades
bésicas del objeto que se desea estudiar. La segunda parte del proceso fue la de
{inventar) encontrar la formulacién adecuada, para esto inventd el calculo y fas
ecuaciones diferenciales, que en la actualidad son herramientas basicas de las ciencias
naturales cuando éstas se hacen cuantitativas. Una vez obtenida una formulacidn
satisfactoria ésta puede resultar intratable, de hecho es el problema de muchos cuer-
pos en el caso del sistema planetario. Aqui nuevamente Newton recurre a aproxi-
maciones que reducen el problema a uno tratable, el problema de Ia tierra girando
alrededor del sol. Finalmente, a pesar de las fuertes aproximaciones, se explican en
base al modelo de las leyes de Kepler. Esto da enorme confianza en las aproxima-
ciones y en la capacidad de la herramienta inventada y el pensamiento involucrado
para resolver problemas del mismo tipo.

En etapas posteriores el modelo se refina si desean incluir més efecios, maés par-
ticulas y de manera natural surge la idea de utilizar las mismas ideas para estudiar
otros fenomenos naturales, Poco después de Newton, Hamiiton quiere estudiar la
optica aproximando un rayo de luz por particulas y explicar de manera coherente
todos los fendmenos que no involucran difraccion., Al mismo tiempo Lagrange llevo
las herramientas del calculo dadas por Newton a una mayor perfeccién que permite
formular con confianza problemas mas complejos y tener una base mas firme para las
aproximaciones.* Es este proceso el que da origen al clculo v a los sistemas de ecua-
ciones' ordinarias asi como todos los problemas asociados a estas disciplinas y desde
luego no voy a discutir los éxitos de este pensamiento que son bien conocidas por
todos ustedes, ,

_La segunda etapa en la evolucién de tas matematicas aplicadas es, a mi manera
de ver, cuando se da el paso dél estudio de particuias al estudio de sistemas macros-
cbpicos como el agua, los cuerpos elisticos, los gases, etc. Aqui nuevamente se hace
una aproximacion muy dréstica que es el de tratar estos materiales como un continuo
sin tomar en cuenta los detalles del movimiento fino de sus componentes. Esto da
origen al estudio de las ecuaciones parciales y a la formulacién de las primeras de
ellas. Nuevamente se tiene un proceso parecido al de Newton sélo que con mas

agentes involucrados. En mi opinién, el trabajo fundamental que relaciona el pensa-

® De hecho, formuiar problemas muy complicados.
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miento, aproximando la creacién de matemdticos y modelos para entender fendme-
nos complejos, es la obra de Lord Rayleigh que adn hoy, después de mds de 100
afios, tiene enorme valor. En este caso también se extienden los modelos, se hacen
mejoras sustanciales en las técnicas del calculo y se aplican estas ideas a una enorme
variedad de fendmenos principalmente en agua y medios elasticos; excelentes ejem-
plos de esto son las obras monumentales de Lamb, Love, Stoker, Ainj. A principios
de este siglo se adquiere una gran confianza y conocimiento de las ecuaciones
bésicas y fundamentalmente de la aproximacion lineal y con muy contados esfuerzos
en la direccion de comprender fendmenos no lineales. En esta etapa el pensamiento
analbgico es también sumamente fructuoso. Maxwell utilizo una analogia con mate-
riales ‘eldsticos para ‘formular cuantitativamente las leyes de Faraday, prediciendo la
propagacion de ondas electromagnéticas. Asi también, utilizé todos los antecedentes
en liquidos y medios eldsticos para predecir muchos fendmenos electromagnéticos
y explicar otros conocidos. Por otra parte la experiencia con mefnbranas vibrantes
motiva por analogia de Broglie y a Schrodinger a formular las ecuaciones que mode-
lan alguhOS'fenémenos atomicos y microscopicos; pero a esto volveremos més ade-
lante. Vemos que en estas dos etapas los esquemas de penéamiento'sdn parecidos y si
bien no ha evolucionado en las ideas centrales de aproximacion 'y modeios simplifi-
cadbs resueltos con precigion, si se ha hecho maés sofisticado y por sus éxitos se tiene
una mayor confianza en él. Dejamos asi la época moderna y el resto de la platica lo
dedicaré a describir la época contemporénea v, 1os Gltimos minutos, a especular sobre
la evolucion futura. . ’

Podemos considerar que la época contemporanea trae dos’ingredientes nuevos al
pensamiento en matematicas aplicadas. Se inicia esto con el trabajo de Poincaré. Fue
Poincaré quien introdujo dos nuevas actitudes en’ forma explicita: Es él quien intro-
duce la idea del estudio cualitativo sisteméatico de fas ecuaciones de mo’vi;mie'nto,
desarrollando para ello técnicas de geometria y se puede decir, inventando la topo- -
logia. La sequnda idea es la de proceder de manera sistematica en las aproximaciones
y estimar tos errores involucrados en ellos. Es el primero que comprende, de -una
manera sistemética {con el animo de clasificar y separar efectos), e! estudio de pro-
blemas no lineales. Por otra parte, es Sommerfeld quien introduce y pone en préctica
la idea de encontrar aproximaciones, de.manera sistemdtica, a soluciones de proble-

mas de ecuaciones en derivadas parciales, ‘motivado en gran parte por la necesidad de
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entender las ondas de radio. Esto aumenta la comprensién de muchos fenémenos y
explica de manera coherente los fendémenos de difraccién que escaparon al anélisis
durante muchos afios. Si fue con Poincaré que se empez6 a estudiar las ecuaciones or-
dinarias no lineales y los efectos nuevos que estos son capaces de describir, fue con
Prandtl, a principios de este sigio, cuando se emprendi6 el mismo camino para las
ecuaciones parciales con el fin de entender flujos alrededor de olas. Estas ideas y
las de Poincaré unifican las ideas de aproximacion de soluciones y simplificacion de
modelos y estas ideas apoyadas en la experiencia previa son el centro del pensamiento
en matematicas aplicadas de hoy en dia que se conocen con el nombre de Teoria de
Perturbaciones.

Estas ideas fueron importadas a América e impulsadas por R, Courant desde los
afios 30 hasta la fecha. Originalmente estas ideas fueron aplicadas a los problemas de
donde nacieron fundamentalmente la éptica y la mecdnica de fluidos. Sin embargo,
su éxito las hizo extenderse al estudio de problemas de reacciones qu imicas, propaga-
cién de epidemias, vida de poblaciones, estudio de sistemas celulares simples, modelos
econdmicos, estudio de sistemas complejos como la fisica de los plasmas, etc. Desde
luego no quiero entrar en detalles sobre estas aplicaciones especificas y si alguien esta
interesado tendré mucho gusto en pasarle referencias. '

Antes de concluir quiero discutir el papel de la computadora en el desarrollo del
pensamiento de las matematicas aplicadas. Originalmente se pensd en ellés como sélo
una ayuda para completar célculos que no se podrn’ah hacer més que con mucho
trabajo rutinario sujeto a errores. Sin embargo, en los Gitimos 15-20 afios, la filosofia
ha cambiado y se concibe la computadora como una herramienta para experimentar
sobre el comportamiento cualitativo de ecuaciones que se han planteado para mejorar
asi la instruccion sobre su cbmportamiento y adecuacion al fendémeno que se estudie.
Solo en fecha muy reciente se estd acoplando este enfoque con la teoria de pertur-
baciones y soluciones exactas y aiin no es claro cuales seran los productos de eéta
nueva idea.

No quisiera concluir esta platica sin antes mencionar algunas de las limitaciones
de este pensamiento, En primer lugar no pude reproducir deta!les finos e incluir todos
los efectos, en este sentido es parecido al del fisidlogo que da explicaciones macros-
copicas sin describir la bioquimica detallada. No es clara su aplicabilidad a las ciencias

sociales y economia, de hecho no se ha producido atin mucho en esos campos con
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estas técnicas. Apenas ahora se estd experimentando su uso en formulaciones cuanti-
tativas de problemas biol6gicos y si bien unos resultados son alentadores la mayoria
de los problemas parece, en mii opiniodn, ain escapar al anélisis y es por esto que.creo
que este es uno de los campos donde uno puede esperar cosas nuevas.

Para concluir quiero decir que en mi opinidn, las matematicas aplicadas son una
manifestacion de la idea de ver a la naturaleza en forma aproximada, con modelos
simples cuyo comportamiento se puede entender construyendo las ideas y herra-
mientas apropiadas. Lejos de estar muerto son estas las ideas que impulsan y permiten
€l avance de este pensamiento, las otras concepciones son en mi opinion la descripcién

de meras manifestaciones externas de estas ideas.

Anexo a la ¢onferencia.

Quiero afiadir a la conferencia algunos de los comentarios del auditorio al ter-
minar ésta, asi como respuestas y algunas reflexiones que fueron motivadas por este
intercambio de ideas después de la platica. e

La primera observacién por parte del pablico fue que omit{ algunas contribucio-
nes importantes. Concretamente se me preguntd por qué no habia yo mencionado el
trabajo de Maupertius y en general el planteamiento de los problemas de mecénica a
través del célculo de variaciones. o

La razén por lo cual no mencioné el trabajo relacionado con el célculo de varia-
ciones es la siguiente:

Las leyes fundamentales de la mecéanica y su utilizacién para resolver problemas
originales son independientes del célculo de variaciones. Este Gltimo provee 'un
esquema que unifica métodos de solucion e ideas pero es un desarrollo posterior. y al-
ternativo al que se planted en la conferencia. De hecho, el formalismo candnico éen
met_:énica no ha ayudado, hasta una fecha muy reciente, 1970’s, a resolver problemas
que no sean solubles por otro método, Es por esto que considero que ef calculo de
variaciones no ha jugado un pape! esencia! en el desarrolio del pensamiento en mate-
maticas aplicadas.

Al plantear al auditorio esta idea sabre el célculo de variaciones, otra persona

apuntd que el célculo de variaciones habia sido fundamental en la comprension de
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los fenémenos cudnticos. 7

Desde luego contesté que esta idea .no es la correcta, desde el punto de vista his-
térico, ya que las leyes fundamentales de los, fendmenos cuanticos fueron des-
cubiertos independienterente del cdlculo de variaciones. Fueron mas bien las ideas de
propagacién de ondas y Optica las que llevaron a su comprension, Desde luego el
célculo de variaciones y el formalismo canonico de la mecénica clasica jugaron un
papel importante para esquematizar la teoria. Este es, en mi opinién, nuevamente un
ejemplo donde ef célculo de variaciones.interviene para aclarar el pensamiento esta-
blecido previamente de otras.maneras,. - : . : .

Al notar tanto interés en la audiencia sobre el papel del clculo de variaciones
en la evolucion del pensamiento en matematicas aplicadas, creo que debo afiadir
algunos' comentarios al respecto para que esta presentacion no quede truncada.

Es. por esto que aprovecho este escrito para exponer algunas opiniones, muy per-
sonales, sobre el uso y la evolucmn del cdlculo de variaciones en conexidn con las ma-
tematicas apllcadas.

En primer lugar en mecénica-clésica el calculo de variaciones permite plantear
las ecuaciones de sistemas complicados de una manera ‘sistematica, evitando el pro-:
blema de batancear fuerzas substituyendolo por el de-balaricear enérgias y ehcontrar
coordenadas apropiadas para la -formulacién del problema. Es también una ayuda
valiosa, a veces, para encontrar constantes de movimiento y reducir asi el niimero de
ecuaciones por resolverse, :

Una situacion muy anéloga ocurre en los problemas de’ ecuaciones en derivadas
parciales nuevamente es un gran auxiliar para plantear ecuaciones y encontrar canti-
dades conservadas, En este contexto provee la base y las ideas para los métodos de
elementos finitos, o de Galerkin pafa encontrar soluciones aproximadas a problemas -
de equilibrio. Este tipo de pensamiento ha tenido gran impacto en la ingénieria
moderna. . '

Hay dos usos novedosos del calculo de variaciones y el formalismo canénico aso-
ciado con él en matematicas éplicadas que pueden desmentir la opinién sobre el
célculo de variaciones que he sostenido en esta plética; los expondré brevemente.

En primer lugar se han descubierto técnicas de aproximacion asintotica para pro-
blemas no lineales que tienen como base ideas de calculo de variaciones Y su uso es

natural en ese contexto. Estas ideas han dado luz sobre la naturaleza de estos proble-
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mas y es necesario mas trabajo en esta drea para obtener una perspectiva histérica de
estas contribuciones. e

Por otra parte hay ciertas ecuaciones parciales no lineales que aparecen como
limites naturales de sistemas mas complejos que son sistemas Hamiltonianos de
dimension infinita. Aunque no se sabe decidir cuando estos sistemas son completa-
mente integrables es uno de los éxitos mas grandes de las matemdticas aplicadas en los
{ltimos 10 afios el haber descubierto como integrar explicitamente varios casos parti-
culares. En estos casos el formalismo de la mecénica cldsica extendido a sistemas de
dimension infinita ha iluminado nuestro concepto de interaccion y evolucion de
ondas no lineales que aparecen en varios contextos fisicos. No es ain claro en este
campo, actualmente en desarrollo, cual serd la contribucién del célculo de variaciones
y los conceptos de él derivados. El tiempo pondra en perspectiva valorar la importan-

cia relativa de las varias ideas involucradas.






