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PROLOGO

El 3er. Coloquio del Departamento de Matemiticas se 1levé a cabo en
La Trintdad, Tlaxcala-en Agosto de 1983. Una de las actividades que in-
cluyd fué un-ciclo de conferencias generales de Matemdticas. Aqui estd

el texto de 12 de eltas.

fstas conferenéias estﬁn dirigidas a estudiantes de Licenciatura en
Matemdticas o a personas con un interés comparable hacia las Matemdticas.
Se trata de presentar al lector un poco del material due podrfa encontrar
al continuar estudios de postgrado, aunque en distintas direcciones, con
la suficiente precisiﬁn, claridad y simplicidad para que pueda aprovecharr
su 1ectura.> Este provecho puede tener 2 aspectos: el entender y disfru-
tar los conceptos y resultados expuestos o también el darse cuenta de al-

guna debilidad en el proceso de su formaciSn como matemdtico.

i0jald que muchas personas encuentren instructiva y placentera esta

Tectura!

José Antonio Vargas M.
Editor






CONJETURA DE SERRE

(en 2 variables)

Prof. Carlos Renteria Mirquez
Depto. de Matemdticas
de la ESFM-IPN.

Becario de COFAA.

En 1a pagina 243 de su articulo "Faisceaux Algébriques
Cohérents'" (FAC) Serre escribié: "Uno desconoce si existen -
A-médulos proyectivos de tipo finito que no sean libres™
(aquI‘A=k[k1,...,xé], k un campo). Ripidamente esto fué cono-
cido en el mundo matemdtico como "La Conjetura de Serre". Cul
minando con casi veinte afios de-esfuerzo, D. Quillen y A. --
Suslin, demostraron independientemente la conjetura de Serre

en enero de 1976.

El propésito de ésta conferencia es dar una demostracidn
(debida a C.S. Seshadri) de la conjetura para el caso de dos

variables.

R designari siempre a un anillo conmutativo con 1.
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Definicién 1. Sea P un R-médulo finitamente generado, P
se 1lama (R-médulo) proyectivo si para todo morfismo sobre f: i-
de R-mddulosy para todo homomorfismo g:P—N existe un homomor

fismo h:P—-M tal que g=foh,

Es decir, todo diagrama

P
v
M—>»N —>0

£

“con renglén exacto se puede completar a un diagrama conmutati

vo.

La definicién anterior es equivalente con: Existe Q,
R-médulo finitamente generado, tal que P8Q es un R-médulo 1i

bre.

Todo médulo libre es proyectivo y el reciproco es falso,
ejem. R=2Z5. Entonces Z, es R-proyectivo pues 2,8Z;=R, mids no

es R-libre pues tiene menos de 6 elementos.

G'.n(R) es el grupo lineal general i.e., las matrices in-

vertibles nxn con entradas en R.

SL,(R) es el grupo lineal especial, es decir, es el sub-
grupo de GL,(R) de las matrices con determinante 1. Introduz-

camos ahora el grupo de matrices elementales que denotaremos
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por Epn(R). Este es el subgrupo de GLp(R) generado por las ma-

trices T+re;s; con reR itj. I la matriz identidad nxn ej; la
ij Y eij

matriz con ceros en todas las entradas y 1 en la entrada (i,j).

Observe que la matriz inversa de I+rejj es I-rejj y que
I+reij pertenece a SLp(R) YreR, por tanto Ej(R) estd conteni-

do en SL,(R).

Si M es una matriz nXn con entradas en R, la matriz
(I+reij)M se obtiene de M multiplicando el j-renglén de M por
T y sumando esto al i-rengldén de M. Andlogamente, la matri:z
M(I+reij) se obtiene de M multiplicando la i-columna de M por

r y sumando esto a la j-columna de M.

. La gran ventaja que tiene Ep(R) es que si ?:R——»S es un
morfismo sobre de ani;loe, eutonces el homomorfismo inducido
,Bn(R)——»En(S) (tal que I+reij——+1+?(r)eij) es tambiéﬂ supra-
.Yectivo_jaunque puede.suceder que los homomorfismos inducidos

6Ly (R)—GLp (S) ¥ SLp(R)—SL, (S) no. lo sean!.

Hacemos actuar a E,(R) sobre los renglones de longitud
n de R (=matrices 1xn, entradas‘en'R) y definimos una relacién

de equivalencia como sigue:

(a1,.+.5ap)~(b1,...,bn) si y solo si existe AecEn(R) tal

que (ai,...,ap)=(b1,...,by) A.



Definicidn 2.

Decimos que un rengldén (ay,...,a,) de R es unimodular de

longitud n si

R=Rg,+Raz+...+Raj.

Denotemos por Unp(R) al conjunto de renglones unimodula-

res de R de longitud n.

Proposicién 1. Para a y b elementos de R se cumple que

Goesagonesh,en)~(eeaybyene,-a,...).

NOTA: Aqui, (...,a,...,b,...) es el renglén de longitud
n de R con ceros en todas las entradas excepto quizd en las

que aparecen a y b,

Demostracién. Digémos que a estd en la columna i y b en
la j.

Entonces (...;83,.9e3b,.00)=(ece,b,iv.,-a,...) E, donde
E es la matriz nxn con -1 en (i,j)y1 en (j,i) y 1 en (k,k) Vk,
i$j, k¥i, k§j y ceros en cualquier otra entrada distinta a -

las anteriores, E pertenece a E,(R) pues:

(I+eij) (I-eji)E(l—eji)=I.



Proposicién 2. Si (bi,...,b,)eUny(R) contiene un subren

glén unimodular de longitud menor que n, entonces
(b;,...,bn)~(1,0,...,0).

Demostracién. Digamos que (bil»-~-»bim)eunm(R) es subren
glén unimodular de longitud m menor que n, y sea id{ii,.e.,ipt.
Pongamos bilai;+---*bimaim=1» efectuando transformaciones ele

mentales podemos cambiar bj por
bi-(by,a,% - *bipain) (by-1)=1

luego (b;,...;bn)?(bl;.,.,biil,l,bi+l,...,bn) y ahora transfor
maciones elementales obvias llevarin las bj a 0 para jti,
luego (bi,...,bn)~(0,...,1,...,0). Aplicando 1la prOpoSici&n

1 obtenemos la afirmacidn.
s oy

:PfOpOSiCian'3. Si R es un dominio Euclideans. Entonces ‘
1) Para n>2 y todo (ai,...,ap)eUnn(R), se cumple que

_(31g--e.3n)f(l,0,--e.0?-

'

2) SLa(R)=Eq(R).

Demostracién.- (1) Sea di=m.c.dfa;,dz,...;aj}i>2 con
di=a; asi que

di=m.éf¢{di_1?ai} 132;
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y por hipétesis existe i:il<i<n, tal que dj es unidad; por el

algoritmo de Euclides existen elementos

qj,i'rj,iER j=1,...,mj, 1i=2,...,n

tales que
ag = di-1 a3,i *+ T
dj.y = T4 q,i * 12,
r,i = T2,i 93,5 * T34
rmi;zti B rmi'lni qmi:i mj,1

con rpy,i=dj.

Entonces (a;,az,...,an)~(rml_1'2,dz,a;,...,an)~...
'(rmx—l.i"'"rmi-l,i’di'ai+1""'an)' Como para algdn i,dj
es unidad, aplicando la proposicién 2 se termina la demostra

cidén de (1).

(2) Si MeSLn(R), entonces el primer rengldén de M es uni-
modular (de longitud n), por (1) podemos llevar a M a una --
matriz My con primer renglén (1,0,...,0) y aplicando transfor

maciones elementales obvias llevamos M; a una matriz



con M'eSL;_3(R) y aplicando induccién sobre n se termina la

demostracidn.

Sean k un campo, R=k[x], A=k[x,y].
A={bo+biy+...+byy" [neN, bjeR  i=0,...,n}

S=R-(0) (S es un conjunto multiplicativo)

si £f(x)eS es un polinomio irreducible, entonces

A _ R
TOA - ")) [Y] ’
el cual es un dominio Euclideano; por la proposicién 3, (2) se

cumple que
SLp (A/£ (x)A)=E,, (A/£ (x)A).

Si P es un A-mddulo proyectivo finitamente generado, consi
deremos la localizacidn de P en S es decir:
PS={§|zeP,beS} donde % = g si y solo si
existe deS tal que d(cz-bw)=0, en virtud de que P es proyecti
vo, la igualdad o

a:x=0 con xeP y-aeA-(O) implica x=0. por

tanto es equivalente a decir que §=% si y solo si cz=b.w.

En particular,

’ n
Ag = {3112LXit;;iED_X neN, ajeR,bes),



es decir, As=k(x)[y] con k(x) el campo de ‘cocientes de R,
por tanto Ag es un anillo Euclideano, y en particular, un do-
minio de ideales principales (=D.I.P.). Como Pg es un Ag-mddulc

proyectivo finitamente generado, entonces Pg es AsFlibre.

Teorema. (Conjetura de Serre, caso de 2 variables). Sean
k y A como antes. Entonces todo A-mddulo proyectivo finitamente

generado es A-libre.

- . N ' 2
Demostracidn. La aplicacién P—Pg, z +——y €S un mono-

morfismo. Asi que podemos suponer que P& Pg.

Como Pg es Ag-libre digamos de rango n, sean f,,f,,..,fpeP
tales que forman una Ag-base de Pg y consideremos el A-médulo
libre L=Af:+...+Afn&P; ya que P es finitamente generado, --

entonces existe aeS tal que a,.PgLgP...(%).

Como P es dn A-mddulo Noetheriano, existe un A-submddulo
libre L de P que es mdximo dentro de la familia de todos los
submédulos A-libres de P que satisfacen (*). También como A
es un anillo Noetheriano, existe a€S tal que aA es un ideal
miximo dentro de la familia de ideales rA, reS tales que

r.PgLgGP.

El objetivo es demostrar que a es unidad de R lo cual

implica que P=L,

Supéngase que a no es unidad, entonces a=b.c con b,ce$S
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y b polinomio irreducible (recuerde que S=R-(0) y R=k[x]);
es claro que aAg cA (pues b es irreducible) y por 1la selec-
cién de 'a se cumple que c-P#L. Sea zeP tal que c.z4L luego
b(c.z)¢b.L pero bc-z=a-zeLr}bP por tglnto b.LELAb.P. Consi-
deremos el homomorfismo g:L/b.L ——»i’/b-P, g(2)=b.P+2, su

ndcleo es

(LNb<P)/b.L$0.

Como A/bAﬁ/b) [y] es un D.I.P. y P/bP es A/bA-libre, -
entonces Im(g) es A/bA-libre, asi que nucvl (g) es sumando di-
recto (libre) de L/bL. Elijanse e;,...,e en L tales que
€1,...,e, sean base de L/bL y €i1,...,é, (m<n) sean base
de nucl(g). Si f1,...,f5 es una A-base de L (observe-
que Vi fiﬂ;bL),‘consideremos el automorfismo de L/bL a induci- .
do por a (fi)=éi i=1,...,n, multiplicando por un escalar si

es necesario podemos suponer que det(a)=1, como

SLy (A/b+A)=Ep (A/bA),

existe acEp(A) tal que, mddulo bA es &, pongamos a(fj)=ej
i=l,...,nye},...,e} es otra base de L y éi=&(§i)=éi para
toda i, en particular é"enuc1(§)=(Lnb-P)/b-L, es decir,
e{-b-e';' para algin e} eP-L, considére el A-mddulo libre
L'=A-e{+Ae2+...+Aey, L'C P y ademis LGL', y de aPgLeP se
sigue que aPQL'gP, lo que contradice la seleccién de L.

Esta coantradiccién demuestra el teorema.
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TOPOLOGIA DIFZRENCIAL

Dr. Samuel Gitler

Departamento-de Matem&ticas
CINVESTAV - 1PN

Para fijar un poco- las ideas, consideremos R"

el espa-
cio euclideano de dimensidn n, que consta de (xl)...,xn)

con xisR, los reales.

Un sistema fundamental de vecindades del punto p=(x;,.n,x;)
lo forman los paralelepifpedos {|xi- x;|.< e} =R(p, £;). Dado un
- S
subconjunto X de Rn, lo_topologizamos al tomar como siste-

ma fundamental de vecindades para peX, {R(p,ei)f\x} .-

Sea X un espacio topolégico. Una trayectoria en X es
una funcién continua f: I+X, donde I és el intervalo
f0,11. A £(0) se le llama puntb inicial de la trayectoria

y a f£(1) punto final.
R" X
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Dividinos a X en clases de eguivalencia. Decimos que
prvg si existe trayectoria en X con punto inicial p y pun
to final g. Esta relaci6n es f&cil ver gque es una relacién
de equivalencia, y nhos descompone é X en sukconjuntos ajenos,
llamados componentes por trayectoriaé de X. Designamos

porno(x) el conjunto de componentes por trayectorias de X.

Sea QPX el espacio de trayectorias en X con punto ini-

dial y punto final p. Definimos:
L X, p)= no(QPX)

El espacio pr se conoce como el espacio de lazos en X

‘ . ?
basado en p. Podemos componer lazos

y as{f no(npx) adquiere un estructura alggbraicgz con la com
posicién de lazos/” FO(QpX)@=n£(X,p) es un érupo, el llamado
grupo fundamental'ge 'x{¥ considerado por Poincaré a princi-
pios de siglo. Si itefamos este proceso, poniendo P = lazo

constante en p, podemos definir:

*Aqui hago trampa, pues el espacio pr no es conjunto de Rk y

tiene una topologia mds complicada.

s
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ﬂz(xlp)=ﬂ1(9pxip)=ﬂo(9; (pr))
y asf en forma inductiva, podemos definir

"l‘l (X,p)

los llamados grupos de homotopfa de X basados en p. Estos
son abelianos para n> 2, y fueron introducidos por W. Hurewicz

en 1930.

Hurewicz tuvo una tri3gica muerte en Yucatdn en 1956, al
caerse de una pirdmide, después de asistir a una de las confe-
rencias de topoiogia m&s importantes y qué se celebrS en la
Ciudad de México.

Estos grupos son muy diffciles de caléular, y han dado
origen a un gran ntimero de trabajos de investigacién.

n_ n+l) 2 2
si s ={peR |x1+...+xn+

1=1} es la esfera unitaria
en R™!, es ficil ver que 7 _(X,p)#0 si existe £:5" + X
con £(1,0,...,0) =p y tal que f(s“) no puede defonnarse-en

forma continua a p. En este caso decimos que f es esencial.

En 1931, H. Hopf construy8 por primera vez una transforma-
cién esencial f:s"»sq con p>q, tomando p=3 y q=2,

M&s adelante hablaré& de este ejemplo.
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Un subconjunto M" de R'n+k es. variedad de dimensién n,

si todo punto peM" tiene una vecindad UNM" =V homeomorfa

a un abierto de R" (unibén de vecindades fundamentales). -

n+k . n

)

UMM

Por lo anterior, quiero decir que existen

f:unM” + £(unM®)cR®

g:f (UNMR) s uAMD

donde f£(UNM") es un abierto en Rn; £ y g son cohtinuas

y ademis

g f= identidad en unm®,

fg= identidad en f£(UNM")

g se llama inversa de f y se denota por £?
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Decimos que la variedad es diferenciable si ademds cumple la

Siguiente»condicién:‘ si fr:(u'n M") -> f; (wnmhc R® es otra

vecindad y f' es homeomorfismo , entonces
el unuam®) - £ nunmty,

gue es transformacifn de abierto de R" en abierto en Rn,

es funcidén infinitamente diferenciable.

Poincaré traté de 'generaliiar nl(X; p) al considerar

subvariedades de una variedad.:

Una variedad w"*! con frontera wnte puede describirse

como en el .siguiente diagrama:

n+l

bonde A y B son los tipos de vecindades que hay en
whtl, M&s precisamente, si p es punto interior de W"u,

. n+l : :
es decir en W“'_'1 ~ oW ¢+ P tiene una vecindad@ homeomorfa a

n+l

R y si peow n+l , p tiene una vecindad homeomorfa al

)t:R"'Hl con x_ > 0}.

semiplano Hn +1

={(x1,...,x

+1 n+l
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. + . .
pada una variedad X" k, poderios definir una relacién

n+k

de equivalencia entre subvariecades de X de dimensién n,

. . n+k n n N

como sigue. Dos subvariedades de X : M Yy N son equi
. : n+1 . +

valentes, si existe LY subvariedad de X" k con fronte-

ra la unién ajena de M y N

n+k

Estas clases de equivalencia forman un grupo abeliano
Hn(x) y Poincaré habia,crefdortener una relacifn de dualidad

entre Hn(X) Y Hk(x)’ “la llamada dualidad de Poincaré.

Otro famoso matem§tico, Heegard encontr$ un error en
la argumentacién de Poincaré. Esto di§ origen a que Poincaré
tratara en forma mas abstracta a las variedades y que diera
origen a los complejos celulares y a la teorfa de homologfa
entre ellos, pero olvidando un poco su idea inicial de con-

siderar subvariedades en variedades.

Steenrod, otro gran matem&tico de este siglo,y del cual

tuve la fortuna de ser alumno, en 1947 se preguntaba, ¢cémo
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se puede decidir de una manera efectiva si una variedad cerra-

da MM es frontera?

René& Thom, otro de los grandes matemdticos del siglo XX,
redescubrié las ideas de Poincaré y en 1954 resolvif este pro-
blema, creando técnicas y otros problemas gue han dado un fe-

cundo impulso a la investigacifn en topologfa.

En 1945, Pontryagin habfa encontrado una relacién muy im-

portante entre transformacién entre variedades -y homotopia.

Para describirla, necesitamos definir mds estructuras.

Sea M" una variedad diferenciable en Rn+k. Sea TPM

el espacio lineal de dimensién n gque mids se aproxima a M

en el punto p.




18

Si

™ = TpM
pEM

podemos dar a TM una estructura de variedad de dimensién 2n

Ademds si UD es vecindad coordenada en M

donde = significa homeomorfismo. En palabras, la variedad

tangente es localmente un producto.

En forma anfloga podemos hablar de la variedad normal N(M
dqnde el espacio Np(M) es perpendicular a TP(M) en RMk y asi ]
es de dimensifn k. Resulta que N(M) es variedad de dimensién n+k
también se tiene qf;e N(M) es localmente un producto, es dec:

n 3
N(M)|u = UyXR .

0

Decimos que M es establemente paralelizable si N(HM) . es

globalmente un producto, es decir N(M) X Mx Rk, para X>n.

Pontryagin consider§ tripletas (M", ¢, £) donde
£:M" xn”‘ es transformacién continua, M" es establemente

paralelizable y ¢:N(M) +Mka es un homeomorfismo lineal fijo

con la siguiente relacién de equivalencia:
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M, ¢, £) ~ (N°, ¢%£") si existe (W'Ply, F) donde

.n+1

aw = (M uni6n ajena con N)

‘P'= .N(Wn+1) - wn+1 ka
un homeomorfismo 1inéa1, Yy
Faw™t1s
tales qug
viM= 9, ylw=9',
FlM=£f, F[N=f"
Las clases de equivalencia forman un grupo Qif(x) que

estd muy relacionado con LI (X) . De hecho Q:r(x) es el

n-grupo de homotopfa estable de X, (el cual se puede definir

como sigue: Dado un espacio X con punto base Xgr. defini-
mos - IX, suspensién de X como el espacio que se obtiene

de x % I al identificar a un punto (Xx O)U(Xx §U(x0x I). Es

§&cil. ver que - zs™~s"*1,
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y que s + X indute sP*'. X, Esto da

'rrn(x, X0 ) + nn+1(ZX, xo)

homomorfismo y si X es un espacio decente, como lo son las
variedades lisas, existe N tal que nn+k-(£xx,§o) se identi-
fican con

{ }:k+lx, Iy

To+k+1 o) si k>N.
Esta relacifn fundamental nos permite pasar de topologfa

algebraica, a topologfia diferencial y viceversa.

Quiero terminar dando dos resultados muy importantes, cu-
yas demostraciones no sonmfias pero que les daridn un poco del

sabor dée los argumentos que se ultilizan.
El primero es un resultado de Brouwer.

Sea f:X + X wuna transformacién continua. Decimos que

f tiene un punto fijo si existe xeX tal que £f(x)=x.

Sea D"

el disco unitario en R"

, 2
D"={(x1,...,xn)eRn~ }:xigl)

Teorema de Brouwer. Toda transformacifn continua del disco
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eh el disco, £:D" D" tiene un punto fijo.

El argumento a continuaci6n es debido a Hirsch, seg@in no-

tas de Milnor.

Lema. No existe £:M+3@sM diferenciable tal que

£|aM = identidad.

Supongamos que s existe f y sea pedM valor regular
de f. Entonces f-l(p) es variedad diferenciable de dimen-
si6n 1. Ahora p es también valor regular de f|3M=identi-

dad, por lo que
at 1 (p) = £ 1 (p)nam=p

Pero f—l(y) es compacto y se demuestra que las fnicas varie-
dades diferenciables, campactas de dimensién 1 son unién ajena de un nmero

finito de cfrculos y segmentos, péro entonces Vaf_l

(p) tiene’
un n@mero par de puntos. Esto es una contradiccién a la exis-
tencia de £,

Corolario. Toda transformacifn diferenciable £:D"+D" tiene

un punto fijo.

En efecto, si f no tiene punto fijo, definimos h:p"+g""1

como sigue: Consideremos el segmento que va de x a f(x)
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-1
y lo extendemos hasta gque corte a s®™, Y ponemos

h(x) = punto en s ! m&s cercano a x en la recta que une

X con f(x) .

h(x)

Es ficil ver que h(x) es diferenciable y que h:Dn-rsn-]

es tal que h|s” ! =identidad. Esta contradicci6n nos da que

f debe tener un punto fijo. Finalmente tenemos para £:D">D"

continua que podemos aproximarla por funciones diferenciables.

Dado €>0, el teorema de aproximacién de Weierstrass

dice que existe un polinomio P tal que [|£(x) -P(x)||<e.

Pl(-:-(z: , Pl (x): D" +D" es diferenciable.

Si ponemnos Pl(x) =
Si ahora f(x) #x para toda xeD", entonces | £f(x) -x ||

tiene ' n mfinimo u> 0.

Si hacemos & tal que ||P1(x)— f(x) || <u, entonces P, (x)
tampoco puede tener un punto fijo. En efecto,si Pl(x) =X,

tendrfamos ||x - £ix)]j= ||Pl(x) —x+x-£(x)|| = ||P(x)- £0)] >n
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Pero como Pl(x) es diferenciable, hay una contradiccién, lo

que establece el resultado de Brouwer.
Una generalizacién tremendamente importante de valor re-
gular, es debida a Thom y aparecié en nuestro Boletin de la

Sociedad Matemdtica Mexicana en 1956.

Transversalidad: Sean £: M"+N" Qiferenciable y X% subva-

riedad de N". Decimos gue £ es transversa a x9, si para

todo pef-l(Xq) tenemos:

df(TpM) +Tf(p)X=Tf(p)N

es decir, la imagen cdel espacio tangente a M en el punto p
y el espacio tangente a f(p) en X generan el espacio tan-

gente a f(p) en N.

Ejemplo de interseccibfn transversal:




24

de interseccifn no transversal

En el caso en gue X? es un punto, Tf(p)xq==0» y obte-~

nemos que df es sobre, es decir que f£f(p) es valor régular.
Lo importante de esta nocién es ‘que

1) £ 1(x9 es subvariedad de dimensién m-n+q en M®
2) Dados f:M"+N" diferenciable, X? subvariedad de
N, y €>0, existe g diferenciable con [f-g]<e tal

qhe d es transversal a x9.
Veamos ahora el ejemplo de las transformaciones
f:87 + s5° .

- 81 € es una tal 'y p y q son valores regulares de f,
entonces f_l(p), f_l(q) son variedades cerradas de dimensién
1, es decir, son unicnes finitas ajenas de c;rcuIOS. Para cada
uno de estos cfrcules ¢ en f'l(p), sea D un 2-disco en
s con 3p=C. Hacemos transversal D a £ l{q). Asf

D ﬂf-l(q) consta de un nt@mero finito de puntos.
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Escogemos una orientacifn para T(S3) , es decir, tenemos

dada una base para Tx(S3) que varfa constantemente con x.

Si ahora x eDﬂf_l(q) » hnos fijamos en la base que se
obtiene para Tx(s3) al tomar una base para Tx(D) seguida
de una base parg Tx(f_l(q)). Ponemos s{X) =1 si la base
asf obtenida puede transformarse en la base escogida por medio
de una transformaci_dn no singular de determinante positivo.

En caso contrario, ponemos s(x) =-1. Ahora definimos:
H(E) = [ s(x),

donde la suma varfa sobre todos los puntos en U(Daﬂ 1:"'1 (g))
con las Da discos, uno por cada circulo en f-':l (p).

Se demuestra que H(f) solo depende de la clase de homo-
topfa de f en 173(52) Y que H(f) =0 si £f es
nul -homotépica.

Construimos ahora una f:s3 ->52

con H(f) =1 como sigue:
Consideramos a S3 como la esfera unitaria en (I:z, es
" 3 - -
decir, §° = ((21,22) ]zlz1 + 2,2,=1} ya s2 como las
clases de equivalencia {21,22] con (zl,zz)\eu:xa:-(o,O), con
relacién (zl,zz)m(zi,zi) si y s6lo si existe Ae€ -{0} con

z!=)z..
i i
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Entonces 'f:Sa + 82 viene dada por f(zl,zz) = [21,22],

-1 1

£(p) y £

ver que H(f) =1. Luego por lo anterior, f es esencial.

(q) constan de un solo circulo y es f&cil



1]

{2}

(3]

[4]

(5)

(6]

27.

BIBLIOGRAFIA

Antoniano, E. y Gitler, S. Topologfia Diferencial. Publi-
caciones del I Cologuioc del Departam.nto de Matemdticas,
Centro de Investigacién del I.P.N. Oaxtepec, Morelos.
Agosto de 1979.

Guillemin, V. y Pollack. Differential Topology. New
Jersey: Prentice Hall, 1974.

Hirsch, M.W. Notes on Differential Topology. Department
of Mathematics, University of California, Berkeley, 1973.

Milnor, J. Topology from a Differential Viewpoint.
University of Virginia Press, 1965.

Pontryagin, L. Smooth Manifolds and their Applications
in Homotopy Theory. Amer. Math. Society Translations,

_Series 2, II(1959) 1-14.

Spivak, M. Calculus on Manifolds. New York: Benjamin,
1965.






APLICACIONES DE'. INTERVALO

Pedro Armenddriz Morales

Tiempo atrds un amigo me decfa que conocemos-muy poco de las funciones,
;

ain de las de una variable, excepto quizd las transformaciones lineales

y de estas podemos decir algo si podemos responder a cuestiones relati-

vas a sus valores propios.

En esta platica trataré de explicar que se conoce y desconoce de funcio-
nes de un intervalo cerrado en si mismo, las que llamaremos aplicaciones
y cuyo estudio estd muy en voga principalmente por parte de cientificos

no matemSticos, por el gran nidmero de usos que han encontrado de éllas.

Un modelo muy conocido en dindmica de poblaciones es elrp;opuesto por
Verhults en el siglo pasado, en el cual la dindmica de una poblacidn
u(t} es regida por la ecuacién diferencial 4 = au - bu? que bajo el
cambio de variable x = bu/a se convierte en X = ax{(1 - x). Su contrapar-
tida discreta es el estudio de la aplicacidn f(x) = ax{1 - x), si f(x)
nos da la poblacidn digamos cada afic y al n-&simo afio tenemos una pobla-
cién X0 al afo siguien;e tendremos la poblacidn xn+l=%(xn)=a xn(l -xn).
Pero, ! qué sucede con X cuando n crece 7, L que tanto depende del va-

lor inicial xo y del valor del parémetro a ?.
Examinemos algunos ejemplos mas de cerca.

Tenemos de partida la aplicacién f: | —>1 con | = [b,l] y f{x)=ax(1-x)
para 0<ash, su derivada es f'(x)=a(1-2x) y tiene por tanto un maximo en
x = 1/2 con valor f(1/2)=a/L. Para que tenga un punto fijo aparte del ce-
ro, esto es un punto x para el quex=f(x} y x#0 necesitamos que x=ax{1 - x)
es decir que 1 = a(1-x) y como x est3 entre 0 y 1 necesitamos que 3 sea
mayor que uno, y en este caso el punto. fijo no cero es x =1 - 1/a. Note -
que f'{1 -1/a) = a(1-2(1-1/a)) = a(-1 + 2/a) = 2 -a.
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En la figura de arriba hemos graficado una de estas parbolas y algunos
~de los interados de un punto x,. Recuerde que para'oBtener graficamen-
te los iterados de x,, tomamos-x.~en el eje horizontal, y x, es la altu-
ra de la pardbola en el punto x,, para encontrar.x2 vamos horizontalmen-
te hasta tocar la diagonal y luego subimos por la vertical hasta la pa-

rébola, etc...

Observe que en nuestra grifica los iterados de x,, se acercan cada vez
‘mds al punto fijo X ésto es debido a que en el ejemplo grafico a<3 y
por tanto | f' (x)] = |2 - af<1 y si y es cercano a X como

fly)=f(X) + (y-%x)£'(X) = x + (y-x)f'(X) pues X es fijo, vemos que
Ae(y) -xl<ly - %l es decir % atrae a los puntos cercanos a é1 y lo 1la-
maremos un atractor. En nuestro caso, ¢ X atrde a todos los <y<1 7.

Trate de probarlo.

Ahora, si estudiamos la siguiente figura, no vemos ninguna regularidad

en la ordenacidn de los-puntos y si comparamos las dos sucesiones siguien-

tes vemos que en ambas no parece haber orden alguno, sin embargo, la pri-
~mera es upa sucesién de nimeros aleatorios y la segunda son los iterados

de x , =ax( -x ) para a = 3.87, xo = .795



31

Y

SUCES 10NES
.739 |.795
.789 1.631
.016 {.902
.988 |.344
.666 |.873
.252 |.429
.951 |.948
437 1.190
<149 1.536
.378 [.932
.566 |.245
L459 |.715
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Por el argumento contrario al caso del punto fijo atractor, podemos de~
cir que en este caso el punto fijo X repele a los puntos cercanos a El

y le 1lamaremos un repulsor. Pero, ¢ qué pasa con las otras, con los
iterados de otros puntos ?. De aqul en adelante a la sucesiGn de itera-
dos de un punto, le llamaremos la Srbita del punto. Nos podemos pregun-
tar si hay 6rbitas periddicas, es decir, si para alguna orbita {xn} se
X_ - en caso que p sea el menor entero positivo para

ntp  'n
el cual se satisface la igualdad anterior decimos que la 6rbita & el

cumple que x

punto es de perfodo p-. Por ejemplo un punto x ae periodo dos es un punto
para el cual x = f(f(x)) = flax(1-x)) = a[ax(l -x)] [l - ax(1 -x)] , ésta
es una ecuacién de cuarto grado que podemosv(?) resolver y ver para que
valores de a la ecuacién tiene solucidn. También noé.podemos preguntar;
-si esta drbita {x,f(x)} es atractora 6 repulsora, esto es,si y es cerca-
no a x, es cierto que f2(y}, f*(y),... estdn cada vez mis cercanos a x

6 m3s alejados (similarmente para f{x)). Por " entendemos aplicar f

n-veces.

Al vartar a de 0 a 4, vimos que si a<t el dGnico punto fijo de f es el
cero y no es dificil ver que todas las Srbitas tienden a €1, es un pun-
to fijo atractor; para 1<a<3 vimos también que aparece un nuevo punto
fijo 1-1/a que es atractor y ahora el cero se convierte en expulsor;
para 2 3 el punto fijo 1 -1/a se convierte en expulsor, a estos valo-
res de a, 1y 3 en los cuales al pasar por ellos,.cambia radicalmente
el comportamiento de la aplfcacién les llamarémos puntos de bifurcacidn.

¢! Hay otros valores de este tipo ?

Nos hemos ido dando cuenta que la dindmica de aplicaciones del intervalo,
ain en casos elementales, no es tan simple como a primera vista parece.
En lo que sigue daremos un repaso, mésbo menos histérico, de lo que se
conoce del comportamiento de estas aplicaciones y los métodos utiliza-

dos en su estudio.

Podemos rastrear el estudio de aplicaciones del intervalo al trabajo he-

cho por Gauss y posteriormente por Borel, el trabajo de Gauss es sobre
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el estudio de las p}opiedades aritméticas y asintSticas de los ''decima-

les" que fintervienen en los desarrollos en fracciones continuas de nime-

ros de [0 IJ en base 2 & 10, Gauss construye una medida invariante para
1 1]

1a aplicacidn ¢(x) = {—} = %7 Ixl e deur la parte fraccionaria de

1/x, como siempre [y] sngnifica el mayor entero.menor .que Y.

La medida invariante que €l encuentra viene dada por la densidad
p(x)-= 17—;—571?;- lo que significa que ~
]b p(x) dx = !b pa(x)) 4.

aT+x Tax
para cualquier funcién integrable f y cualquier a y b entre Oy 1.

La demostracidn de este hecho no es dificil y puede ser encontrada en
el libro de Ja. Sinai "Introduction to Ergodic Theory' 6 en las notas
sobre Teoria ErgSdica de W. Szlenk publicadas por el Departamento' de

Matem3ticas del CIEA.

Siguiendo en la historia, muy posteri.ormenté, encontramos el trabajo-de :
Ulamy von Newmann (BAMS 53-1947) en el cual prueban que la aplicacion-

¢(x) = 4x(1-x) tiene una medida invariante con densidad.

p(x) = == 1 (e
M3s tarde, en Ioé 50's, Renyi estudia la aplicacién ''lineal"
o(x) = {Bx + a)= (Bx ¥a) - [Bx+a)

y después Parry y Rohlin, generalizando los resultados obtenidos

por Gauss.

-Esta generalizacidn es '1a siguiente: Si g:EO,H—>[0,mJ con m éntero ma-

yor'que 1y g'(x)>1 para todo x y f(x) = {g(x)} = g(x) - [g(x))
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; ; ; , - § olx;)
Una densidad p(x) dcbe satisfacer que p(x,) = Z §T1i77
donde la suma es sobre los x, con f(x ) = xo, €sta ecuacidn es soluble
y ademds si g tiene deruvadas conttnuas hasta orden r entonces p las

tiene hasta orden r - 1.

En los afos 20's Birkhoff demostrS un teorema muy importante acerca de
las aplicaciones ¢ que preservan una medida, en el cual se asegura que

para toda funcidn cuyo valor absoluto sea integrable ei ITmite

n

lim 1
nie n

z F(64(x))

existe para toda x en nuestro espacio. Si dada una funcidn arbitraria
este limite no depende de la x, el-sistema es 1lamado ergédico. El que
un sistema sea ergSdico es de gran importancia fisica, pues a grandes
rasgos nos dice que si f mide una magnitud fisica de un sistema digamos
microscpico {pensemos en un gas y la presidn del gas) podemos definir
1a magnitud macroscdpica a través de promedios. También actualmente la

Teoria Ergddica es una rama de las Matem3ticas de un gran desarrollo.

Otra manera de definir la ergodicidad de una aplicacién ¢ del intervalo
en el caso que la medida tenga una densidad p(x) como los casos de arri-

ba es diciendo que si A es invariante bajo ¢ es decir ¢(A)=A entonces
1 ]
Io xA(x)p(x)dx =061
donde X, es la funcidn caracteristica de A que se define como

1 si xestienA
XA (X) =
0 si x no estd en A

No es dificil construir una medida invariante para una aplicacién a tra-
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vés de promeduos, esto es un teorema de Bogollubov y Knllov de Ios afios
30's, pero estas medldas tlenen muchas veces propiedades no deseadas,
nos podemos. preguntar acerca de la existencia de una medlda invariante
bajo 1a .cual nuestro snstema sea ergddico. Un resultado de este tipo
con hlpOteSIS muy generales es debido a Lasota. que apllcado al caso

del |nterva|o, asegura que Ia exlSteﬂcna de un punto de perlodo multa-
plo de 3 |mpl|ca la existencia de una medida invariante "buena” que ha-‘
ce al sistema ergodnco, ademas, prueba que casi todo punto es estaciona-
rio ya la vez turbulento, donde por estacionario entnende, los puntos
para los cuales el limite-en el ‘teorema de Blrkhoff existe y por turbu-
lento los x . para. los. cuales el conJunto L(x) {yl hay una- subsucesién

de{¢" (x)} tendiendo a y} es infinito.

Ruelle en 1977 encontrd que si (a-2)2(a+2) = 16, -aproximadamente

= 3.67857...., la aplicacidn. ax(1 -x) tiene una medida "buena" (con
densidad )invariante, Jacobson e571978 prbbé que para un conjunto 'per-
fecto" .de a's entre 0 y 4 existe la medida y Bowen en 1978 probS que si
la trayectoria de x = 1/2 "'pega' en un punto periédicoirepulsivo, exis-

te dicha medida.

En 1975 aparecid un articulo de Li y Yorke en el-que-aseguran que perio-
do 3 implica caos (A.M. Monthly 82-1975) aquf entre otras eesas prueban.
que para aplicaciones como las mencionadas hasta ahora, Ta existencia

de un punto.de periodo 3 implica la existencia de puntos de.cualquier
perfodo. Este resultado es un caso particular de un teorema de
Sharkovskii (1964) en el cual l{stq los enterés positivos como sigue

3l 5y 75 Sy5.evy 3'21; 3'5,-‘-'--)3'22’-'-)"'1;23)223 2

y et teorema asegura (baJo hlpoteS|s muy generales) que 1a exnstenc:a
de un punto de perfodo n implica la existencia de puntos de todos los
periodos que siguen a n en la lista, Por ejemplo para la aplicacién cua-

drdtica ax(1-x) se puede probar que si a>3.57 entonces hay un punto de
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perfodo 3. Posteriormente Stefan demostré de una manera mas simple los

resultados de Sharkovskii, dando uns generalizacién de ellos.

Al afo sigulente Smale y Williams publican un trabajo (J. of Math.
Biology 1976) donde estudian la aplicacién cuadritica ax(1-x) para

a = 3.83 y donde prueban que la érbita de periodo 3 es el Unico atractor
y el nimero de puntos de periodo n es Nn =1+ Fn+z +-fn_z, donde Fn es

el n-8simo nimero de Fibonacci.

En su demostracidn Smale y Williams encuentran ciertos subintervalos
a,B,Y Y 8 y ven que parte de a y § bajo la aplicacidn van a parar en a,
parte de ay Y van en B y parte de By Yy van en Y . Esto lo expresan con

1a siguiente matriz

_a’ 8 Y [,
a 1V, 1.0 0
g fo 0 T o
y Jo 1w o
A ISP S

la cual se llamé posteriormente matriz de regiones. Los nimeros de
Fibonacci aparecen porque la submatriz entre lineas punteadas generan

dichos nidmeros.

PifRa et al. {(Preimpreso de 1a UAM-1) utilizan también el s{mbolo

Oamé
S

el cual indica la informacién contenida en la matriz. Un ejemplo de la

gréfica de una aplicacién tal es
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Ellos hacen notar también que la traspuesta de la matriz de Smale-

Williams tiene loé‘unos formando.una U y que esto sucede en las aplica-
ciones cuadraticas (pardbolas) y en trabajo posterior ven QUé los unos
en la métriz de regionés para las cdbicas es en forma de N\ como son en

cada caso las formas de pardbolas y clbicas.

Como en toda actividad humana al tratar de resolver un problema en Ma-
tem§ticas, siempre tratamos de transformarlo en un probléma mis simple
y si es posible en un problema ya resuelto. Asi, hemos visto que pode-
mos "'guardar' la informacién esencial del comportamiento dindmico de
una aplicacién en una matriz 6 en un diagrama con flechas, discretizan-
do en cierto sehtido, un problema contfnudf pues de hecho es el aspecto
discreto el que si podemos manejar. Si en cierta manera podemos trasla-
dar la informacién de un-sistema g: X —»X muy conocido 6 muy simple
de estudiar, a una aplicacidn f: | —1, habremos resuelto en gran-par=
te el problema de describir la dindmica de f. La traslacién de la' infor-
_macién la hacemos por medio de una aplicacidén h de | en X (6 de X en 1)
que preserve las propiedades de f y g entendiendo por ésto que

i
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P —f
h‘ ‘h
o —3 5 x

es decir hef = goh en este caso se dice que f y g son semiconjugados
{conjugados si hes 1~1) y a h se le 1lama una semiconjugacién (conju-

gacién si h es 1-1).

Para ilustrar este aspecto lo haremos por medio de un ejemplo, que aun-
que saliendofios de las aplicaciones del intervalo es muy sehcillo de en-

tender.

Considerémo;’R el cuadrado de lados 1 y la transformacién de R en R que
primero aplasta R en el rectingulo de base 2 y altura 1/2, y luego cor-
ta éste a la mitad y la segunda mitad la sobrepone en la primera, como

en la siguiente figura.

1/2 1/2§.....

\4
r

4

Esta transformacidn es 1lamada del panadero, por que es la accidn que

efectda el panadero al amasar el pan. En coordenadas puede expresarse
como

(2x, 3y) si 0ex<1/2
P(X.Y) = 1
(2% -1, 3 (y+1) si 1/2¢xs
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Note que P preserva-area, pues la primera parte de P (en la figura)

es lineal de determinante 1.

Ahora tomemos el espacio de sucesiones dobles de O%s y 1's que denotare-
mos por 1= {...,a_l,ao,al,...l éi'= 06 1} en I podemos definir una
-b
distancia d({a_ , b }) = a y una medida de probabilidad al
n n nz_m 2Ini
asignarle a 0 y a | el valor de 1/2 y tomar el producto. En I podemos

definir la traslacién a la izquierda 0 : ¥ —>F por medio de

o({an)) = {bn] con bn =3, No es dificil verificar que g es continua

con inversa continua y que preserva la medida.

Podemos definir h: I —> R por medio de h({an}) = (x,y) con

T a T a
X = Z —=n_ y = Z n
n=0 2"*' n=1 2"
Sin mucha dificultad se puede comprobar que heP = geh i.e.

——> R
) hl Ih

note que h tiene inverso Unico excepto en los puntos que tienen expre-
sién.binaria de dds distintas maneras (colas de 1's) pero este conjunto

tiene '‘area' cero en R.

El sistema del espacio de sucesiones es llamado un esquema de Bernoul 1i

* por la analogia con el lanzamiento de una moneda.

Hemos reducido el estudio de una transformacién "continua' como P al
estudio de una transformacién ''discreta® como es ésquema de Bernoulli.

Esto se llama 1a Dindmica Simbélica de P, también asi al estudio de los

esquemas de Bernoulli.
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Mas generalmente dada una grafica orientada (red) por ejemplo

O/-\\O
1 1 1
y su matriz de incidencia A=10 1 0| = (aij)
0 1 0 )

Podemos tomar en el espacio [ de bisucesiones con entradas entre 1 y n
(en este caso 1, 2, 3 );unicamente las sucesiones {xn} que satisfacen

a = 1.
X
xn. n+1

Asi por ejemplo si tenemos que X, = 3, X, tiene que ser 2 pues solo hay
flechas de 3 a 2, x, y todos los que le siguen deben de ser 2 pues de

2 s6lo se puede ir a 2, x = 1 pues de 3 sGlo se puede venir de 1, etc.

-1
A este conjunto lo llamamos las sucesiones admisibles de A y lo denota-

mos por ZA' tenemos aqui también la traslacién a la izquierda, etc.etc.

En el caso de la aplicacién del panadero, tenemos dos sfmbolos y todas

las bisucesiones son admisibles.

El estudio de la Dindmica Simbdiica fue introducido por Hadamard (1898)
en el estudio de flujos geodésicos, trabajo que fue continuado por |
Hopf en los 40's. Smale y Williams utilizan la dindmica simbSlica en

1a prueta de lo antes mencionado.

Bowen estudié la dindmica simb8lica de las aplicaciones del intervalo
y ‘Li y Yorke, en el trabajo mencionado con anterioridad la usan de la
siguiente manera: Supongamos que f es una aplicacidn continua sobre

}0,1] y hay un conjunto finito S con f(S)CS digamos S = {b°<bx<"'<bn}'
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Definimos una matriz de transicién A = (aij) por medio de 3 =1 si

(f(bj_l), f(bj)):)(bi-l’bl) a una sucesidn admisible {xn} le asocian
AL
k=0 [ %=1 %k

Es también de gran {nterés en el estudio de la din3mica de aplicaciones,

el conjunto

encontrar invariantes de conjugacidad, esto es, nimeros que nos ayuden

a decidir si un sistema es o no conjugado & otro. Uno de estos invarian-
tes es la Entropfa de una aplicacién, este concepto fue tomado de la
Teorfa de Informacién de Shannon por Kolmogorov y dos aplicaciones con-

jugadas- tienen la misma ertropia aunque no alrevés.
Veamos como se define esto.

Consideremos una aplicacidn de un cierto espacio en si mismo ¢ : X—>X

que preserva una medida de probabilidad p.

- Dada una particién a de X definimos h(a) = -] p(A) 1n p(A)
Aea

t

Dadas dos particiones a y B, definimos la particién aVB = {A B|Aea,BeB}.
Definimos la entropia de ¢ respecto a la particién a como

-1
n a)

h(s,a) = 1im Lh (avéav....v¢
)
donde ¢ka = {¢k(A)]A€u}

y la entropia de ¢ respecto a p.

h ($) = sup h(¢,a)
P a
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No es dificil ver que la entropia del esquema de Bernoulli conjugado a
la aplicacidn del panadero es In2 y por tanto la entropfa de la apli-

cacién del panadero es In2.

Un concepto mas general de entropfa que no depende de la medida p fue
introducido por Adler, Konheim y Mc Andrew (TAMS-1965) que es la Entro-

pia Topolégica esta entropia resulta ser

h(¢) = sup hp(q‘))-
p

donde el supremo es tomado sobre todas las medidas invariantes p.

La entropfa de una aplicacién nos mide en cierto sentido, qué tanto
'revuelve" la aplicacién los puntos del espacio, entre mas grande es la
entropia mas revuelve los puntos; asT por ejemplo, una isometria tiene

entropfa cero.
! Qué podemos decir de la entropia de una aplicacién del intervalo ?

Consideremos C2(1) = {f:1 —>1|f tiene segunda derivada continual en
este espacio podemos definir la distancia entre dos funciones como
d(f,g) = sup {[f(x) - g(x)| + |f'(x) - g'(x)] + |F'*(x) - g"(x)]}.

xel
En este conjunto tenemos definida la funcidn h que a cada funcidn le

asigna su entropia h:C2(1) —R.

Fué probado por Bowen (1977) que el conjunto de puntos de continuidad
(respecto a la distancia definida arriba) es un conjunto "‘grande" (re-
sidual). También esto mismo fué probado por Misiurewicz y Szlenk (1977),
€llos encontraron que si para todo x,6 f'(x) 6 f''(x) son distintas de
cero, entonces f es un punto de continuidad de h. Adem3s, encuentran que
si'cn es el nimero de intervalos maximales sobre los cuales f" es mond-

tona entonces



43
h(f) = lim %-Iog c, < lim sup~% log Card {x|f"(x) =
donde Card {x]f"(x) = x} denota el nimero de puntos de perfodo n.

Los.métodos usados por-Misulrewicz y Szlenk son esencialmente propleda-

des del operador de Perron-Frobenius que se define como
fg(X) = f XA(S)Q(S)ds donde A = {y[0 <f(y)<x}

y propiedades de la derivada de Szhwarz que se define como -

f 1]
st () = Lol - 3 (Eldye
Note por ejemplo que si Sf<0 entonces hay un inico punto x para el cual

f es convexa en (0,x) y concava en (x,1) & viceversa.

Para el operadof de Perron-Frobenius se puede probar Que si g es un punto
fijo del operador Pf es decir Pfg = g entonces g es una densidad para
una medida invariante bajo f y al revés también.

Milnor y Thurston (1978) encuentran también los puntos de continuidad -

de h pdr métodos distintos a los anteriores.

Ellos empiezan estudiando aplicaciones del intervalo que tienen un sélo
méximo & un s6lo minimo como el caso de las aplicaciones cuadriticas
ysix = fM(x) = f(xn-x) definen €; = e(xi) como | si f es monStona
creciente en X -1 si es decreciente y 0 si es el punto critico. Prue-
ban singran dificultad que si ¥, tiende a una érbita periddica de periodo
n, entonces la sucesidn (ck} es eventualmente periddica de periodo n,

es decir, de un i en adelante €ien = € Y al revés si la sucesidn {gi}

es eventualmente periddica de periodo n entonces los X3 tienden a una

Orbita periddica de periodo n & 2n.
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Si para fijar ideas tomamos f como un minimo note que si €5(x)<eq(y)
entonces x<y, mas generalmente si n es el mds pequefio € (x) dc (y)
entonces es equivalente que x<y i que s.(x)e {x)...e (x)<e.(y)...e (y).
Definen entonces el niimero § = en(x) = go(x)e, (x). ..en(x) Note que
6, =1 (-1) 'si " es monétona creciente (decreciente) alrededor de x.

Consideran luego el espacio de series formales con coeficientes enteros
z [t] en este espacio se puede definir una distancia por ejemplo

-]
d(y antn,z bntn) =3 l—a-ﬂ-_Tb-ﬂ-]— y el orden natural de las series:

n=0 2

n n_. .
Zant < ant si la serie Z(bn-an)t (b, -2 )t + (b
cumple con bk-ak>0.

k+1 A

Deflnen después la funccon 6:1 —Z [[t]] como 8(x) = 26 " y ven que
es mondtona creciente. Defmen adem3s el invariante Vv como '

v e B{ct) = lim 6(y) donde c es el punto critico y los niimeros Y, como
. yve - .

el niimero de cruces, es decir, el nimero de veces que -1a funcién
en(x) = e(f"(x)) cambia de +1 a -1 o de <1 a'+1, en otras palabras Yo
es el nimero de soluciones a la ecuacién f"(x) = c; por definicién Yo =

o _ T, D Ly S
forman la serie Y = Zynt y prue§an que Y = DS
Entre los ejemplos que dan Milnor y Thurston estén:

1

1) Para f(x) =x2 +1, v=14+1t4+1t2 +..‘.=l—_t- y por tanto y =
B 1-t
2) Para f(x) = x®-1.,v=1-t-t2+td+t" -+ o= 7T
’ - - 2
3) Para f(x) = x*-1.75p= 1=t -t 4¢3 t* - t°+ ...= L 3 t tat
: R _"+‘t +\t2'_ 3. 3 e b L
yaqufyn—]_t_t2—1+2t+10t+6t + 10t + ...

y Yn/Z es el n-&simo nidmero de Fibonacci.

)tk + ...
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4) Para f(x) = x2-'2, v=1-1¢t -2 -¢’- ...='l->2t el menor-v posible
1 -t

y vy= 1_—‘2:-= 1+ 2t + bt o+ B 4Ll e mayor Yy posible.

(Note que para f(x) = x? se da lamas grande v = 1 + t + t2 + ...)

Después definen s = lim "/f; y 'a funcién ©: | —>I_ como
e(x) = 0(x) (prueban antes que este nimero est3 bien definido,
x=1/s . -

: _ | -s s
la serie converge) y donde I, = [ e l] .

Pruebdn que O es continuo, mondtono y satisface que
o(f(x)) = F(e(x)))

donde F: 1, —1 estd definido por F(y) = s(|y] - 1).

Note que si como Misfurewicz y Szlenk definimos ¢, como el ndmero de in-

- P n P
tervalos maximos donde f es mondtona

$=lim ".’c:

y por el. resultado de Misiurewicz ySzlenk
h(f) = log s.

También Block, Guckenheimar,Misiurewicz y Lai-Sang Young (1979) estudian

las aplicaciones del intervalo. Su método es el siguiente:

Dada una aplicacidén f:1 —pI1, decimos que un intervalo J cubre a L si
hay un intervalo K&J con f(K)D L y decimos que J cubre a L n-veces si
hay intervalos ajenos Kx"""Kn con f(Ki)D L.

SiAs= “1"""5} es una particidn de | en intervalos de A grifica de

f es una grifica generalizada orientada con vertices '1"""5' tal que
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si ll cubre a 'j n veces pero no n + 1. veces, hay n pero no n + 1 fle-

chas de t, a |..

Por ejemplo _ -

, . |s.;D/'

vl h'

g
"P‘

w
Y
U
|

—
‘l

..G *

-
=
.
~

N

e e ® ae e
~

V

Note que en-la gréfica l1 cubre a Iz, jz.cubre a ll dos veces y a Iz
también dos veces e I3 cubre a I3 y a.]z . Adgmé;, si hay intefvalos
J°""“’Jn-1 con flechas J, +Jl+...*3n_l*Ju en la grafica, entonces
hay un punto en J, de perfodo n. En el ejemplo, la§ dos flechas de l2

2 I2 indican que hay dos puntos fijos en l2 y la flecha de I3 a ls indi-

ca un punto fijo en 1 , esto es muy claro.
.

A la grafica G le asociamos la matriz M = (mij) definida por mij = ni-

mero de flechas de li a Ij en nuestro ejemplo

(=]
-
-

-y definimos h(G) = log r donde r = max {]A}:\ valor propio de M}.

" Block €t al. prueban que h(f)>h(G) con h{f) calculada a 1a f restringida
-] .
ad=N £().

n=0
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Ellos demuestran también usando algunos mds refinamientos que si f tie-
ne un punto de periodo pZm con p impar mayor que 1, entonces
- 4 _ %,
h(f) ;-15 log AP donde Ap es la raiz m3s grande de xP - 2xP7 - 1 = 0.
2

" Adem3s generalizan los resultados de Sharkovski i y Stefan para algunas
aplicaciones del circulo. o

Por Gltimo, volviendo a las- aplicaciones cuadriticas ax(l - x), en 1975
feigenbaum, definid Xn como el valor del pardmetro a para el cual el edrero
de atractores se duplica por n-&sima vez (recuerde que como vimos ante-
riormente para a<3 hay un sélo atractor, el punto fijo,y al pasar por 3
aparecen dos puntos periddicos que son atractores convirtiéndose el pun-
to fijb en expulsor). Por medio de una calculadora, calculd los cocientes

An-l-x B xn 2 . .
Y noté que &stos, al crecer n se aproximaba a un némero §
+ ]

nez = Mo

aproximadamente 4.669201609103, hizo los mismos cilculos para las apli-
caclones f{x) = amsen x y también para otras, obteniendo siempre el
"mismo" nimero, por lo cual decidid que ta § es una constante universal.
Esto parece haber sido probado por Guckenheimer, por Eckman y Collett y
_por Lanford independientemente, pero hasta 1a fecha desconozco la demos-

tracién.

Creo haber dado un panorama mas o menos amplio de la dinimica de aplfca-
ciones del intervalo, sus dificultades y logros, y espero que esto sir-

va para interesar a algunas personas en el estudio de este tema.






CADENAS Y CAMPOS MARXOVIANOS

Algunas aplicaciones en Fisica

Wojtek Szatzschneider
U.A.M - Iztapalapa

Consideremos en R! un némero infinito de partfculas
puntos de masa m distribuidas por ejemplo, en los enteros

pares.

Dotamos a cada partfcula con una velocidad aleatoria H
conlprobabilidad 1/2:independientemente entre sf. Cuando dos
partfculas chocan de las leyes de conservacibn de la energfa
¥y del momento, resulta que tienen que cambiar sus velocida-
des. (Supongamos que los chéques son completamente eldsti-
cos, loque nos da la conservacibén de la energfa cinética y

que las partfculas no pueden penetrarsa.)

X

49
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Lo que nos interesa es el movimiento de la partfcula
cero -la que al principio estuvo en cero- la llamaremos

"partfcula negra".

Por ejemplo:

V
En realidad el proceso aleatorio x(t) t=0,1, 2,...
" que describe el desarroilo del movimiento de la "partfcula

negra" podemos desgribirlo en la siguiente manera.

En cada época t=0,1,2,... hay dos posibilidades pa-
ra el moVimiento de la partfcula negra a la izquierda o a la
derecha, con-velocidad unitaria independientemente del pasa-
do, lo que nos conduce a la observacién siguiente. Si cono-
cemos la posicién dé la partIculé negra en momento dado .to
-entero positivo, a continuacién ldillamareﬁos éresente, en-

tonces el conocimiento de sus posiciones en los enteros

0<sx< to- el pasado, no nos ayuda para predecir el futuro
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Y considerando las &pocas de chogues ‘posibles, el proceso
- x({t) ya no posee la propiedad de Markov. ¢Por qué? Pues en
este caso una particula gque ya produjo un choque contra la

particula negra, puede influir en =1 futuro dando otro choque

V

ty

Y el conocimiento de todo el pasado puede ponerlos en condi-
ciones mejores para las predicciones del futuro, que el cono-
cimiento de s§lo el presente. En estos modelos pédemos hacer
particulas mds y mds densas y mis veloces Y pasar al lfmite.

‘As{ se obtiene un proceso de Markov llamado movimiento brow-

niano con tiempo contfnuc (proceso aleatorio que posee la pro

piedad de Markov) en el primer caso; en el segundo caso (cua

tro velocidades) es un proceso aleatorio no markoviano. Estos

movimientos "reales" no tienen velocidag_en ning@n punto -no
existe la derivada. En nuestra pldtica nos restringiremos al
caso discreto, es decir, el tiempo es discreto y hay un ntGme-
ro a lo mds numerable de posiciones posibles de nuestro proce
S0, los que llamamos estados. Enumerdndolos decimos que

xn==i si en la época n el proceso se encuentra en el esta
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movimiento, el hecho, gque en términos de probabilidades con--

dic¢ionales, se expresa en la forma
P(x(t) =k|x(t)) =3, x(s)) =3, seeeix(s)=7] ) =
=P(x(t)=k|x(to) = j)
donde
t>t0>sl>...>sn.

Debe ser claro que no podemos decir que el futuro desa-
rrollo sea independiente del pasado, sino que tiene lugar la
independencia "condicional®™. Si conocemos el presente, en-

tonces podemos rechazar las informaciones acerca del pasado.

Esta propiedad es llamada propiedad de Markov. No siem .

pre movimientos reales de partfculas tienen la propiedad de
Markov. Hagamoé un cambio del modelo anterior. En vez de

dos velocidades ponemos

at

+1 con prob
-1 con prob

+2 con prob

F oY ol o

-2 con prob
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do i=8simo n=0,1,2,...

Decimos que X~ es una cadena de Markov, si tiene la

propiedad de Markov.

Al temer la distribuci6n inicial P, = P(xo=i) y las

=1i) =P_. (suponga-~

probabilidades de transicién P(xn==j|xn 13

-1
mos que pij no dependen de n), (notemos que

Epij =1

podemos determinar en la manera'ﬁnica todas las probabilida-

des de los eventos

Ax, =3, x =3,,...x_ =3}
nl. 1 1'12 Z nk k

Por ejemplo

Px,=3,, X, 3., X;=3§.)=P, eP, .+Pp, . *
(o] 70 i 1 2 2 jo joj jljz

lo que resulta inmediatamente de la propiedad de Markov.
Estas probabilidades se llaman distribuciones finito dimensio

nales.

Consideremos ahora el ejemplo siguiente:
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Hay dos recipientes A y B con partfculas distinguf-
bles. Vﬂéy eniéotél 2n partfculas, sacamos una particula
~elegida al azar (cada partfcula tiene la misma pkobgbilidad
1/2nr de ser»escogidé) y la pasamos al otro récipiente.xn=k~
si en la época n hay k partfculas en el recipiente A.

Pbrlo tanto,

k = 2n-k
K, k-1~ 2 Py,x+x ~2n

pij=0 pa.ra]i—j];é 1

Este modelo (lo implantaron P. y-'T. Enrenfest en 1905). explica al-

gunos fenfmenos importantes que ocurren en mecdnica clédsica.

A saber: Este modelo es reversible, es decir, si es posi-

ble el paso del estado Ej al estado %i'

mos de cualquier estado, siempre (en realidad casi seguramen-

Adem&s, si parti-

te, o sea con probabilidad.;) regresemos a este estado (en
promedio el tiempo de regreso puede ser muy grande). jEsto ya

no es obvio y necesita una demostracién!

Por otra parte, es claro que si en el recipiente B hay
muy pocas particulas y n es muy grande, tiene lugar el flu-
jo o la 4ifusibn del recipiente A- al B con probabilidad

muy muy grande:

En aplicaciones ffsicas n es del orden 102® . Basdn-

dose en este modelo, se pudieron explicar algunas "paradojas"
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qﬁe se desprendieron de un razonamiento de Baltzmann gquien
implant6 un poco rusticamerfte la teorfa de probabilidad a la
mecinica y ¢escubri6 una magnitud llamada entropfa que cre--
cfa con el tiempo. Boltzmann.quiso tratar esta magnitud Gni-
camente dentro de la teorfa de la mec&nica cl&sica. Pero de
ahf resultaron paradojas, pues las leyes de mec&nica son re-
versibles. (NO se puede detectar la diferencia cambiando ¢t
a -t .) Por otra parte tiene lugar un teorema de Poincaré
que dice que un sistema fIsiéo regresa a su estado inicial.
Ahora, como sucede muy frecuentemente en.la ciencia, aquf
tambien las contradicciones desarrcllaron el uso riguroso de
.l1a teorfa de probabilidad en f{sica, beneficiando a ambas

teorias.

Ahora pasaremos a modelos matemdticos que tienen la fina-
lidad de explicar algunos fenbmenos de ferromagnetismo. Con
sideremos una sucesi6n finita, digamos 1, 2,...,n cada

punto-partfcula la dotamoé‘con un pequefioc dipolo~espin )

w= (m”...wn) ‘

1+

(v} = o

% j

La "energfa" se expresa en la siguiente forma

ulw) =- 31?,-°i (@ o -m K §o (w
i-j|=1
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m es una constante y H la intensidad del campo magnético

externo.

3>0 caso atractivo, tiende a la situacién de vecinos

iguales.

3 <0 caso repulsivo, tiende a la situacifn de vecinos

distintos.

Esta disposicifn proviere de Ising (1925) y podemos exten-
derla a 2" donde B'={z:2z= (zl).,...,zn) =N entero} o para

gr&ficas (siempre y cuando podamos hablar sobre vecinos)

Cada punto interior tiene 4 vecinos¢ Los puntos de
la frontera 2 6 3, (en 1971 Weidlish aplic6 este tipo de mode

los a sociologia:

+ significa posicién conservadora

~ significa posicién liberal

campo externo puede ser la posicién del gobierno).
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Al tener una distribucifn cde propabilidad. sobre las

configuraciones, decimos que ésta forma un campo aleatorio

markoviano si

Play=alay, k#j) = plaj2alo, keN)

donde Nj es el conjunto de vecinos del punto k.

Esto. simplemente generaiiza las cadenas de Markov.

Si sabemos cuales son las caracterfsticas locales, es
decir, si conocemos p(oﬁ==a|ck,ks:Nj), y estas cumplen con
la condici6n anterior, bajo ciertas condiciones de regulari-
dad se demuestra que la probabilidad de las configuraciones
w se pueden expresar en la siguiente forma

- i -Ut
con una eleccién de U, lo que es precisamente la medida de

Gibbs de medanica estadistica

k - es una constante

T ~ temperatura absoluta

Volvemos a fisica. Sea T>0, H=0. Se ha creido que
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en temperaturas bajas espin tiende al estado de la energfa

baja, la mayorfa de ‘0o, més, o la mayorfa de o, menos for-

3

mando un magneto.
La magnetizacién total
M) =n, () =n _ ()

n, (w) es. el nfimero total de +

n _ (w) es el nlmero total de -

debe tener una distribucién de probabilidad con 2 jorobas.

Este fenbmeno no puede ocurrir en 1 dimensién (en Zl).
Un razoﬁamiento intuitivo podrfa ser como sigue. Para cadenas
de Markov ocurre un andlogo del teorema lfmite centrai donde
la distribucién lfmite es normal (de ‘Gauss) unimodal,iy de
ahf se desprende la imposibilidad de 2 jorobas. En z? Gri-

ffiths (1965) logr6 explicar el fenSmeno de 2 jorobas,

Ising crey6 que su modelo no servia)

Para cadenas de Markov se demuestra que

lim P(o_=1]|o, =1) =1lim P(o,=1}0 =~1)
N o N N 0 N .
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23 . 1
anal6gicamente, para campos markovianos en Z

lim P(o, =10, =0 , 0. =w0_ )=
N 0 N~ "R! 7N TN
" A
lim P(o, =1]o =w, ,0_ =0 ).
N+ N l.u N’ =N -N
para cﬁalquief eleccibén de espins ..
» . LYY
M “n) “ny Cen

Lo que podemos expresar es que en el 1fmite no existe

efecto de la frontera. Por otra parte, por naturaleza de cam

pos markovianos se. obtiene sin dificultad que

v

A
& L
o L
J
= 1
[V i
N
% -+

(si las bargeras se alejan, lo q@xrei.esta' fuera de (-N,N) es
aproximadzmente despreciable para lp que sucéde en el origen,
En 227 _1a,'_situaci_6n es completamente diferente, Consi-

deremos cuadrados
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-n n

-n

Los que llamaremos Cn Y fuera de los cuales todos los

puntos tienen el espin + o espfin -

Aumentando las dimensiones del cuadrado se puede demos-

trar que

=1 » = (n) =
P(g, 1| fuera de C, todos espin +)= P, (o,=1)
es decreciente con n

P(o,=1] fuera de C, todos espfn -) =P_('-')(00=1)

es creciente con n

Porrlo que tienen lfiites P+(°0= 1), P_(ao=1), seme-

antemente

(n) = _ _
Py (o,=1,0,=1} WP (0.=1,0,=1)

pin) (0,=1, 0,=1)rP _(0,=1,0,=1) etc.
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A partir de €sto, ya podemos calcular probabilidades P
y P_ para cualquier configuraci6n. Por ejemplo

P 0= 1, ob=-1)=P+(ca=1) -P+(oa=1, o, =1)

+( b

jResulta que en temperaturas bajas P+ y P_ son dife-

rentes!

NOétese que P, y P_ tienen las mismas caracteristicas
locales. - Si cansideramos un toro (pegamos las fronteras de
un cuadrado) aumenténdglo como antes, resulta que la distri-
bucibén de probabilidad limite es igual a %- P+ % P_ y si
bien P+(M(w)) tiene una joroba (es unimodal) Y P_(M(w))
también es unimodal éero con joroba situada en otro lugar,

1

entonces =%-P++-5 P_ ya tiene dos jorobas como debiera

salir basdndose en los experimentos.

El modelo riguroso matemd&tico pudo una vez mds aplicarse
a fisica. En este tipo de modelos el chiste consiste en que
podamos "cambiar el orden". Es decir, primero investigar ri-
gurosamente el modelo matemdtico, demostrar teoremas y basan
donos en teoremas rigurosos, descubrir algunas leyes del mun-

do real,

Por otra parte, la validez experimental de estas leyeé

nos permite decidir que tan bueno es el modelo propuesto.
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A) tener una distribucifn de probabilidad sobre las
configuraciones, decimos que &sta Forma un canpo aleatorio

parkoviano si

P(Uj =alak, k#j) = P(cj=a|0k,keNj)

[

donde Nj es el conjunto de vecinos del puntol k.

Esto simplemente generaliza las cadenas de Markov,

donde el conjunto de vecinos era el pasado mis cercano.

Si sabemos cuales son las caracter;sticas locales, es
decir, si conocemos p(oj==a|ck,k eNj), y estas cumplén
con la condici@n anterior, bajo ciertas condiciones de re-
gularidad de las configuraciones w se expresa en la si-

guiente forma

P (wi _.__% e {w) /kT

lo que precisamente la medida de Gibbs de mec&nica estadis

tica

k - es una constante

™ - temperaturo absoluta
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Esto simplemente generaliza las cadenas de Markov, donde

el conjunto de vecinos era el pasado m&s cercano.

Si sabemos cuales son las caraterfsticas locales, es de-~
cir, si conocemos p(oj==a] Uk’k eNj), Y estas cumplen con
la condici6n anterior, bajo ciertas condiciones de regulari-
dad se demuestra que la probabilidad de las configuraciones

®w se expresa en la siguiente forma

P(w) = % e-u(tu)/k'.l‘ ,

lo que es precisamente la medida de Gibbs de mecinica esta-:

dfstica

k - es una constante

T ~ temperatura absoluta
Al tener una distribucién de probabilidad sobre las con-
figuraciones, decimos que ésta forma un campo aleatorio mar-
koyiano si

,P(a:j '=aLck, k#3j) = _P(oj =a|ok, ke Nj)

donde Nj es el conjunto de vecinos del punto k .






TECNICAS DE DIAGNOSTICO Y MANEJO DE TUNTOS DE INFLUENCIA Y
MULTICOLINEZLIDAD EN REGRESION LINEAL.
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SINOPSIS

Uno de los procedimientos mis usados para ajustar modelos de rcgresién
lineal es el de minimos cuadrados. Las predicciones obtenidas usando
dicho procediriento, pueden versc sevéramente afectadas por la presen-
cia de una sola observacién, por lo tanto es de gran importancia enten
der la influencia que puede tener un particular dato en el ajuste obte
nido, Asi mismo dado que la presencia de multicolinealidades afecta -
severamente a los coeficientes de regresidn estimados, es importante -
que los investigadores se entrenen en la deteccitn y manejo de las mis
mas. En el trabajo se presentan varios indicadores de puntos de in- -
fluencia y algunos procedimientos para detectar multicolinealidad, asf
como posibles soluciones a los problemas. Mediante un ejemplo se ilus
tra el manejo de las técnicas de diagnbstico, haciendo Enfasis entre
la diferencia existente entre procesamiento y andlisis de datos.

SUMMARY

One of the most common procedures for the obtention of estimators in -
linear regression models is the least-squares fitting. In this type -
of fitting it is important to understand the level of leverage that a
particular data will have on each fitted value. Furthere more, since
multjcolinearity may have several adverse effects on the estimated - -
regression coeficients, it is necessary that researches be trained in
detecting its existence. Several indicators of influence points and -
multicolincarity are described, besides some solutions to the problem,
An example is presented here that show the difference between data - -
processing and data analysis.

* Profeson Investigadon Titulan, Centro de Estadistica y C4leulo, Cole
gdo de Posiraduados, Chapingo, México.

** Awilian de Tnvestigaci6n, Centro de Estadistica y Cdleulo, Coleg.io
de Postgnaduados, Chapingo, Mexico,
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. INTRODUCCION

Seguramente la regresién lineal, es una de_las herramientas
estadisticas que actualmente goza de gran popularidad entre
los investigadores de muchas &dreas de la ciencia. En buena
medida, esto es debido a que 1la gran'cantidad de.paquétes‘-
estadisticos disponibles (SAS, SPSS, P-STAT, etc) le permi-
ten a personas que cuentan con un minimo de conocimientos -
estadisticos, tener un facil y ripido acceso a los métodos
de regresién, sin exigirles mayor reflexi6n sobre la natura-
leza del problema que tratan de resolver, y sobre los su- .-
puestos inherentes a los procedimientos estadisticos que se
empleen. Lo anterior ha dado como resultado que una técnica
tan poderosa y tan cuidadosamente estudiada por los profe--
sionales de 1la estadisti&a,se haya convertido en inconta- -
bles ocasiones solamente en una simple rutina de cilculos

aritméticos.

Por otra parte los procedimientos computacionales tan efi--
cientes, le permiten al investigador experimentado en el --
anilisis de datos, aumentar la cantidad de observaciones y
de var ables predictoras, con un incremento minimo en el - -
'tiempo de computacidén, El aumento del tamafio de muestra es
definitivamente deseable, aunque hay que tener cuidado en -
la aparicién de puntos de influencia, los cuales aun cuando
son observaciones vdlidas con una gran.cantidad de informa-

cidén sobre el fenémeno en estudio, también pueden tener in
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. . X . ¢
fluencia muy negativa sobre los estimadores obtenidos. Asi

mismo el aumcnto de variables predictoras, que muchas veces

enriquece la estructura del modelo, puede ocasionar proble

mas de multicolinealidad, lo cual tiene muy graves conse- -

cuencias en los estimadores obtenidos por minimos cuadrados,

y por lo tanto en la capacidad predictiva ‘del modelo.

En este trabajo, mediante un ejemplo, se pretende ilustrar

la diferencia que existe entre procesamiento de datos y ani

lisis de datos. Para esto se consideran dos problemas rela

cionados con la ‘estructura de la informacién, que a menudo

les resultan invisibles a los usuarios de 1la regrésién.(1)

La deteccién y maneJo de puntos de influencia y (2)

La de--

tecci6n y correCC16n del problema de multicolinealidad. Se

presentan de manera muy sucinta las técn1cas de diagnéstico

y algunas formas de.obtener las estadisticas relevantes,

- EL- MODELO

En regresi6én lineal el modelo que se postula es de la forma

;=8 + 0 8 .48 X
Y= 0 % OXpy 4 0 Xy +eet 8 X ey,

el cual al ser escrito como:

Z=XQ.+€'
nxl  nx(p+1)(p+1)x1 nxl

resume 'la dependencia existente entre las variables

m

predicto
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ras Xi, X2,

los datos x

b..,xp y la variable respuesta Y en términos de
15° X2i,...,xpi_y y; para i=1,2,...,n, (No se -
1laman a las. X's -variables independientes, porque muy a menu
do no son independientes en ningln sentido razonable). si

se ajusta el modelo (1) por minimos cuadrados, suﬁoniendo -
gue X tiene rango p+1 y que E(g)=0 y Var(g)=0®I, el estima-

dor de g'=(eo, 91,

...,ep).resulta ser,

§ = (x'x) Ixry. : (2)

-Tos valores estimados (Q) y los residuales (r) se calcu--

lan usualmente con las expresiones

<>

= X8 = Xx(X'X)"'X'y = Hy, (3)

<y -§- -y, @

(R }

donde H =‘X(X'X);1X‘ es el proyector ortogonal del subespa-
.cio véétorial ;ue expanden las columnas de X. Por lo tanto
de (3) se puede concluir que 2 es el punto en ese subespa--
cip que se encuentra mis cercano a Y- Lla matriz H juega un
papel importante en la estrittura de las matrices de coVa;-

. ' A
rianzas de y y r, a saber:

Var(g) Ho?,

Var(E) (I1-H)o?2.

£l medelo estandarizado.

Una estandarizacibn de las variables del modelo definido en -
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(1), muy efectiva para reducir imprecisiones numéricas asccis
das con dickas variables (%ebster et al {1974)), y que - -

reporta granies béneficios en el andlisis de regresién esta

dadd po: |

LT PO Tl
i - z = a. . (S)
j n . ) di

7t (X, X, )
SRR IR LY

i

i=1,2, p,3=1,2,...,n.
8i se cohsidera el modélo

yooBof ¢ Whee

donde W 65 usa matriz de hixp; de rafge p tuyos élementos soh -
i e Lo B .
f uii vector de uros, B, = 6, + £ X;0,  yg unvec

los iijo ‘ ’ O Lk
tor con elementos Bi = eidi;-éﬂtdnéés 16s estimadores de mi-
himos cuadrados soh ST

Y T a : vy ~lwie L
Boavy om0 @®

La éstaﬁdari:acién definida en (5), permite obtener ia ma--
triz de correlaciones de las variables predictoras, la cual
se denotard por C, de 1a siguieiite forma;

C =W, - , Q)
A continuacifn se presenta a C en funcién de ¢ s vectores y

raices caracteristicos,
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€= VLV, ' ' 8)

/

donde A = diagunal {Al, A ..,AP) contiene las Taices ca--

27"

racterfsticzs de C y V = (v

Yo 32,...,yp1 contiene los vecto

res caracterfsticos de C. Ademds V'V = VV' = I,

PUNTOS DE INFLUENCIA

En el COntextobde un éﬁ51i;is de datos basado en un modelo
de regresién, donde los estimadores se obtuvieron por mini-
mos cuadrados, se dice que una observacién tiene influencia
0 es_ un punto de Ln5£uenc;a,‘si garaéterisficas escenciales
del an4lisis se ven alteradas cuando se}e1imina dicha obser
vacién, La deteccibn f ménejo de di;ho§ puntos ha siéo tra
tado ampliamente en la 1iigratﬁra,lsobresalfendo‘los tréba-
jos de Cook (1877, 1979), Hoaglin y Welsh (1978), Cook y --
Weisberg (1980), Velleman y Welsh (1981) y Johnson y Geisser
(1983), En dichos trabajos se presentan los fundamentos teo
ricos y las estadisticas qué permiten detectar los puntos -

de influencia,

La motivacién: de p;esentarﬁuna rutina para detectar puntos
de influencia se deriva de diversas consideraciones, entre
otras, del hecho de que el manejo de grandes cantidades de
datos hace muy dificil que por simple inspecci6bn de las ob-
servaciones, se detecten ch}acteristicas poco usuales en - -
ellas, Ademis de que solamente usuarios con mucha experien

cia pucden detectar aberracicnes en el comportamiento de un
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conjunto de observaciones,

Los elementos hij de la matriz H = X(X'X)'1X' reflejan la -
cantidad de influencia que una observa;ién Y; ejerce sobre ;i' en
particular la mayor informacidn esié contenido en los ele--
mentos h.. (= h)de su diagonal. Para ilustrar con mafor --
claridad como los hi afectan a ;i,a grado tal que en situa- -
ciones extremas pueden definir el tipo de ajuste que debe - .

llevarse a cabo, observece que de (3) se tiene que

Y; T § hijyj . (9)

Ahora bien como H es un proyector ortogonal (es simétrica e

idempotente) se tiene que 0 < hi <1, Ehi=p+1, h = E%l y --

h, = h? + I h?,, Por lo tanto si h,=0, entonces h, =0 pa
i i j#i i i ij =
ra toda i#j y luego entonces de (9) se obtiene que y ,=0, -

Esto implicanue en este caso §i debe ajustarse en cero por
disefio, ya que no es afectada por y; © cualquier otra Yie
_'Por otra parte si'hi=1, se tendri que hij=0 para toda ifj y
por (9) se obtiene que §i=yi, en cuyo caso el modelo se ajus
ta perfectamente a ese dato. De hecho en esta situacidn se
tendrd que un parimetro (6) del modelo se esta dedicando pa
ra ajustar una observaci6n en particular. Tipicamente valo
res grandes de hi corresponden a una observaci6n aberrante
(xii’  FPTRER xip). Hoaglin y Welsh (1978) sugieren que -

si
h. > .2_(;?.]_) Q10)

i



se tendrd una indicacién de que se puede tener un punto de
influencia,y por lo tanto se debe observar con cuidado la
observacion y., x

(10).

j10 Xggr0ees xip para la cual se satisfizo
Hozglin y Welsh (1978), han sugerido un indicador de la pfg
sencia de puntos de influencia que esta basado en el tamafio
del residval L yi"§i’ y recibe el nombre de residual es

tudentizado. Este tiene la siguiente expresisn

rl
= i

t, = . an
1 su-hi)’z

donde S? es el Cuadrado Medio del Error que resulta del ANVA
usando el modelo definido en (1) y r, se obtiene usando (4).

El residual estudentizado tos tiene una distribucién de t -

de Student con n-p grados de libertad (Hoeglin y Welsh -
(1978)).

Un tercer indicador de la naturaleza critica de cada punto, -
propuesto por Cook (1977), esta basado en el tamafio de la -

~ ~ .
distancia existente entre @ Y 8, donde 81y ©S el estima

~(
dor de 8 obtenido al eliminar el i-ésimo dato. La distan--
~ ~
© cia en"re e(i) y 6 se induce usando la A-norma de un vector,

a saber,
' 1
e ll, = @ay 7’2, (12)

donde A es una matriz cuadrada no negativa definida. Usando

tlZ) Cook (1977) propuso la estadistica



8¢5y - 83'X'X(8;,-0) '
(p+1) s?

. _ ~ A 2 -
D, = 1oyl (13)
Una expresiéh equivalente de D, la cual =sta en funcién de
t, ¥ hi’ €s 13 siguiente

t? h,
1 1

b; = mFORT (9

1

De (14) es fdcil observar ﬁue Di es funcién de tres cantida
des relevantes, todas ellas dependiendo de todo el conjunto
de datos, el ‘ntimero de pardmetros en el modelo, el i-&simo

residual estudentiiédo y la razdén Var(?i)/Var(;i), esto G1-
timo debido a que Var(§i) = hicz y Var(ri) = o’(l-hi). Su-
poniende que D, tiene aproximadamente una distribucién de F
con (p+1) y n-(p+1) grados de libertad, se tendri que valo-
fes numéricos grandes de D, sugeriran que pﬁntcs requieren

de una investigacién mis meticulosa. Esto es equivalente a
estudiar el elipsoide de confianza para ¢ basado en todo -
el conjunto de observaciones y encontrar el elipsoide que -

pasa en § ...

En el presente trabajo se sugiere una metodologia, la cual
usando de manera conjunta la informacién proporcionada por
hi’

cién por considerarlos fuertes candidatos a ser puntos de -

ti y Di’ permite encontrar que datos merecen aten- - -

influencia.
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MULTICOLINEALIDAD

Uno de los an#lisis iniciales a los que debe someterse un
conjunto de datos, a los cuales se les va 'a ajustar un mode
lo de regresidn lineal, es el consistente en detectar la --
presencia de multicolinealidad, término empleado por los --
economistas, para denotar casi dependencias lineales entre

las columnas de la matriz de variables explicatorias X. La
multicolinealidad en un problema que pueae presentarse, ain

cuando no exista una base tefrica o explicacidén fisica que

la justifique, y tiene como principal efecto el hacer que --
las varianzas de algunos de los estimadores de los coefi- -
cientes de regresi6n sean muy grandes. Esto Gltimo tiene -
graves consecuencias, asi por ejemplo, los esiimadores pue-
den ser muy grandes y con signos equivocades, o bien, las -
estadisticas de F parciales ser altamente dependientes y po
co confiables para ser usadas en un proceso de seleccidn de

variables,

Con el objeto de profundizar en la discusifén, se presenta -
formalmente lo que se entiende por multicolinealidad, Si -
W., W.,...,W_son las €olumnas de la matriz W, cuyos elemen
210 22 *Zp -

tos se han definido en (5), entonces se dice que los vecto-

res v, , w2,...,yp son multicolineales si existen constantes
al,'az,...,ap, no tcdas cero, tales que,

vee + . =0, 15

aW, + 32‘_32 + ap!!p 15)
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Como .puede observarse de (15), la multicolinealidad es una .

cuestién mis de grado que de existencia. Mientras mis cer-
ca de cero este la~combinacién,lineal'Za{gi, mis fuerte se-

rd'el grado de multicolinealidad.

Detelcidn de multicozineazidad,w

Para detectar multlcollneal1dad - una gran mayoria de 1os =

usuar1os depende casi: exc1u51vamente del examen de los ele

mentos fuera de la d1agona1 de. la matr1z C W‘W donde se en

cuentran ub1cadas las correlac1ones entre las varlables pre

dictoras. Es cas1 consenﬂo que cualqu1er correlac16n mayor
de-0.7 deberﬁ 1nvest1gar§e cu1dadosamente. Esto ha tra1do

consigo que se cometan una gran cantldad de errores de dec1‘

L 'l"a

sibn, pues a veces las correlac1ones por pares entre las va

‘u':“‘

r1ab1es predlctoras no muestran magnltudes muy grandes. y -

sin embargo la nu1t1col1nea11dad esta presente (Mansfleld y

Helms (1982)) Para eetar seguros de que todas las mu1t1co

mientos que se discuten a continuacién,

Supéngase que una raiz caracteristica de C=W'W, digamos xj,

Aasy

v

linealidades se han detectado,se reqU1ere de otros procedx- o

‘tiene un valor muy cercano a cero. Como todos los elemen-- -

tos de un vector caracterfstico son menores que uno, se ten

drd que Ay, =0 1y por lo tanto de la definicién de vecto--

3~3

‘res caracteristicos y raices caracteristicas se tiene que

v, =0, a @16) -

w0
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Premultiplicando (16) por v}, se obtiene

w, = 0 ~an

La ecuacibn "(“1’5) impii‘cé que los elemetitos, Vigs de los vec
toreés caracierist;cos que corresponden a raices caracteris-
ticas cercands a cero proveen 1os coeficxentes en (15) que
definen 1as mu1t1col1nealxdades entre las varidbles predic-
toras. Los élementos mas grandes de ¥, detérininardn que va
riables predictoras estafi mas involucradas en la preséncia
de uha multicolineslidad, esto debido a qie ios W, son las
variables predictoras éstahdéfizéﬂas. Todo lo ahteriof - -
produce un criterio; necesario y suficienite (Mansfield y :-
Hélms (1982)), para detectar multicolinealidad, que consiste
‘en exaninar la magnitud de las raices caracterfsticas de --
- WHN, Valores dé raices caracteristicas cercanos a cero in-
dican la presencia de una multicolinealidad. El criterio -
establecido es muy confiable si no existen pﬁntos de influen
cia, pues si este es e1 caso, las rajces caracteristicas se
verdn ouy afectadas, dando como consecuencia un panorama --
muy distorcionado.

Otro critério para detectar multicolineal idades propuesto -
por Marquardt (1970), esta basado en el examen de los ele--

mentos de la diagonal de la matriz Q = (W'W)"!, Es posible
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demostrar que el j-ésimo elemento de la diagonal de Q puede
escribirse como o ,

,935

donde R? es el coeficiente de determinacién obtenido de la -

3

regresién entre la j-&sima variable predictora estandariza-

da (gj) con las (p-1) restantes. Las implicaciones que se

obtienen a partir de la ecuacién (18),-son de extrema-impoz'

tancia para la estimacién de los'coefiqiéntes de regresi6n
por minimos cuadrados. Si las variables presentan un alto
grado de multicolinealidad entonces R; tendrs un valor cer-

€ano a uno, ya que la j-&sima variable predictcra gj (sies

ta involucrada en la multicolinealidad) podri ser aproxima;l

da adecuadamente por medio de las restantes variables.” En-
tonces si R; tiene un valor cercano a uno, qjjserﬁ de una -
magnitud -considerable y consecuentemente la Var(ﬁj) =cho’-
tendri un valor grande. Por otra pafte si yj es ortogonal

al resto de las columnas de ¥, entonces R;;‘O,yvVhr(aﬁ = o’?
de otra forma Var(ﬁj) = qjjaz > o2 debido a que ay > 1 siem--

pre que R;> 0. Loanterior implica que las qjj,'miden la in

flacién de las varianzas de los estimadores debida a multi-

. colinealidad entre las variables predictoras. Los Qg4 son
referidos como Factores de Inflacifn de Vanianza (FIV). -
Cualquier FIV(j) > 4 implica que el asociado B} >0.75 y si

_FIV(j) > 10 entonces R? > 0.90. '

Los qq, también muestran como las covarianzas y las correla

.= (1.0-R§)'1‘ . | (11'8),' »

—



78

ciones entre los coeficientes de regresién estimados se in-
crementan cuando existen multicolinealidades. Esto sé pue-
de observar de las sigujentes expresiones. Es posible de--

mostrar que

-1 P4
Ww)™ = ITr " vv
r rTr
. r=l
y por lo tanto
o P, :
U = X Ve - 09
Y Pty : 20
qjk E ri=:1 Xr ‘er\)kr ) ' : (20)

Laexpresién (19) y (20) implican que

~ A 2 .
v Cov (Bj,Bk) A0 (21)

: A A Q5x S
Corr(8., 8,) = — & ., : o (22)
J k (q__q )’/z
33 kk7
La ethacién,(lQ)‘muestra, desde 6tfo punto de vista, como -
es que los 95 pefmiten’detéctar multicoliﬁealidades, pues
si estas existen,algunas raices caracteristicas estan cércg
nas a cero y sus correspondientes inversas ser4n grahdes en
magnitud,'ocasionando qué el producto A;lv;r sea grande y -
consecuentemente 944 sea grande. La ecuacién (20) nuestra
que qj_k serd grande para cualquier,pa%,deAvariables involu-
crada§ en una multicolinealidad. Se puede concluir enton--
ces que si Yy y W, (o bien X,y Xk)~§on multicolineales -

se tendrs que las expresiones dadas en (21) y (22) serin - -
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grandes,

La sclucibn nidge.

La regresi6n ridge, propuesta por Hoerl y Kennard (1970 a,

b), &s un metodo de estimacién que~peimite'ajdstar a los es
timaiores de minimos cuadrados (mcj,de tal forma que sé re
duzca la influencia que tiene sabre ellos la presencia de -
multicolinealidad. El1 propSsito fundamental de la regresién
ridge es el de obtener estimadore; de los coeficientes de -
regresién,.que'aunque sesgados, sean mas estables que los -
de ninimos cuadrados cuando Ia matriz X se encuentra mal --
condicionada., Los estimadores ridge se definen éomo una --
funcién del paridmetro ridge, k, cuyo-valor debe ser elegido
por el analista de datos. Si este selecciona adecuadamente

el valor de k, tendrid estimadores con menor cuadrado medio

del error que ios de mc (Hoerl y Kennard (1970)).

En el modelo

y=8,L+pi+g,

el estimador de minimos cuadros de B es

8 = (wwy tury
P |
= 1 alcy, : (23)
j=1 377

donde Cj=v3W'y. En la expresi6n (23) se puede observar - -

- "
claramente el efecto que puede tener sobre B; un valor de -
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A, 0. El estimador ridge se obtiene adicionando una cons-
tante k a2 los elementos de la diagonal de W'W, dando esto -

como resultado el siguiente estimador,

B- M

W + kD) "ty

-~

(Aj+k)'1cjv. . (29)

[}
UL e~

j=1

Si se comparan las expresiones (23) y (24), puede observar-
se en (24) que la adicién de un valor de k, aunque sea pe--
queifio, a las raices caracteristicas con magnitudes cercanas
a cero, reduce la influencia que tienen los vectores que --
identifican las muiticolinealidades sobre los estimadores.
Si k es suficieﬁtemente pequefia, vectores caracteristicos -
con raices caracteristicas grandes tendrin aproximadamente

- 3 3 -~
la misma influencia en B y en B,

Las propiedades del estimador de regresifn ridge, E, han si
do estudiadas con gran detalle por muchos investigadores --
(Ver Z&rate (1976)). La mis sobresaliente de ellas que ga-

rantiza que B estars mis cerca de 8 que ﬁ, es que
0 < k < a?/g'g .

Idealmente se debe seleccionar un valor de k que sagisfaga
la desigualdad dada anteriormente, pero como la cota supe--
rior Es desconocida es imposiblelgarantizar que k sea --
elegido de tal forma. Debido a eso Hoerl y Kennard (1970)

propusieron una técnica, conocida como la Traza Ridge, que
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pérmite seleccionar un valor adecuado de k. . Este nétodo -
cons1ste en graficar valores de k en el intervalo (0. 1), -

contra los valores de B (k) obtenidos. Log eéstimadores

"n
L)

¢iados a variables involucradas en multicolinealidades Cam

bian dridsticamente de maon1tud cuando k aumenta de valor,
Los cambios de magnitud, y atn de signo, de dlChOS coefi- -
cientes pronto se estabiliza y después cambian muy gradual-
mente. Los coeficientes estimados por variables predicto--
ras no multicolineales no cambian draméticamente, sclo gra-
dualmente cuando k se€ incrementa. E1 valor de k que se de-
be seleccionar es aquel que no produce cambios dramiticos -
N los coeficientes efectados por las multicolinealidades.

n el proceso de seleccibn del valor de k, tedas las varia-
les tanto 1las predictoras como 1a depend1ente (y) debcrén

¢r estandarizadas como en (5) !

0s FIV en regresisn ridge se encuentran en 1a diagonal de

A matriz

rwekD) "tk 1 (25)

EJEMPLO

n el objeto de ilustrar las metodologias descritas, consi
rese un problema de regresi6n que -involucra tres varia- -

es predictoras Yy un total de 26 observaciones, a las cua-

> S€ les ajusta el modelo

15 B+ B X+ 8K, 4 ByXas *e; (26)
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se muestran las observaciones, asi como algunos resultados

relevantes al anilisis.
TABLA 1.
s Xy X, X3 Y Obs Xl X, Xa Y Obs X1 Xy X3 )
3 12,11 1,72 5.34 u7.65 10 13,67 7,93 .-2.18: 38,40 19 13.43 8.87 -2.50 23u,
2 11,82 6.90- 1.72 35.09 11 11,10 5.70 4,33 35.85 20 12,31 10.11 -0,72 29,
3 13,32 3,33 1.34 46,89 12 13,09 3,59 2.04 46,42 21 14,91 11.31 -7.17 33,
L 13,86 3.29 0.18 48.54 13 11,83 2,53 4,09 45,32 22 10.42 4.2 5,83 37
5 10,26 0.79 9.04 yu,92 i4 13,09 6,77 0.32 39,79 23 16,18 2.30 2.10 59,
6 12.75 10.05 -1.6¢ 29.85 15 15,10 4,88 =2,02 48,61 24 14,92 4,83 u.11 S8
7 13.53 §.25 -2.02 37.03 16 13,08 14,07 1.69 u6,01 25 14,18 3,16 8.55 ue9,
g 10.85 5.6% 4.53 35.86 17 14.31 2,25 0,95 52.38 26 16.58 8.61 9.00 56.
g 10,48 6.19 4,49 33,08 18 12,51 6,58 0.84 38.26
. - I('
Correlaciones FIV Raices Carac (A)
Ty, ,X, = 0.15 1.09 1.72
Xl, 2 = 0. . .
¥ =-0,28 1.53 0.88
xl,xa
T
H =-
Xy X4 0.59» 1.62 0.39
, 2 . s Error F
3t g.1. S.Cf ‘.(ll F PR>F R Palﬁmetro Estlmador estandar Parcial
Regresiébn 3 1787.663 595,89 '183.74 0.0001 0.56 Bo -0.43 3.15
Error 22 71.347 3.24 By 3.95 0.22 319.6
Total 25 1859.010 B, -1.75 0.16  125.2 .
By 0.65 0.12 30.8 .

Un examen cuidadoso de los resultados obtenidos en la tabla

1, muestra que no existe evidencia de algGn problema poten-

cial en el ajuste del modelo de regresibn, los indicadores

de multicelincalidad como son las correlaciones ertre las -

variables predictoras (0.15, -0.28, -0.59), los FIV (1.09,
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1.53, 1.,62) y las raices caracteristicas de la matriz de co
rrelaciones (1.72, 0.88, 0.39) sc cencuentran todos dentro -

de los:1imites razonables,

Puntes de injfuencda.

Lz primera indicaci6én de prcblemas surge al observar los --

elementos de la djagonal de la matriz H=X(X'X)'1X‘, los re-

sijuales estudentizados (ti) la estadistica de Cook (Di)' y los residua

- les (ii) estos resultados se muestran a continuacién en la Tabla 2.

'ABLA 2.
obs h; D, T, Obs h; t, D, T; Obs hi t, D, T,
1 .12 -0.1% ,0009 -0,24 ' 10 0.09 0.10 .0003 0.16 19 .11 -0.31 ,0037 -0.51
2 .07 -0.02 ,0000 -0.04 11 0.10 -0.2% ,0023 -0.u1 20 .16 -0.49 ,0153 -0,79
3 .09 -0.18 .0011 -0,.32 i2 0.07 0.05 .0000 0.08 21 .29 -0.10 .0013 -0.15
§ ,09 0.58 ,0116 0,97 43 0.10 0.53 .,0101 0.88 22,15 0.40 .00C96 0.66
5 .25 0.18 ,0037 0,27 i4 0,05 0,36 ,0024 0.62 23 ,26 -0.%1 .0951 -1.38
6 .i> -0.82 .0382 -1.33 15 0,16 -0.u4 ,0123 -C,71 .12 S 5,79
7 .09 -0,11 .0004 -0,19 16 0.06 0.47 ,0046 0,80 25 .20 3.36] .954% |-5.28
g .12 0.1S .0016 0,32 17 0.16 -0.25 ,0041 -0.40 26 0.95 .8338 0.86
g .15 0,03 ,0000 0.04 18 0,05 0.17 .0005 0.29
En.1la Tabla 2 puede observarse que h§6=0‘74 excede el 1limi-
te propuesto por Welsh (1978), dado en 1a desigualdad (10),

pues en este caso

h26 =0,74 »

204)
26

= 0.307,

lo cual es una indicacién que la observacién 26 es un punto

de influecncia.

Este mismo dato tiene asociados valores de
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ty, = 0.95 Dy = 0.8338 y v, = 0,86, Las observaciones 24 y

25 avnque ticnen valores de h, = 0.12 h25 = 0.20, D,, = 0.5646

2
y Dy = 0.9544 , los cuales no son grandes, si presentan valo
res ea los residuales estudentizados t,, =3.51, t,0 ='-3.56 y
cn les residuales r, =5.79 y r,. = -5.28 que inducen a con-
siderzrlos como puntos de influencia. Lo anterior conduce
a elizinar los puntos 24, 25 y 26. En la Tabla 3, se mues-
tran los hi’ t,. D,y T, obtenidos después de eliminar las
observaciones 23, 24, 25 y 26. E} dato 23 se elimind debi-
do a que después'de eliminar los datos 24, 25 y 26.reportd

valores de h23 = .91, t,‘,a =175, D 3= 7.82 y Tog = .25, un va

2
lor tzn alto de D, indica que se debe suprimir-esta observa

cién,

TABLA 3. Eliminzndo las observaciones 23, 24, 25 y 26.

Obs hi t Di T, Obs hi ti : Di T, Obs hi ti Di
i .20 -0.63 .0223 -.25 S .19 -0.58 ,0275 -.23 17 .25 -1,06 .1263
2 ,08 -0.09 .0002 -.04 10 .09 0.75 .0186 .32 18 .05 6.73 .0098
3 .18 -2.,12 ,3230 -.86 11 .18 -0,29 .,0063 -.12 19 .12 -0,86 ,0328
y .12 1.98 ,1E30 .82 12 .09 0.06 .0001 .03 20 .3 0.15 .0034
5 .27 -0.20 0053 -.08 13 .36 -0.42 ,0358 -,15 21 42 -0,23 ,0131
6 .19 1,77 ) 2326 -.71 14 .05 1,57 .0u83 .68 22 .20 0.35 .0108
? .09 0.29 0228 .12 15 .31 -0.63 ,0597 -,23
8 .13 0.69 .Ci3u .28 16 .07 1.72 .079%4 .73

Es clzro que en la Tabla 3 no se observa ninguna anomalia

cuanto al problema de puntos de influencia.

en
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peteceifn £z multicolinealidad,

En 1a Tabla 4 sc¢ muestran, para las 22 observaciones restan
tes, varios resultados reclevantes al ajuste de el modelo éda

do en (26).

TABLA 4. (Eliﬁinando c¢bservaciones 23, 24, 25 y 26).

A N V A

F.V. g.1. sC M F R? Correlaciones FIV
Regresi6n 3 540,73 313.58 1496.13 0.986 T = .27 €0.S85
X, ,X
172
Error 18 3,773 3.773 0.21 T, = -84 41,36
. . X, X
1’73
Total 21 ouy .16  guy.516 T = -,75 128,11
X, X
2’73
, . £1Tor F : . Rajces y vect, caracteristicos
Parimetros Estimador estzndar Parcial PR>F A v, v, v,
Interceptada  28.85 £.62
81 2.23 0.55 16.2 .0008 ) 2.2794 .55 -.66 ~.51
Bé -2.51 0.22 126.8 .0001 -0.7262 .51 .75 -.42
ﬁﬁ -0.30 _0.31 0.9 .3u78 0.00u4 -.66 .03 ~.75

Al observar los indicadores de multicolinealidad que se pre
sentan en la Tabla 4, se observa que las correlaciones - --
T, =-0.84 y r = -0.75 se aproximan a umo, la raiz ca-
Xq0%, LI i
racteristice mis pequefia A, = 0.0044 tiene un valor cercanoc

al cero y el‘FIV(Z) = 128.11 posce una magnitud muy grande,

reveldndose con todo ecsto una dependencia potencial entre. -
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las variables predictoras. Decbe notarse que lo dicho ante-
riormente no fue evidente cuando se usaron las 26 observa--
ciones, las cuales contenian a 4 puntos de influencia (ob--

servacicnes 23, 24, 25 y 26).

De la expresitn (17) se sabe que si una raiz caracteristica
tiene un valor cercano a cero, en este caso A3= 0.0044 = 0, -
se tiene que

VW, + v32w2 + Vv 0

31¥ a3¥ ~
por lo tanto, de acuerdo a los resultados de la Tabla 4, se

tiene,

-0.51y, - 0.42y, - 0.75w, , 0.

o bien

Wy ¥ -0.68 w, -0.56 w,. : 27

~3

La expresi6n (27) muestra el tipo de relacidén lineal - - -

existente entre las variables predictoras.

Los dates,

Una vez detectados ios puntos de influencia y una-multicoli
nealidad, ha llegado el momento que el analista de datos de
be reflexionar, o en su caso preguntar al investigador, si
dentro cel contexto de su problema existe alguna raz6n que
explique la presencia de puntos de influencia, y la relacién

existente entre las variables predictoras.
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Antes de proceder con. la soluclén al problena de multicoli-
n=al1dad, se expllcaré como se obnnueron los datos a.los --
cuales ‘se les ajusté el modelo dado en (26) - Las primeras
22 observac1ones fueron generadas de acuerdo a.la siguiente
e\pre516n ' ) :
Yi'; 1s'+ 2.8 5 - 2.3%,, 4 ey 3¥1.2,...,22
donde X, X, ¥y e, son variables aleatorias tales que - - -
X, v N(13, 2,28), X, v N(5.5, 9.4) -y e, vN(0, 0.27). La vaxiiablé

X, se generd usando 1la expresién

Xyy = ~1.8K,, - 0.7%,. + 28 + 0.%,, j=1,2,...,22.

(28);

donde e, v N(0, 0.14).  Es préciso hacer notar la éimiiéff—"
dad entre 1a expresién (27) ‘que se obtuvo mediante ei’éﬁﬁii
sis de las raices Y vectores caracteristicos,y la ecuacidn

(28) que.reveia la verdadera fuente de multicolinealidad.

Las Gltimas 4 6bséfvécioﬂesr(observacioaes’23 24, 25 y 26)
fueron generadas de tal forma que se encontraran en la fron
tera del mis pequefio conJunto convexo,que contiene a todos
los puntos ; x del dlseno. A este conJunto se le denota por
IVH. La caracterlstlca que causa que h .y t sean grandes

es que

xv(x')\)"lx < max 'hi."t . (29)
_ i e '

La desigualdad dada en (29) muestra que 1los puntos con ma--
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yor varianza en los valores predecidos deberin estar en la
frontera del IVH. En general se puede anticipar que el --
punto disefio correspondiente al maxhi deberd estar en la -
frontera del IVH, en una regifn donde la densidad de los -
puntos disefio es relativamente pequefia. De esta forma se
buscd que los puntos 23, 24 y 25 tuvieran residuales relati
vamente grandes. En cambio la observacién 26 se eligié en
el plano de X, y X, con la condicién de que tuviera un -
residual mé;>pequeﬁo. '

Andlisis de negnesién ridge.

Como una opcibn a la solucibén del problema de multicolinea-
lidad se ilustra el uso de la técnica conocida como Anili-
sis de Regresién Ridge, 1la cual ha sido descrita lineas --
arriba. Con el objeto de calcular la cantida& de sesgo --
que se introduciri en el estimador ridge y con esto deter-
minar el valor de'k, es necesario analizar el modelo con -
todas las variables (dependiente y predictoras) usando 1a
estandarizacifn definida en (5), los estimadores de B obte
nidos de esta forma se denominarin Coeficientes Basados en

La Conn:facibn (CBC) (Marquardt y Snee (1975)).

En 1la Tabla 5 se muestran los resultados obtenidos para -
las 22 observaciones que quedaron después de eliminar los

puntos de influencia (observaciones 23, 24,725 y 26).
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TABLA 5. (Eliminando observaciones 23, 24, 25 y 26).

FIV Cocficicntes Basados en la Corrclacién (CBC)

Variable Jinims o MIMRGS k0t k=02 103 k=04 k=05
Wy 60,85 0.47 0.578  0.590  0.590  0.58 0,581
v, 41,36 -1.08 -0.968 -0,939 -0.921 -0.906 -0.891
W 128.11 -0.16 0.012  0.043 0,056  0.063  0.068

Miximo FIV  128.11 -~ 12.05 .31 2,26 1.43 1.05

En la tabla 5 puede observarse que una buena eleccidn de k

es la de k=0.02, valor donde se han estabilizado las magni-

tudes de los coeficientes. El estimador ridge seri enton--

ces obtenido como
. -1
8(0.02)"= Ev'w . 0'029 Wy .

En~la tabla 5 se muestran los DBC calculados por minimos --
cuadrados y por regresi6n ridge para varios valores de k, -
La interpretacifn prictica que puede darseles es la de que

un CBC, digamos b, es el cambio esperado en y, medido en y-
desviaciones estandares, dado que la correspondiente varia-
ble predictora, digamos w, se ha incrementado en una desvia
ci6én estandar, asf por ejemplo, b=0.5 implica que y se in--
crementa en 0.5 desviaciones estandar cuando w aumenta en -

una desviacidn estandar.

En vista de la magnitud del CBC asociado a la variable Wy -

se puede decidir eliminar a dicha variable. La estrategia




-de eliminar a W solamente basados en la magnitud de su --
CBC es acertada, dado que en un modelo casi ortogonal los -

DBC tienen aproximadamente 1a misma varianza,

PRUEBAS DE F PARCIALES

Las pruebas de F parciales, las cuales son usadas en varios
proced1m1entos de eelecc16n de \arlables, se pueden ver muy
afectadas por la presencla de puntos de influencia. A con-

i

t1nuaC1on se expllca la aseveracio6n, -

1
Si B denota el m-&simo componente de B y T -ﬁ./S(z)é, don
de 9 es e1 m-&simo elemento de la dlagonal de (X'X)- 1, cntonces la esta
distica‘de F parcial, F n(i ), para el conJunto de datos don-

de se ha eliminado el j- és1mo punto puede eéxpresarse como

. - S l z

o P /2

FM @
m(i) (@-p-1-t3) (1+y2g )

donde‘tg esta definida en (11), vy es la cerrelacién entre -

By 5;@ Y 8;=h;/(1-h)). De (30) puede observarse que:

a). Si t >1 y y(g )/2 €s negligible, ‘entonces’ Foi ) 1De
tal forma que si se elimina un punto con una tz>1 51tua
do en una regién d.nsa de IVH, se incrementars 1a magni -

tud de todas las F parciales,
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3
b). Si t;SI,Fm>] y y(gi)/z es suficiente grande, entonces --
F .y <F. Por lo tanto se espera que todas las F > 1
m(i) m j m
decresersn cuando se elimiqa un puntc (t; < 1) situado

en la frontera del IVH.

En las Tablas 1 y 4 se muéstranlloé valores de F parciales
antes y después de haber eliminado los puntos. de influencia
respectivamenté,.qbservéndose un cambio en magnitud muy - -
grande; sobre todo para las correspohdientes a B, (de 319.6

cambio a 16.2) y a Ba.(de 30.8 cambio a 0.9).

COMPUTACION

Los procedimientos numéricos que se emplearon para obtener
los diferentes indicadores (ri'}ﬁ’ ti,Di,xi) tanto de los -
puntos de influencia como de multicolinealidad, fueron ﬁechos
usando comO‘bése la descomposicibn singular de X(o W en su

caso), la cual tiene la forma

X = U Ay

: 11 "1°

W= U, A2V
= UKo

X 2
donde UjU,=I, ULU,=I, v, y V, son ortogonales y l\1/2 y 1&2/z -
son matrices diagonales. Usando dicha descomposicién se ob

tiene:
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b } .
g - VA gzué Y

W= v, et

2 = Y2 -1
E(k) = V2(I\.2 + KI) A2U§ Y-

Usando las expresiones anteriores resulta ficil y precisa -
la obtencifn de los indicadores usando el paquete estadisti
'co SAS. La 6ltima versién de dicho paquete proporciona - -
(aunque con menos precisifén que la presentada en el trabajo)

los indicadores t;, D,y T, directamente.

COMENTARIOS FINALES

En el presente trabajo se han presentado varios indicadores
de puntos de influencia y de multicolinealidad, que pueden -
usarse con gl'propésito de revelar informacién relevante -
contenida tanto en.los datos como en las variables. Por me
dio de un ejemplo se han examinado las consecuencias que -
pueden traer consigo el procesamiento de datos, sin antes --
examinar cuidadosamente la estructura del modelo,y de la in

formaci6n que se va a usar para estimarlo.

En muchas ocasiones, una vez detectados los puntos de in- -
fluencia, los investi,adores proceden a utilizar métodos ro
bustos de estimaci6én como los sugeridos por Huber (1972) o

Andrews (1974). Sin embargo se dcbe tener extrema precau--
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cién al usar tales métodos sin antes llevar a cabo un cuida
doso escrutinio de las observaciones, en inumerables ocasio
nes es mejor eliminarlas, aunque esto Glt'mo también no es
un paso que se debe de tomar autom&ticamerte. En la solu--
cién del problema de multicolinealidad, se ha sugerido el -
uso de la regresién ridge ya que es una metodologia que en
jncontables ocasiones proporciona resultados aceptables, --
sin embargo existen otras técnicaslééﬁo la eliminaci6n de -
las variables afectadas, las propuestas por Marquardt (1970),
la de componentes principaleé (ver'Méﬁsfield et al (1977) y
el método de las raices caracteristieas de Webster et al --
(1974), que pueden producir mejore§ resultados que los de‘-
regresién ridge, la decisidn de usar cualquiéra de los méto
dos; debéré ser consecuencia de un andlisis ﬁinuciosd dévla

naturaleza y fuente de las multicolinealidades.

Se espera que”de las consideraciones discutidas en el traba
jo, se desprenda la conclusidén de que la automatizacidn de -
los métodos estadisticos no deben conducir a el uso de los

mismos cémo simples rutinas de cdlculo, sino que debe usar-
se como un ingrediente mis del énélisis y el.proceso de los

" datos (Tukey 1972).
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GEOMETRIA Y TOPOLOGIA EN VARIEDADES

Guillermo Pastor

Departamento de Matemdticas
CINVESTAV - IPN
o .

La geometrfa es el estudio de ciertas propiedades de
las figuras geométricas en el plano o en el espacio. No to-

das las propiedades son de interés, solo las "propiedades

geométricas". Decimos que dos figuras son geométricamente
equivalentes si mediante un movimiento rigido podemos llevar
una sobre otra de tal manera que.las dos figuras coincidan.
Las propiedades comunes' a las figuras‘geemétricameﬂﬁé equiva-

lentes se llaman propiedades geométricas. Por ejemplo, las

siguientes propiedades son geométricas:

1) E1 &4rea de un poligono.
2) El1 ntmero de vértices de un polfgono .

3) TLa longitud de una curva.

Imaginemos gue nuestras figuras estén hechas de hule y

que podemos apachurrarlas, estirarlas, torcerlas, y atin cor-

tarlas, anudarlas y volver a pegarlas. Diremos que dos figu-

ras son topoldgicamente equivalentes si podemos .otener una
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de la otra mediante este tipo de modificaciones. La topolo-
gfa estudia las propiedades (topolégicas) que permanecen in-
variantes bajo estos cambios. Observemos que las 3 propieda-

des mencionadas en el pdrrafo anterior no son topolégicas,

%

Fig. 1. (a);Figutas topcl8gicamente equivalentes.

=2 F

{(b) Figuras no equivalentes topoldgicamente.

Entre las figuras geométricas m{s simples se encuentra
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el triﬁngulo. Una de sus p¥opiedades m&s interesantes es
que ;a suma de sus &ngulos internos es 180° 6 1 (en radia-
nes). La generalizacibn del tridngulo es el polfgono de

n lados. Descomponiendo el polfgono en (n-2) tri&ngulos
"uno observa que la suma de los &ngulos internos de un poligo-
no de n lados es (n-2)N. Esta es una propiedad geomét ‘ica
de los poligonos. Sin embargo, todos los poligonos son topo-
légicaménte equivalentes entre sf y bajo este punto de vista
es mejor considerar que tan doblado est§ el pol;gono en un
vértice dado. Si oy denota el‘angulo interno en el vértice

i, entonces H—ai ‘es una medida de cuanto est& doblado el po-

1fgono en el vértice i. Sumando sobre todos los vértices

obhtenemos
Y(i-a))= nll - ) a,=20

donde n es el nmero de Vértices (6 lados) del poligono.
Esta suma siempre es 2 y por lo tanto no depende del poli-
gono en cuestif6n. Esta es una propiedad topolégica de todos

los poligonos.

Generalizemos la ecuacién anterior para poliedros. AQu;
adoptamos la terminologfa de los topblogos: un poliedro es
" una coleccién de vértices, aristas y caras pegadas de tal

manera que cualqﬁier arista es incidente en exactamente dos

caras. Debemos pensar esta coleccifén como pegada en abstracto
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ya Que en algunos casos no podemos visualizarla en el espacio
ambiente. Bajo este punto de vista, los poliedros son mode-

los rectilfneos de superficies

c d

Z ya

Y TN
a A Aa
b A Ab

1«

: & d
Tetraedro Octaedro Toro

proyectivo

Fig. 2 Ejemplos de Poligonos

Consideremos un poliedro compuesto de V vértices, A
aristas y C caras. Para cada vértice i sea oy la suma
de los &ngulos de las caras en el vértice i Yy denotemos
por Gi a la diferencia 2H-—oi. Gi es llamado el defec-
to angular en el vértice. Sumando sobre todos los vértices

obtenemos

) 1
A=) §, =2V~ o,
= i=1 *?

Queremos calcular A. Si s denota el ndmero de lados

3
de la cara j se tiene
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12101 = (s,= 20+, o+ (s, = 200 = 2N (A ~C)

pDe donde obtenemos la f6rmula
(%) A=2(V-A+C)

Por lo tanto A s6lo depende del ntmero de vértices,
saristas y caras de nuestro poliedro. ¢Cudnto vale entonces

V-A+C?

Restrinjamonos por ahora al caso de poliedros topoldgi~

camente equivalentes a la esfera. Ya vimos que
1o, =2ma-c)

y que este nfmero permanece invariante bajo cambios conti-~
huos. Escojamos una cara, la "base", y estirémosla hasta
tue el poliedro pueda pfbyectafse ortogonalmente sobre la
base.  El rééultado es 'un poliedro aplanado con dos

hojas superpdestas: la "inferior" es la base no dividida y
la hoja "superior" dividida en (C-1) polfgonos. La figu-
ra 3 muestra el resultado de esta proyecc?dh para (a) un cu-

bo, (b) un tetraedro, {(c) un poliedro "general"
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(a) (b) " {e)

Figura 3.

Computemos ahora la suma de los &ngulos de las caras,

ginal.

a)

b)

c)

Pe

201, que sabemos es la misma que para nuestro poliedro ori-

La suma total consta de 3 partes:

La suma de los &ngulos de la base,que es (r-2)T,

donde r es el nfimero de lados de la base.

La suma de los &ngulos del perfimetro-de la hcja supe-

rior, gue también.es (r -2)I.

La suma de los &ngulos del interior de la.heja supe-

rior,que es- 2I(v-1x). "
las tres partes obtenemos

Yo, =2nv-a4n
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y de la ecuacibn (*) deducimos que
V-A +C=2

para cualquier poliedro topol6yicamente equivalente a la

esfera.

Un resultado clisico de topologfa afirma que dados dos
poliedros topoifgicamente equivalentes sus sumas V-A+C
son iguales. Este ndmero se llama la caracterf{stica de
Euler del poliedro P y se denota por ¥ (P) . La siguiente
tabla muestra algunas superficies y sus correspondientes ca-

racterfsticas de Euler

Superficie X
esfera
plano proyectivo 1
toro, botella de Kleirn 0
toro doble . -2
toro triple -4

En resumen, hemos demostrado:

TEOREMA. Sean P y P' poliedros topolégicamente equiva-

lentes. Si A(P) denota la suma de los defect s angulares,
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A(P) =211 X (P).

En particular,

A{P) = A(P').

El defecto angular de un vértice es una medida de 1la

“"aplanabilidad" del poliedro en dicho vértice. Los vértices

son denominados llanos, esféricos o hiperbdlicos si su defec

to angular es cero, positivo o negativo, respectivamente. El
poliedro de la figura 4 contiene dos vértices llanos (11),

diez esféricos (e) y dos hiperb&licos (h).

e e
> .
e ! e
i
!
11 h e
 qpuii e P
PR /
11} - )
] h e
[
|
LS I
’/
el<”
e
Figura 4.

A(P) es por lo tanto una medida global de como se do-

bla un poliedro P. Nuestro teorema afirma que adn cuando
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el defecto angular en un vértice no es una propiedad topolé-

gica, la suma de todos los defectos angulares, A(P), s{ lo

€es.

Por ejemplo, si un modelo poliedrico del toro tiene vér
tices esféricos, entonces deberd tener al menos un vértice
hiperb&lico. Cualquier modelo poliédrico de un toro doble

o toro triple contiene Vértices hiperb6licos.

En el caso de la esfera, . X =2, los poliedros regula-
res (tetraedro, cubo, ostaedros efc.) son modelos rectilf-
neos con todos los vértices esféricos. Para el toro y bote~
lla de Klein existen modelos poliédricos con todos los vérti
ces 1llanos. Asf mismo. para el toro doble existen modelos
con todos los vértices hiperbflicos. Sin embargo, estb;‘md-b
delos no pueden ser visualizados en el espacio tridimensiq—

nél.

Cabe mencionar que nuestro teorema es como una versién
discreta del teorema de Gauss-Bonnet, que afirma que para

‘una superficie § 1lisa cerrada se tiene

” K dA = 21  (S)
8

donde K denota la curvatura gaussiana y deA la inte-

gral con respecto al elemento de &rea.
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René Descartes (1956-1650) y Leonardo Euler (1707-1783)
descubrieron de mahera independiente nuestro teorema princi-
pal para el caso de la esfera, pero ninguno dif una prueba
formal. La demostracién dada aquf de la férmula 2=2IX se
debe a G. Polya a aparecif recientemente en un articulo de

P. Hilton y J. Pedersen (+).

La relacifn entre conceptos geométricos y topolégicos
es pues muy compleja y fructffera. W. Thurston recibié 1la
medalla Fields en 19682 por su trabajo de estructuras geométri
cas en variedades de dimensifén 3. Sus métodos permiten tra-
tar prob}emas topolégicos de variedades tridimensionales con

herramientas geométricas.

(+) P. Hilton vy J. Pedersen, "Descartes, Euler, Poincaré§,
Polya and Folyhedra", L'Enseignement Math., 27(19%81},
327-347. '



¢QUE ES LA TOPOLOGIA?

Enrique Antoniano

Las rafces griegas de la palabra topologfa son “"topos" que signifi-
¢a lugar, posicidn o espacio y flogosﬁ que significa tratado o estudio.
De acverdo con esto estd decir que la topologfa es la ciencia del espacio;

analiza este concepto e investiga las propiedades de los espacios.

Las rafces de la topologia estﬁn por un lado, en la geometrfa, en el

hecho de que los cuerpos geométricos son espacios topoldgicos de manéra muy

natural:

Por otro lado, estfn en el anilisis matemdtico, en los conceptos de 1i-
mite y convergencia y en la necesidad de aclarar el concepto de dimensidn,
sugerido por el nimero de variables necesarias para determinar las coorde-

nadas de un punto en el espacio Euclideano R".

Las pfimeras ideas que condujeron al desarrollo del concepto de espa-
cio topoldégico surgieron de Georg Cantor, quien motivado por cierto proble-
ma con las series.de Fourier, trataba de determinar los conjuntos donde

cierto teorema es valido:
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TEOREMA: La gnica serie trigonométrica (es decir, de la forma
£(a, cos nx+b, sen nx)) que converge a cero para todo valor de la varia-
ble es la serie nula. El teorema sigue siendo vdlido si no se supone la

convergencia en un conjunto finito iy en qué otra clase de conjuntos?

Pero de esto creo que nos hablard mds Andrés Sestier durante su con-

ferencia.

A principios de nuestro siglo, después de la gran influencia de Can-
tor y del esfuerzo de muchos matemﬁticos, entre quienes destacan Maurice
Fr§chet, Hermann Weyl y Félix Hausdorff, se logra formalizar una defini-
ciQn satisfactoria de espacio topo]égico. A continuaciﬁn inc]uimos dos de

las definiciones m§s usuales,

Definicifn: Sea X un conjunto. Un'éiétema‘gg'vecindades para X

es una funcidn que asigna a cada punto x € X una familia de subconjuntos
de X que denotaremos por Vx de manera que se satisfagan los siguientes

axiomas:

1.- Para toda e Yx. X € U,

2.- si Upsly € V.. entonces Ujn U,€ V..

3.- 81 Ue Vx y Uc: V, entonces Ve Vx.

4.- Paracada U € Vx. existe W€ Vx tal que Ue¢ Vy para cada

Y€ H.

Definicidn: Un espacio ‘topoldgico es un conjunto X, Jjunto con un

sistema de vecindades paca €1,

Definici6n: LUn espacio‘tobé1égiéo es un conjunto X, Jjunto con una

familia de subconjuntos de €1, que denotaremos por T Yy que satisface los
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siguientes axiomas:

“l- X, €T
2~ §i AjA, € T, entonces AnA, € 1
3.- Si A; € t paratoda i €I, entonces UJA.eT.
' 1 i1’

Los elementos de T se llaman los subconjuntos abiertos de X. Si

pensamos que una vecindad de un punto es cualquier conjunto que contiene
a un abierto que contiene al punto, no es diffcil establecer la equivalen-

cia entre las dos definiciones anteriores de espacio topoldgico.

En base a ésta definici@n de espacio top61§gico se pueden establecer
las nociones de continuidéd, punto de acumulacidn, cerrado, conexo, compac-
to, etc., etc. Por ejemplo, una funcidn entre dos espacios topolégicos es
continua, si como fgnci§n entre los conjuntos. tiene la propiedad de que

imigenes inversas de abiertos son abiertos. La teorfa desarrollada de es--

tq manera es lo que hoy conocemos por'Tobolégfa'de'Conjuntos o Topologfa.

General.

Actualmente, 1a palabra topologia es usada para nombrar a la familia
de abiertos que determina la estructura topo]§gica de un conjunto. Sin
.embargo, independientemente de esto, podemos decir que la topologfa es el
estudio de aquellas propiedades de las figuras geométricas que -permanecen

invariantes cuando deformamos a éstas como si fueran de goma eldstica.
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: -

Esto nos hace recordar a Leonard Euler (siglo XVIII) quien pensando

en el conocido problema de los puentes de Koenigsberg escribié: PLa rama
de la geometria que trata de las magnitudes ha sido celosamente estudiada
en el pasado, pero existe otfa rama que ha permanecido casi desconocida
hasta ahora. Leibniz fué el primero en tratar de ella, 1lamdndola geome-

tiia de la posicidn (geometria'situs). o tiene en cuenta las magnitudes,

ni requiere c§1culos con cantidades". Pero ahora més que hablar del pro-
blema de los puentes, quiero hacerlo acerca de un resultado cldsico de to-
pologia; conocido como  1a férmula de Euler-Poincaré, aunque €sta era ya
conocida de Descartes (siglo XVII) “Sean v,a, y ¢ el nﬁmero de vértices.

aristas y caras de un poliedro convexo, entonces:

9 -atc=2

evbo T vandvo >
A/

S-\24 (=2 A-644=2 6-1148=2

odaedvo

‘u‘-l‘
’
'

A
Mis generaimente, definimus l1a caracterfstica de Euler de un poliedro, con

v vértices, a aristas y c caras como el nimero X dado por
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x=v-afc=2

Los que fueron al curso de Elfas Micha ya saben como utilizé la ca-

racteristica de Euler para clasificar las superficies.

X = -2

Por lo pronto, utilizaremos la caracteristica de Euler en un problema mds

sencillo: Demostrar que solo hay cinco poliedros regulares. Esto ilustra

el tipo de argumentos utilizados en esta otra rama de la topologfa conoci-

da por Topologfa Combinatérica O'Topélqgia‘Algebraica.

Demostracifn: Supongamos que tenemos un poliedro con c caras.

Siendo regular, las caras deben estar formadas por polfigonos regulares,
ck

digamos con k aristas cada uno y por 1o tanto el poliedro tendrd >

aristas.

ka3 h=4 h=§

Andlogamente, si denotamos por & al nimero de aristas que inciden

en cada vértice, entonces el poliedro tendrd un total de ck/2 vértices.
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Aplicando 1a férmula de Euler-Poincaré, obtenemos:

AR c [M.:_Z_‘.(] =2
22

Ahora sélo falta resolver esta ecuaci6n diofantina. Para esto, con-

sideremos 1o siguiente:

‘1.~ En cada vértice deben incidir bor lo menos tres caras .,(233).
Y cadé cara debe tener por To menos tres aristas (k> 3).

2.- La suma de Tos dngulos planos que forman 1as caras que inciden
en un vértice debe ser menor que 360° . “Asf, el dngulo plano que forman

las aristas de las caras debe ser estrictamente menor que 360°/3=120°.

Siendo el &ngulo que forman las aristas de un hexfgono regular igual
a 120°, obtenemos que el nimero de aristas de cada polfgono debe ser menor

que seis (k<6).

Ahora demos a k lo. valores 3, 4 y 5 y consideremos la ecuacién en

cada caso. No es diffcil concluir que las Gnicas soluciones son:
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k z{Lc fombre del Poliedro
31314 tetraedro
34,8 octaedro

3} 5 )20 icosaedro
4[131]6 cubo

513 (12 dodecaedro

En Topologia Algebraica, no solo se asocian a los espacios nqmeros,
como la éaracteristica de Euler; también se les asocian estructuras a]ée-
braicas m§§ complejas, como pueden ser grupos, aniiles, m§dulos, etc., etc.
En seguida, describiremos una manera de asociar & un espacio, una familia

de grupos (uno para cada natural), llamados sus grupcs de homotopia.

La definicidn de estos grupos, como veremos, no es muy diffcil y sin
embargo, el cdlculo de los mismos es terriblemente complicado. Hoy dia,
todavfa no conocemos los grupos de homotopia de espacios relativamente

simples, como las esferas.

Denotemos por s" a la esfera de dimensidn n y por e al puntc

de coordenadas (1,0,...,0).
M= (x € R"+1|Ix|f 1]}, es= (1,0,...,0)

. Dado un espacio topeldgico X, fijemos un punto ko € X y conside-

remos el siguiente conjunto:
Pa(X)= {f: s"+X | £ es continua y f(e) = x,}

Ahora, consideremos la siguiente relacifn de equivalencia en Pn(X). :
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Decimos que f y g son equiva]enté; (fvg) si podemos encontrar una

funcic_’m continua
H: Snx[0,1_'l + X tal que
1) H(y,00=f(y) v yes"
2) H(y,1)=g(y) v yes"
3) Het)=xg v telo,]
Denotemos por "n(x) al conjunto de clases d= equivalencia, i.e.
1, (%) = P (X) /o

Ahora bien, dadas dos clases de equiva’lenc'ia [f] y [d] € nn(X) podemos
elegir representantes f,g ¢ Pn(x). Definimos la funcic_‘m' ftge Pn(X), |

como se ilustra en el siguiente dibujo:

qr-'sé‘bm&o e!tw
on uwm pumto
| & X

| XX

La operizibn m (X} xm (X) » m (X) que manda ([f1,[g]) a [f+g] le da

a "n(x) una estructura de grupo (abeliano si n>1).

Uno de los primeros resultados que se pueden obtener, sin recurrir a
técnicas demasiado complicadas y que por lo tanto dejamos como ejercicio

al lector interesado, es el siguiente:
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Progosiciﬁn: El primer grupo de homoiopia de las esferas de.dimen-

si@n uno es isomorfo a los enteros, i.e.
n(sl) = Z
1

Mas aﬁn. la funci§n constante representa a cero, la identidad a uno y en
" general, la funcién del plano complejo en sf mismo dada por f(z)= 1k,

cuando la restringimos a st representa a k.

Ahora para terminar, daremos una demostracién del teorema fundamen-

tal del &lgebra, que utiliza estas ideas.

Teorema Fundamental del Algebra: Un polinomio de grado mayor o igual

a 1, con coeficientes comp1ejo$, tiene uha rafz compleja.

Demostracién: Tomemos urn polinomio, que podemos considerar ménico

para los fines que nos preocupan; y sea éste

Pla)=z"+a, 2" T . +ag

Si suponemos que no tiene raices, podemos considefar la funcidén con-
tinva 6:¢-~S1 dada por: '
' 6(2)= Plz)
- Ir(@)
Restringiendo el dominio de G a una circunferencia de radio R,

obtenemos una funcion continua g: sl st dada-por la misma formula, i.e.

g(z) = £z
{P(z) ]
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Observando la siguiente figura, vemos que la funcibn g es equiva-

lente a 1a funcidn constante:

0-) -

y por 1o tanto [g(z)]=[cte]=0¢ nl(sl).

Ahora obsérvese que si -t € [0,1] y R>nK, con

K=méx{|an_1|,...|a0|,1}, entonces
n n n-1
|tP(z)+(1:t)z | =]z +t(a, 127 "+ ...+ )]

n n-1
z_ IZ I = lan-lz

+ ...+a°|
> R'-nkr" 159

y por lo tanto la expresién

H(Z t)‘ tP(z)- (1- t)Z
[tP(z) - (1-t)2"]

r n
describe una equivalencia entre las funciones g¢(z) y Iz—- y asf
z

(a(z)]= "z /[z"|]= ne€ nl(Sl), 1o cual es una contradiccidn, pues O#n
en Z . Por lo tanto, nuestra hip§tesisv acerca de que P(z) no tiene

rafces es equivocada.
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CONSTRUCCION DE UNA FUNCION SINGULAR

Luis E. Moreno. *

1: Construccién del conjunto ternario de Cantor.

Partimos del intervalo [0,1]. Extraemos su tercio central

abierto: (%, % =Ty ;- Esto nos deja con dos intervalos cerra
4

= le =2 O 4 FY-% -
dos 11’1 = [0,3] 11’2 [3,1]. De cada uno de estos cxtrae

mos a su vez sus tercios centrales T2 1 Y T2 2 respectivamente.
’ ’

©——HHHHI——HHIHHH I ———HHH—— @
0 T2 T1a Tz,2 1

OQuedan entonces cuatro intervalos que denotamos (de iz-
quierda a derecha) 12'1, 12’2, 12'3 e 12’4.

Esta "extraccién del tercio central" (procesc de Cantor)
se repite indefinidamente. El-conjunto que finalmente queda es
el conjunto ternario de Cantor. '

La descripcibn, en términos conjuntistas, del conjunto
ternario la podemos dar asi: cuando se ha realizado el n-&simo
paso del proceso, nos.quedan 2" intervalos cerrados In 17 In 27

- . . ’ ’
Ahora, de cada intervalo In x extraemos su tercio
:

ceey In'zn.
central '1‘n+1 x 1o cual nos deja, en total, con 2n+1 intervalos
r .
o n
In+1,k donde k' =1, 2, ..., 2.

2n ,
Sea P_ =y I . Entonces, el conjunto de Cantor K, se
L e n,k

o

puede expresar como K = P

n=1

En términos numéricos podemos expresar los elementos de K
como aguellos nlmeros reales t cuya expansibén en base 3 es del
tipo: ’

Seccién Matemstica Educativa
CINVESTAV-1PN.



t = _O.ala2 N

siendo a; = 0,2. Esto, es bien sabido, quiere decir:
w. . a

a a a Nk
t=-3—1+——§+...+ +...=§:’3'1?
3 3 k=1

bls

Uno pudiera quedarse con la impresién de gue el conjunto
k consiste finicamente de aquellos puntos gue son los extremos
de- los intervalos abiertos que se extraen. Esto, empero, no es

asf: el nGmero % estd en k (véase su expansibn ternaria) y no

es extremo de ningln T .
n,k

De hecho, % es el nlmero gque esti en el tercio de la iz-
quierda en cada extraccibn impar y en el tercio de la derecha

en cada extracci6n par.

2: Funcién de Cantor.

Definamos una funcién ¢ cuyo dominio es K y cuyo rango es

todo el intervalo [0,1]. Si t = O.ala2 S a, ... estd en K,
a.
sabemos que 7} = 0,1. Por lo tanto, la correspondencia:

t —— e(t) = 0.bb, ... b ...

a
donde cada bi = ?% , define la funci6n e¢.

Ni5tese que ¢(t) representa la expansién binaria de un nd-

mero de [0,1]. Claramente, la funcién ¢ es sobreyectiva.

Consideremos el intervalo T = (l, 3). Entonces
1,1 3’3
l1_ 2 _ . .
3 = 0.0222... y 3 =.0.2000... en expansién ternaria. En
tonces
L o 0® =1
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En general, puede mostrarse gue ¢ toma igual valor en los
gxtrewos de cada intervalo Tn,k' Ademés ¢ es una funcibén crecien
te (no estrictamente, por supuesto).

Como ¢ es sobreyectiva entonces ¢ no puede tener disconti-
huidades de saltc. Sabemcs que uha funcién mon&tona s6lo puede
tener discontinuidades de salto, Por lo tanto ¢ es continua.

El hecho que ¢ toma igual valor en los extremos de cada
Tn,k = (a,b) nos permite extender ¢ al interior de cada uno de
tales intervalos definiéndola como ¢{x) = ¢la) para cada x,
a<x < b,

Una gr&fica parcial de esta ¢ extendida_(que sequiremos de
notando ¢) luce como sigue: ‘

___________ 1

T T T e
3 o e o e o e e ——— — 'Il
1 IR
—————————————— by

1 ﬂ Il|f|
CHl ] RER
2 1! 1!
1t l||l -

i thy ol
Y w1
el i
uiiRie i
0.0-11 1 141 11t Lt

'
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3: Longitud de la gré&fica de ¢.

Para calcular la longitud L(¢) de la gréfica de ¢ vanos a
definir una sucesi6n de funciones {Pn} que converge unlformemex
te a ¢. La funcibn én coincide con ¢ en los 1ntervalos

n-1 . . .
Tn,k(l ). Sobre los intervalos In,k definimos Pn 1i

nealmente, uniendo mediante un segmento de recta el extremo de

€ k £2

recho de un intervalo T con el extremo izquierdo de T

. n,k
La gréfica de P2 por ejemplo, luce como sigue:

n,k+1°

Cada uno de los 2 1ntervalo= I (1 k <‘2n)rque guedar
en el n-ésimo paso del proceso tiene iongltud 37™, por lo tantc
los segmentos ascendentes de la gré&fica de: P son todos parale-
los enire si.

- La longitud total de la parte ascendente de la gr&fica de P
es entonces: 1

1,2 1.2172
2" 1 (94 + (=)
2" "
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- La longitud total de la parte horizontal. de la gr&fica derPn

es entonces:

1 1 n-1, 1, _ . _ .2'n .
'3 + 2(—2) + (.. + 2 (-T_l') = 1= (3)
3 3
- Por lo tanto: ‘
1

pe) = 11 - A% s+ B2

como L(g) = lim L(Pn), entonces L(¢) = 2.
n ' , 3

Kunque este resultado es muy senc1110, es 1nteresante compa—
rarlo con el correspondlente para funciones monétonas f ta-
les que £(0) = 0, £(1) = 1 que sean continuamente diferencia
bles. Para tales funciones L(f) { 2. Lafdesigﬁaldad[es estric
ta. -
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4: Derivada de la funcibn ¢.

Sean 0 = x; < X, < ... < X0+l = 1 1los AR puntos de sudb

divisién que se obtienen en el: n-&simo paso del proceso de Can-

tor.

- 8i x est8 en alguno de los intervalos extraidos Th k entonces
14
¢'(x) = 0 pues alrededor de x la gr&fica "es horizontal”.

~ Veamos que sucede si x estd en K. Entonces podremos "locali-
zar" x en algin n-ésimo paso del proceso de Cantor.

Quiere decir que x estars en algfn intervalo In x donde
r

1 £k = 2", Denotando [a,b] tal intervalo, tendremos:
- : 3.n ,.
e(b) - e¢(a) = (-5) - (b-a)

Recordemos la desigualdad:

[0 4

max{-“—r,

8 ; > <+ 8 >0, &§>0, «20, 720,

B8+s !

Entonces:

. {w(b)b—_cp’((x) , "(X)x_-"’;a)} RS

por lo tanto ¢ no es derivable en x. Recuérdese que x es un ele

mento arbitrario de K.

5: Conjuntd de Cantor de medida positiva.

Dado 0 < A < 1 construyamos un conjunto de Cantor Kti\) de
medida (de Lebesgue) 1 - \. Para ello, extraemos el intervalo

(LM 1,2 i A
central Tl,l = (2 62t 6) de longitud 3 - De cada uno de

los intervalos restantes I, ; e I, , extraemos sus tercios cen
’ ’ B
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traies de longitud l% cada uno. Raiteramos este proceso como en
3 | ’ ~

el caso del conjunto ternaric original. La suma total de las

longitudes de intervalos extrafdos ‘seri:

2

% +2 X 4 2“‘1(J§) +oeee =2
3 3"

La suma total de longitudes de intervalos extrafdos hasta

el n-&simo paso del proceso es:

Ay Ay +2n—1_)_=)‘{'1_(2_)n}
3 32 30 3
gue denotamos An.

2n—l

Como antes, denotamos Tn Xk '1 sk € los intervalos
r .

que se extraen en el n-&simo paso del proceso; sobre cada uno

de estas intervalos definimos Pn(k) haciendo que sus valores
coincidan con los de la Pn correspondiente al conjunto de Can-

tor original, en los correspondientes intervalos.
En los intervalos que restan, también definimos Pn(l) de

manera lineal.

Longitud de Pn(k).

- La gréfica de Pn(k) tiene 2? - 1 segmentos horizontales cuya
. 2, n
longitud total es An = A1 - (3) 1.

- La gréfica de Pn(l) tiene 2" segmentos ascendentes cuya lon-
1

gitud total es | (1 - xn)z + 1}2

1
- De manera que L(P (X)) = A + |(1 - Xn)z +1}2
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Puede mostrarse, de manera sencilla, gue L(Pn) converge &
la Yongitud de 9’& + la nueva funci6n de Cantor. De manera que
1
Lig,) =2 + [1+ 1 - 0?2

Derivada de £y

Para laz funcibn ¢, vimos que no es derivable sobre K. Sin
embargo, cabe la posibilidad de que tenga derivadas laterales
sobre k. Vamos a enunciar ahora los resultados propios para (PA'

si x, y €[0,1) (en algtn Pn) entonces

PLR) () - PN (%)

1 1
< - <
Yy - X 1 - A 1 -2
lo cual implica que
A L
y - x 1 -2

debido a la convergencia Pn - (px. Esta Gltima desigualdad nos

permite afirmar que si q,)\ es derivable en x ¢ }()‘ entonces

1
cp;(x) S 1= "

Para terminar nuestro estudio de la ‘derivada <p; vamos a

demostrar:

i) T, es derivable en casi toda parte y ¢;(x) = i—ET .

Nos referimos, por supueéto, a "en casi toda parte" de
Ka. - . - .

La funcién 4 € monStona y continua. Un célebre resulta-

do de Lebesgue, nos dice que: 47} es derivable en casi toda par-

te (de [0,1]). Ya sabemos que <pi-=-0 sobre [0,1]\KA.
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Como 4, es mon6tona creciente y continua existe una (Gnica)

medida de Borel u tal que

pl{l0,x)) = ¢N(X)'

¢

Como A < 1 entdﬁces u es absolutamente continua (respecto
la medida de Lebesgue) y por lo tanto:

v(E) = ,E/f;’)"

para E conjunto medible.
Por lo tanto, u([o,ll\\Kk) = 0. Consideremos pues, solamen

te conjuntos medibles E ¢ KR‘ Si m denota la medida de Lebesgue

entonces -

[

m{
#(E) & T

&

Demostremos la desigqualdad contraria. Ello implicard que

1 ;
’ = .
qi(x) T - en casi toda parte de Kk'

Como ux es una medida concentrada en Kk entonces

1= u(K)) u(E) + p(Kx\E)

m(k,) - m(E)
“j‘:’i* =
E

por lo tanto

m(E) € (1 =) fr,; = (1 - A u(E)
E

lo cual termina la demostracién.
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SOLUCIONES APROXIMADAS DE LA ECUACION DE SCHRODINGER

M.A. Pérez Angén
Depto. de Fisica, CINVESTAV-IPN
Apdo. Postal 14-740, 07000 México D.F

1. " Principios Bi3sicos -de la Mec&nica Cudntica“

{i) Para un sistema fisico dado, que sea microsc§pico pero no-
ie\ativista. existe una funcién (de onda) compleja p(x,y,z,t) a
partir de la cualxse puede determinar, en pfincipio. toda la infor-
maciﬁn necesaria para describir el estado fisico de dicho sistema.
La funcidn de onﬂa no tiene una interpretaéién fisica directa sino
.su magnitud al cuadrado lw(x.y,z.t)zl. 1a cual se interpreta como
1a probabilidad_de que el sistema se encuantre en la poéicién
(x.y;z) = (xl.xz.xg) en el -instante t. Para que esta interpreta-

cidn sea consistente debemos tener
I |w(x,y.z.t)|2 a3x =1 | (1)

donde l1a integral es sobre todo el espacio.
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(11) Para satisfacer el principio de incertidumbre
Axi Api 2 fi/2, toda observable fisica debe estar representada p

un operador lineal hermitico, por ejemplo:

E

3 ; d
p'i - aTi » E + ih R (2)

(11i) La evolucién temporal del sistema ffisico se obtiene
exigiendo que Ya funcidn de onda satisfaga una ecuacidn de
eigenvalores para la energia total E del sistema:

(T + V(x,y,2)) wix,y,2,t) = E y(x,y,2,t) (3)

=1 2 ¢
donde T = YT (px + py

la energia potencial del sistema en cuestidn. Si usamos las re

+ pi) es la energfa cinética y V{x,y,t) e

. ciones operacionales (2) y (3), se obiene la ecuacibn de Schrdd:
péra.djcho sistema

2
[-%ﬁ V2 + v(x/ylz) ] w(x/ylz,t) = 1ﬁ§§f vix,y,z,t) (4)

2. Métodos Utilizados para Resolver la Ecuacién de Schrbdinger.

La ecuacibn de Schrédinger (4) tiene soluciones exactas s&]

para unos cuantos sistemas fisicos muy sencillos: la particula

2

Tibre V = 0, el oscilador arménico V = % k(x2 + y© + 22). y el
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dtomo de hidrbégeno V = -e2 (x2 + y2,+ 12)"7- Para 1a mayorfa de

. los sistemas fisicos realistas 1a ecuaci6n de Schridinger no tiene
solucidn exacta pero si una aproximada obtenida con el método per-
turbative. Este método se puede_épl{car para potenciales que se
pué&en separar en dos contribuciones V = vo + xvl. donde VO es so-
luble en forma exacta y AVI es, en cierto sentido, pequcfio con res-
pecto a vo, esto es, que sea una pequefia perturbacibn de VO' Las
soluciones aproximadas para el potencial completo se generan como
desarrollos pertukbativos alrededor de la squ;ién exacta para VO:

(T + V) y, = EQy,

(T + Vg +AV)) vy, =E ¥

cE0 ., ae(1) L a2 g (2) L
En - En + AE n + A% E 2 +

E(;) = f”wn(il VI‘;) Wn(;)“d3x

' . A A . K : . L . .
PR R el R A R AR NIRRT O
k#n E= - E
n k
Hasta hace poco tiempo, cuando no era posible aplicar el
método perturbativo, se hacia necesario resolver la ecuacidn de
Schrédinger en forma nGmerica. Sin embargo, recientemente se ha

propuesto un nuevo método analftico para resolver.dicha ecuacidn
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en forma aproximada para ciertos potenciales a los que no se le
podia aplicar el método perturbativo. Es;e método se concce ¢o
el nombre de "desarrollo 1/N", donde N corresponde al ndmero de
dimensiones espaciales y que se toma como un pardmetro variab]e
En el resto de la platica jlustraremos dicho método con un ejem

sencillo.

3. E1 Desarrollo 1/N para la Ecuacidn de Schrddinger.

£l método del desarrollo 1/N en Mecinica Cudntica fué insp
rado por él éxito de un_método similar aplicado por Wilson y Fi
en el estudio de los fendmenos crfticos, o transiciones de fase
fisica estadistica. Ante la carencia dé un parametro natural p
hacer desarrollos perturbativos en problemas de fendmenos ¢riti
Wilson y Fisher sugirieron qué para poder generafr dicho parimet
unokdeberja considerar el nﬁmero de dimensiones éspaciafés como
pardmetro variable y no como un nﬁmero fijo (=3). Demostraron
el estudio de los fenémenos criticos es: muy sencj]io en 4-¢ dim
siones espaciales y que el pardmetro natural ﬁara realizar desa
rrollos perturbativos es €. Simultancamente, para problemas en
mecdnica cudntica en los que el potencial carece de un parametr
natural (comoc A en (5)) para aplicar el método perturbativo, se
de aplicar 1a misma filosoffa de tratar el nimero de dimensione

espaciales N como un pardmetro variable, y averiquar si en el 1
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N + «» el parfmetro 1/N resuita ser apropiado para hacer desarrollos

perturbativos.

Para ilustrar el método en &sta pldtica, supondremos un sistema
sujeto a un potencial esféricamente simétrico V = V(r) y considera-
remos Gnicamente estados de momento angular cero. ta ecu-cibn de
Schrédinger independiente del tiempo en N dimensiones (tomaremos de
aquf ehbade1ante la convé;cién ﬁ = 1) para una particula de masa m

sujeta a dicho.potencial tiene la forma

[k vt ] ) = £ n) {6)
doﬁde

o M @
v =
N izl.‘gf

2 v

2 d N-1" d Sy

f(r) = Nl d ¢ {7
o s [ e L] aw (1)

2

con r = (x;e t Xp +--4x§)1/2

y_VN(r)~es Ta general%zacién del poten-
cial V(r) a N dimensiones. Mediante Ta transformacibn p(r) =

r'(N'”/2 ¢(r), la ecuacibn (6) se reduce a

2 v, (r)
I T L A TS V2 Y S Y1 I
[ 2one @l gurl - N2 ]

RS o(r). (8)
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Si el potencial VN(r) es tal que

v (r) — N2 v(r)

N+

la ecuacién (8) se reduce a

, |
1 d 1 1 _ E

[ - o L Vgl $ o)+ ol ¢ S RIURIRIT
N (g

donde

V .(r) = L v(r)
ef 8ur2

Si ademds Vef(r) tiene un minimo en r =.rg como se ilustre
la figura 1, entonces es posible simplificar ain mds la ecuacid

_ Schrddinger con ias transformaciones ¢(x) = exp(f(x)), x = (r—rc

Vg 4

Vq,(%) T T T
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2
1 d™f df 2 2 _
Sz L @] v - oo

y ahora es fdacil aplicar el método perturbativo a ésta ecuacidn,
resolviendola orden por orden de acuerdo con los sjguientes desa-

rrollos en 1/N:

Vrot(x) = Veelx) + 1 p(x) "

- 2 v 1ym '
E=E, N"+E_ N+ mzo Eq (i) - (12)

[

RO m§0 g, (x) (™.

Para finalizar la plética, citaremos los resultados obtenidos?

con éste método para el potencial de Yukawa

ke-ar

- (13)

v(r) s .
el cual es el mds sencillo de los potenciales de corto alcance y
que tiene mucha utilidad en Ffsica Nuclear. En particular, dicho
potencial describe el estado ligado del deuterén con los siguientes

valores para los parémetros kK y o

k =106.9 Mevef y  a=1.097 % - (14)

La generalizacidn que se utilizd para el'pdtencial en N dimen-

siones es



2
. Nk N
VN(r)"'gre : (

y el potencial efectivo es entonces

1 k
Voelr) = —— - 3% (
ef Bur 9r
con minimo en ro T 9/2mk.

En este caso se encuentra que las series del desarrollo I

dadas em (12) convergen y el resultado para la energfa tieng 1

expresidn
£ =K%V, { 1 -2(1-1)(1-e'Y’"2)-1}} (
0\ (1-1/M)? N N
donde
Vo = ¥V . (ry) = - k
0 ef'' 0 lEr0

En la figura 2 se muestra el comportamento de ¢ = E/4V0 -
varios términos de la serie perturbati?a en 1/N y el dado por
expresidn cerrada (17) con M’= 3. Finalmente, es posible demc

que (17) con N =3 y vy = 0 se reduce al resultado bien conoci
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la energfa del estado base del &tomo de hidrdgeno
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SOBRE LA FUNCION ZETA DE RIEMANN

D. SUNDARARAMAN
Depto. de Mat.
CINVESTAV - IPN.

Les voy a hablar esta tarde acerca de una fpncién
§ue ocupa una posicibn muy privilegiada en el mundo de las-
Matemdticas. Es una funcién.de apariencia bastante simple,
que ha atrafdo a través de -los afios a la§ mentes de genios,
maestros, especialistas y también'amateu?s'de las Matemiticas.
Esta situac;én prevalece y los expertos predicenigue conﬁinug
rs en el futuro. Muchos }ibrOS y conferencias se han escrito
sobre esta funcibén. Todavia son més los iibros éﬁ los que:se
le dedica al menos un capituld; y serfa una tarea formidable
el enumerar los articulos publicadbs sobre ella. A pesar de
estas intensas actividades,‘, la fhncién permanece misterioQ
sa en ciertos ésbectos v
Esta funcién tiené también la especial distinc;én

de ser un tema, sobre el cuél, desde amateurs hasta ganadores

de la medalla Fields, encuentra placer y orgullo en hablar,
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desde su propia perspectiva. La funcibn zeta de Riemann, Damas
y Caballeros, refleja de manera fidedigna el espIritd de las
Matemé£icas. Es'dg,tal interés permanente que tcda conferencia
sobre ella ya tigpg su pGblico entusiasmadc. Asf{, Damas y Ca-
bélleros, todqs}fprmamos parte de una gran tradicién de nues-
travriga cultura Tatemética.
Es_pqsible.hablaf al infinito sobre la funcién zeta de Riemann.
Me qura“;im%tgph)gn esta platjca, a discutir los valores de
g%}é en los;eptergs, positivos y negativos; y-no tanto estos
vglbres exacto;,”sino su naturaleza aritmética. Sin embargo,
serfa un sacrilegio no mencionar -al mds famoso dé todos los
prob;emas no»;esue}tos en Matemdticas. Asi, empezaré por men-
cionar a la famo;a_hipétesis de Riemann.

I.1.: La funci6n zeta de Riemann ; Escrita Z(s); definida

@ 3
como | ;E , donde s es un nfmero complejo, Sea
n=1

. - 1
s =0+ /-1 1%. Se ve ficilmente que | LS es convergen-
Lt l .

MiN 1 ®  au
‘te.para @ > 1 : ;_ < I& 5 Ppara o> 1.
M+1 !
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Por tanto, la serie para I (s) es convergente uni-
forme y absolutamente en la regibn d’i 1+ & para toda

¢ » 0. Por tanto, £(s) es analitica (holomorfa) en la regibn

c >-1. t /7
-
- al
. Esta funcibn con su notacibn § ‘E EZ
particular fué inventada por Riemann en .= } 5 f le/‘:
1859. Euler ya habfa estudiado esta fun B, R | V)
cibn; pero solo como funcibn de una va-
riable real. ’

I.2: lLa ecuacifn funcional de Riemann para £ (s):

Teorema. (a) L(S). tiene continuacifn meromorfa en
todo el plano s, con singularidad ﬁpiéa en s = 1, que es un
polc simple con residvo 1.

(k) Vale la siguiente ecuacién funcional relacionando ¢ (s)
con [ (1-s):
(i)‘ Z,’(s) = 255571 sen(3) T(1 -s) g(1-s)

o equivalentemeﬂhL

.= s . - 1-s 1-
(i) T2 TG uls) = Tz M=) a(i-s)

donde . es la funcibn gama.
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Observaciéﬁ 1: Recordemos que la funcibn gama T (que genera-
liza a lé funcibn factorial) estd dada por cualquiera de las
siguientes'definiciones equivalentes:

n! n®

(i) Tr(z) = lim Z( I (z+n) , 2 ¥ 0,-1,..,-n.

noo

(f6rmula del limite de Gauss}

S 2

-yz « . - =

mo(1+ H1en
n=1 '

(i) r(z) = &
(£6rmula canbnica del producto de Euler, donde y

es la constante de Euler: vy = lim (1+ L +...+% - log n).

(iii) . T(2) = | e* 271 az. si1a (parte real de z)>0.
0 -

(f£6rmula integral de Euler)
r(i)‘ tiene las siguientes propiedades:

kiv) I'(z) tiene solamente polos simples en i = 0,-1,
-2,... con residuo en z = =-n iguélia 0&3)"/nt

.(Q) rﬁz+1) = 2T'(2); por tanto I'(n+l)=n! si n es un
éhtero positivé.

(vi) - Y(z)F(l;z) = n'cpsec nz'y P(%)'= /7.

wit)  2%%71 rz) T(z+3) = /7 I(22) (f6rmula de duplica-

cidn de legendre).
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Observacibn 2: (i) La continuacidn meromorfa reque

rida de ¢g(s) que‘és la parte (a) del :teorema estd dada por

e "8 p(1-g) / 251
C eZ—l

VLT dz;'donde C

r(s) =

esun contorno como en el dibujo

r% o

(ii) ©(s) se puede escribir como g (s) = m%T + una funcién
entera.
Y
Uno puede ver que g(s) = —= + } (-t & (S-l)n:
s-1 6 n.

donde Iynl < (n/2e)".

(iii) Para demostar las ecuaciones funcionales, se toma

un' contorno Cn como se muestra
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(znt 1) (1-1) )
v C A -
p o
Cril)n(-1-4) (2mD)w(1+d)
s-1

> 0 s1in > >,

Demostrar que [
2
C e -1
n
Sea C el contorno de (i). Entre C y C.r el
integrando tiene polos en * 2wi,...,%* 2n7mi. Apligue el teore

ma del resfduo para obtener la ecuacibn funcional (b)(i).
(1ii) La funci6n £(s) = 1772 r(s/2) ¢(s) es una fun-

- cibn entera y satisface la ecuacién funcional
£(s) = E(1 - s)
Para obtenef la ecuacibn funcional (b} (ii) dé (b)
(i), use ia f6rmula de cduplicacibn de Legendre (vii) de la ob

servacibn 1.

I1.3: El producto de buler para Z(s):

1_5) para o > 1, donde p varia sobre

Teorema. C{s) = & (
p 1-p

el'conjunto de todos los nlmeros primos 2,3,5,...
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Demostraciftn: El producto I ( ) es convergente para v

p 1-p
o > 1, Como la serie ) ligﬁ =] 13 es convergente para i
P P PP

o > 1, Al efectuar la multiplicacibn. o 3

' -1
M-l ) =1 - pS) = R(l+ ) s
-s . s 2s
p 1-p P p P P
obtenemos la serie —%q Como cada entero pasitivo se puede
nn ‘ ‘ .

expresar como producto de primos de manera finica,

. ’ -1 Py 1 ‘ E 3

Jets) = (1-p %) | <] -5 para todo entero positivo dado
p<N N+1 n

A

N.
Parte de la importan¢ia de L (s) se.debe al simple
pero importante hecho de gque tiene un pfoducto de Euler.

1.4 La hip6tesis de Riemann para L(s):

_1‘ ' ' ’ )

Considere g(s) = H(l—p-s) vélida para ¢ > 1l. Todo factox
p .
{(1-p 7) es distinto de cero en o > 1. Por tanto, C(s)#0

en o > 1.
Considere la ecuacibn funcional
s _s-1

g(s) = 27 1 T (1-s). sen (%;) z(1l-s).

Para ¢ < 0, (1-s) # O, porqué t(s) # 0 para ¢ > 1.
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También. I'(l-s) #.0.para ¢ < 0. Por tanto, f(s) = 0 solo en
los ceros de sen(%?} .en la regibn o0 < 0. Asf, ¢Z(s) = 0 en

s =-2, -4, -6,... Estos ceros de ;(s) en s = -2, =4, -6,...
se llaman . ceao0s triviales de r(s).

Considerando la funcibn

(1-2378) sy =1 - L 4 oo 50, 0<0¢<1,

o 2° 3

se puede demostrar gque r(s) no tiene ceros en 0 < o < 1.

Hay un teorema de Hadamard y de de la Vallée Poussin (de mane

.ra independiente) que dice que'no hay ceros en la lfnea o =-1

S o ) )
b RS A R I

y por tanto, por la ecuacibn funcional, no hay ceros de z({s)

R R SN A

en la linea o = 0. Esto implica-que todos los ceros complejos

‘de r(s) estdn en la faja critica -0 < g < 1. La m&s famosa

3 j ¢ -
B R L e A

conjetura de Riemann dice que todos los ceros complejos de
R N SR A S S

A

D] pa

L(s) estén en la linea critica o =

HIPOTESIS DE RIEMARN: Todos Los cenos complejos de_ 5(s) es-

-

tén'en La Linea  Rel(s) =

A pesar de los mejores esfuerzos de excelentes ma-
O :
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temiticos, la hipbtesis de Riemann continfia abierta. yuchc se
;vanzaré en Teorfa de Nimeros si resulta gue la hipétgsis de
Riemann es cierta.
11 Los valores de [(s) en los enteros'positivos y negativcs.
II.1: t(s)  tiene valores racionales en 165 enteros negativos
(iﬁcluyendo avcero);~

vimos en I.4 vque ((s).= olen s = =-2,-4,-6,...
Podemos engontfarﬁtodos los valores en los enterés negativos

a partir de la representacibn integral (ver I.2 observacibn

2(1))

s-1
z dz.

e 7S r(1-s) J
271 c

tis) =
e’-1

Primero recordemos la definicifn de los nfimeros de Bernoulli.

Los nfimeros de Bernoulli Bi se definen por medio de la igual

.z 1 v B 2m
dad —2—=-3> 2+ ] =it oz para |z]| < 2m.
e’-1 2 m=0 (2m) '
Ponemos Bo =1, B1 = ~1/s. Los valores de BZm son todos
racionales. Los primeros valores son B2 = 1/6, B4 = -1/30,
BG = 1/42, 88 = ~1/30, B10 = 5/66.



En nuestra notacibén, podemos tomar: B

Por tanto,

finir asi:

Por tanto
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bl 0 para m > 1.

lcs n@meros de Bernoulli B tanbién se pueden de

2 v B " i
2__ =7 — para |z]| <.2n.
e?:1 =0 ™ : :
-ins 1_ay , s-1
t(s) = &——Tlis) fe = dz =
21i e -1
-ims . 2 - a4 -
e T'(l-s) f 25‘2_ {i- lz.mzﬁz'., + B‘1 :—, +...}dz
201 ' c o :

De aqui obtenemos ¢(0})= -1/2, z(-2m) = 0,

B ‘ B
2 2m

II1.2 La f6rmula de Euler para f(2m), donde m es un entero

positivo.

Euler di6 una f8rmula elegante para ¢ (2m) en t&r-

minos de los nfimeros de Bernoulli:

m-1 2m
(-1) (2m) Bon

z(2m) =
- 2 * (2m)!

La demostracibn de EBuler de ésta f6rmula consiste
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en expresar Tmwzootrz de dos maneras distintas: una, al expre
sar esta funcifn como serie de potencias de zzm con coeficien
tes en t&€rminos de 82m7 y la otra; obtener de la descomposi-
cibn en fraccione§ pétciales de 7z éot mz una expans 6n de

2

. m . .
series de potencias de z con coeficientes en términos de

L{2m). En efecto,

wiz + e~ﬂiz 2miz
Tz cot nz = Wiz iz iz = Sniz + miz
e - e e -1
: Ll m 2m
(») mz cot mz = }. -531?—1211—— B zzm, valida
n=0 {2m) ! 2m

para |z| < 1.

La descomposicibn en fracciones parciales d&

1-2 -z
k=1 k2—zz’
o o
-2 § -
k=1 m=1 k

i}

7z cot n2 si z#0,+1, +2,...

n

(- )m i
-—2—--,51|z|<1

i}

a0
(B) mz cot 1z = 1 - 2§ g(2m) 2%™, si lz] < 1.
m=1

"La f6rmula de Euler se obtiene de igualar los coeficientes de

22m en (A) y (B).

La f6rmula de Euler también se puede derivar de la

ecuacibn funcibnal de I (s):
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t(s) = 2% 2571 r(i-s) sen (5 t(i-s)

£(l-s) = p1-s 48 T'(s) cos (?—27—') Lis)
gil-2m= 21720 =272 pion)cos (zm) c(2m)
: BZm
Usando el hecho de que <Zz(1-Zm) = - ~5m ¥ F(2m)=(2m-1)}

obtenemos la f6rmula de Euler.

Hay muchas maneras de demostrar la f6rmula de Eule
sin usar Andlisis Compliejo; eﬁwparticular, hay varias demos-
traciones elementales del hecho bien coqocido de que

r2) =] - 22/6.
n .

o 3

Es_bieh sabido que 1® v sus potencias son irracioﬁ
les. Por tanto, vemos de la fSrmula de Eﬁler que £(2m) es i
rracional porgque los nfimeros de 3ernoulli son racionales.
Tal vez haya sido mds diffcil obtener una f6rmula
para Z(2m+1l), m > 1 en términos de los nGmeros de Bernoull
11.3 La f6rmula de Ramanujan para " (2N + 1).
En la pigina 259 del vclumen i1 de los apuntes de Ramanujan

encontramos su fé6rmula 1i5:
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e

Si af =%~ y n es un entero,
i-n ,1 1 1
U0 T C TN gua— + — 4 )
2 "2n-1 l2n 11e2a_1) 22n 1(e4u_1)
1-n (1 . 1
-(-48) {8, ,+ + +...1
2 Sn-1 Y ACT B Y AT BB,
an n n
=@mr (el + &)
B B - - B, B
2 "2 2n-2 _yn=2 n-2, _4 "4 "2n-4 ., w4 .n-d
+ 1% 57 (op-my T L) BTl 1 gy ooyl v

+ los Gltimos términos.

Ramahujan‘no usaba la notacibn .;_ sino § para la funcibn zeta.
ggﬁanujan n; di6 ninguna demostracibn de ésta férmuia, gste es
e; c%so para ia mayoria de las f6rmulas en sus apuntes. ! De-
ben ser ciertas!’ "Deben ser ciertas, porgue si no lo fueran,
nadie podrfa haber tenido la imaginaci6n de inventarlds“. Eé—

to dijo G.H. Hardy sobre otras famosas fbrmulas de Ramanujan.
Yo creoc gue eso se aplica igualmente-a las f6rmulas de arriba.
.Bueno, existen demostraciones de ella dadas por varios espe-
cialistas. Las férmulas de arriba ha recibido mayor atencidn

solo en las Gltimas dos décadas.

Ciertamente, es mas diffcil gue la f6rmula de Euler,
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-como podemos ver. Todas.las demostraciones existentes usan
resultados de funciones modulares.No parece tenerse ninguna
demostracién elemental.

Reescribiendo la f6rmula de’Ramanujan, usando la I
taci6bn r para la funcién zeta y escribiendo N + 1 en lugal
de n, tenemos
I1.3. (1) Teorema (F6rmula de Ramanujan para L (2N+1)}).

Sean a, B enteros poéitivos tales que af = nz,y
N un entero positivo. Entonces es Yalida la sigquiente f6rmu
la: »

a-y % T(2N+1p of (—Zgzﬁ—:l—)]

k=1 e -1

o ~2N-1
_py-N,1 k
~(=8) (5 z(am+1)+ ] ‘—;“zsk_

=)}

x=1 1
N+1

=27 ek By Bonaaonx MLk ko

k=0 (2K) ! (2N+2-2k)!

k B

Observando de cerca &sta f6rmula, vemos que {2N+1) est$ da-
do en términos de dos series convergentes doblemente infini-

tas que involucran nGmeros de Bernoulli y una suma finita de

nfimercs de Bernoulli.
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Tomemos a=H=7 sea N un zntero positivo impar, Entonces la

f6rmula anterior se reduce a la siguiente:

N+1 B B, o . ~2N-1
cane) = @ ] ekl T2k 2N+2-2k ;¥ (52~k
k=0 (2k)!  (2N+2-2k)! k=1 e“""-1

En particular, tenemos

k-3

k+1 Box Baiox 23 T
' 27K _

3
(-1) ¥ 1 - ¢
(2k)? (4-2k) ! k

7(3)= 17{2
k

)

N~ 3

1

[HEate] X)

0 1

Hay una antigqua conjetura gue dice que 7 ({2N+1) es irracional

para todos los enteros positivos N. De la f6rmula de Ramanujan

para ¢({(3), vemos que
g (3) = a3 {7541!"35}. donde g = -2 E (—7;}}:—;) Y Yz es
' k=1 e“""-1

racional.
No ha sido posible determinar la naturaleza aritmé

tica de n-%;.y por ello no ha sido posible saber si

-3 . o ' .
Y3~ 7 S es racional o no. Problemas similares se originan

de [ (2N+1).
Sin usar la f6rmula anterior y valiéndose solamen-
te de métodos simples, R. Apéry demostrd en 1978 gue £ (3) es

’

irracional.
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La demostracibn de Apéry ro se generaliza sin embarge a

L(2M+1), N > 1.
CONJETURA‘ r (2N+1l) es irracional, para todo enter
positivo mayor o igual a 2.
III EL TEOREMA DE APERY : £(3) es irracional.
Recordemos qué un nfimero x es racional si y solo

para todos los enteros p,g , g > 0 con X ¢ g , existe un en

tal que |x - E[ > S

tero positivo g
P 1 qu

0

Un nfimero y es irracional si y solo si existe una

sucesibn {pn/qnl de nGmeros racionales tal que pn/qn £y,

y existe & > 0 "con | y - pn/qn| < 116 , para n = 1,2,...

q

n
En general, es diffcil demostar que un nGmero dada

es irracional. Para demostrar que ¢(3) es irracional, Apéry

prodvjo una sucesién {p_/q '} , p /q ¥ ¢(3) y § > 0 tal que

_ 1 ' _ loga - 3
fz(3) pn/qnl < ;T:F— . La 6. de Apéry es & = Toga + 3 ’
n - ' )

-

con a = (1 + Ji)d. Encontramos que § = ,080529... La suce-
R 5 3
si6énde Apéry {pn/qnl estd dada por P, = 2[1,2,...,q] a,

q, = 2{1,2,...,n]3 b_, donde [1,2,...,n] es el pf{nims comdn
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mGltiplo de 1,2,...,n; y a , b~ satisfacen la relaci6n de

Yecurrencia

3 33 = 3_ 2 - >
n” u ¢ (n-1)" v, _, = (34 n°- 51 0" + 27n=5)u__,. n > 2,

gy = 0, a, = 6, b0 = 1, b1 = 5, Resulta que las a, Para

n > 2 son nfmeros racionales cuyos denominadores dividen a

2[1,2,...,n]3 y- las bn, para n'> 2, son todos enteros. Se

n . :
demuestra que a_ = } (Q)2 (n;k)z donde

. an ’

k m-1 ' n

{(-1) . . n, 2 ,ntk, 2
) y las b= J=()( )
m=1 2m3(;)(n;m) 0y k &_

noa
Cnx = Z =5t
m=1 m

satisfacen la relacién de recurrencia.
. . . 5 . on
Usando la f6rmula ¢(3) = ) = =3 2 —5—

N+ r(3), ripidamente.

o]

se ve que

s

n

Ademss, Apéry demostr® que |z(3) - p/g| > eie’
g

_6 = 13.41782... para todos los enteros p,q con q lo suficien
temente grande comparado con E. En otras palabras, en grado
~de irracionalidad de ¢(3) c¢s 0 = 13.41782...

Apéry también demostrd con su método que ((2) es

también irracional, que era bien sabido; el grado de irracio-
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nalidad de -2 dado por el método de Apéry es 11.850782 ...,
que e¢s el mejor concido. No es inmediatamente claro como Apéry
obtuvo esta sucesiln particular y esta & particular.
Inspirado por la demostracibn de Apéry, Beukoers
di6 en 1979 una demostracibén mucho m&s sencilla de la irra-
éionalidad.de t(3).
IV La demostracién de Beukers de la irracionalidad de 5(3).
EEEE; Sean m, n enteros no negativos tales que
m > n. Entonces

(1) A= (o deexy, ymon cay
A T

es un nmero racional cuyo ‘denominador es un divisor de

[1,2,...,m°.

(11) Si m = n, entonces A = 2[c(3) -~ & - ... - -ll
3 3!
, . 1 n
Observacibén: (a) . La integral de arriba es impropia y se de-
l-¢ 1-¢
be interpretar como [ / y permitir e - 0.
€ €

(b) si m=n=20, &A= 2 7(3).

La demostraci6n del lema es facil.
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Definimos los polinomios Pr(x) como

r
b ox¥ (1-x)T.

{

e

= 4a
Pr(X)" dx

- Se ve que Pr(x) tiene coeficientes enteros. Observemos gque
estos polinomios se parecen a los polinomios de Legendre

L (2) = (z2-1)".

Del lema y de la definicibn de P?(x) es claro gque la integral

]1 fl a}og Xy Pn(x) Pn(y) dx dy
0 0 1-xy

s

que denotamos por B, debe ser de la forma [hn+Bn;(3)}[1'_-.'nJ-3,

.donde An' Bn son enteros.

Ahora bien, B se puedde escribir como

\ P (x) P _(y) -
- 1 n_ - dx dy dz ya gue (._lgiﬂ_) =
0 00 1~ (1-xy)z 1-xy

!1 dz
0 1-{(1-xy)z °

Integrando parcialmente con respecto a x n veces, obtenemos

n n
B - fl fl 1 {xyz) (1-X).Pn(y)
0°0 0 (1-(1-xv)z)?*?!

dx dy dz
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Substituyendo w = 1=z ,- tenemos gque B se reduce a
: 1-({1-xy)=z
_od ol o1 (-x)t(a-a) e (y)
B=folo /o ax dy dz

1 —7(1 -xy)w

noxP (l-y)rl yn (1-w)® WP -

_ 1 o4igr (1-x)
- ]0 ]o fo

(1 - (1= xy) m)n+1 .

despuéé de integrar parcialmente n veces con respecto ay.

Verificamos que el miximo de x(1-x) y({l-y) w(l-w)
(1—(1—xy)uu)_1 6curre cuando X = y y el valor maximo es
<z -1

Por tanto,

w
A

= 4 (1 1 dx dy dw dx dy dz
- { ax oy dw Y
< vz-0' (1= (1-xy) 2 '
4 (1 ;1 -log xy
k 6 1l - xy dx dy

2(vV2 -1)4 £(3) por (ii) del lema y la observa-

cién (b).
asi, B < 2 (v - 1Y 3.

Obviamente, la integral B no es cero. Por tanto, obtenemos

-3
o< |a +B 23] [1,2,...,0]77 < 20(3)(/2 -1)

o<tz +B -t <ze3L,2,...,0]° vz-nin

n

éx dy dz
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Se sabe que [1,2,...,n] < e < 3" para n 1lo suficientemen-
>te grande. Por tanto
0 < IA +B T3] <23 2" (/2-0) " < @™
La irracionalida@ de ¢(3) es consecuencia clara dé esto.
Beukers también dérmostr8 que su método, como el de
Apéry, se aplica a (2). Sin embargd, el método de Beukers,
también coro ¢} de Apéry, no se puede géncralizar. De- esta ma
1 .
nera, la conjetura de gue L (2N + 1) es irracional para N > i,
pgrmanece'abierta.
V EL TEOREMA. DE LOS NUMERO'S,PRI’MOS
La motivacién de Riemann para estudiar z(s) fué el
estudio de la distribuci6n de los nfimeros primos, usando a
_t(s) entre otras cosas. El articulo en el que aparecif por
primera vez ¢(s) de Riemann se titulb: "U%ber die Anzahl der
Primzahler unter einer gegebenen Gr8sse" (sobre el nfmero de
primos menores gue una magnitud dada).

En este profundo-trabajo, Riemann conjetur6 la Hi-

pbtesis de Riemann y el Teorema de los Nfimeros Primos.
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En 1896, Hadamard y de la Vallée Poussin demostraron de manera
independiente el Teorema de los Nﬁmeros Primos. Este Gltimo di
ce,

Teorema de Los Nameros Paimos. Sea 7(x) el nfimero de nGmercs

X

1
~ Tog X * donde el

Primos no mayores que X. Entonces 1(x)

7 {x)
X
log x

simbolo n quiere decir que + 1 cuando
Hadamard y de la Vallée Poussin derostraron prine-
ro que no hay ceros de I(s) en la lfnea R e({s)= 1, y enton-
tes, usando esta propiedad de ;(s), es decir, que
(1 + it) # 0 para t # 0, obtuvieron el Teorema de los Nime-
ros Primos. Selberqg didé en 1949 una demogtrgcién elemental Qe
este resultado (sin usar andlisis complejc).
Nosotros damcs una demostracibn, siguiendo a
Ingham, del Teorema (Hacdamard y de la Vallée Poussih): Para
t#0, (1 + it) ¥ 0.
~Demostracibn: Hacemos uso de las siguientes 6§nmu£aé de Ramaru-

fan, publicadas en 1915:
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Si s,s-a,s-b,s-a~-b todos tienen partes reales ma-

yores gue uno, entonces

o, (n)o, (n)

s
n

t(s)c(s-a)g(s-b).zr (s-a=b) ,:‘E
c(ZS -a- b) N i

donde ca(n) = suma de las a potencias de los divisores po-
sitivos de n.
En particular, si R e(s)> 1, tehemos que

s) L § &l .
=] . donde d(n) es el nfimero de divisores po

t(2s) »p=1 n®

sitivos, de n.
Supongamos que {1 + ic) = 0 para ¢ positivo.

Tomemos a = /"1 ¢, b = /“Ic en la f6rmula de Ramanujan de

Ly

‘arriba.

Entonces

| 2 2 . .
o) - f |°ic:’)l £ (s}t (s-ic) g(s+ic)

n - org(2s)

Se puede demostrar que la serie es convergente para

]

R e(s) >

2
: : . (n)
para 6>o,f(%+5)=§-|i__l>1.



160

Pero (2s) = 1 (1 4+ 28) » w cuando ff'» 0 ¥ ;2(5),
t(s-ic), r(s+ic) son todos acotados. Por tanto, f(% + §)-0.
Esta'contradicci6n‘6emuestra que [ (i+ic) # O.
VI Antes qua Riemapn, Dirichlet éstudiG funciones parec;das a
L. Lés series de Dirichlet v las fgnciones L de Dirichlet han
sido estudiadasvactivamente. También hay funciones L de
Hecké; Artin y Weil; y hay funciones L p-&dicas. Estas son
funciones { de formas guédr&ticas y de &lgebras simples.
También hay funciones ¢ y L de congruencjé asociadas a va
riedades algebraicés sobre campos finitos, ectc,
No es una exageraci6bn el afirmar que en aspectos importantes,
el estudio de estas funciones (que cubre muchas ramas de lgs
Matemiticas) ésté motivado por la aparente ingcente funcibn
zeta de Riemann.

Se dice por ahi que el clén de los matem&ticos tie-
ne éxito através de la eterna'creacién de problemas ..., la ma
yor parte del tiempo tratando de resolverlos; jy ocasionalmoente

resolviendo algunos de ellos!

j0jaléd que nuestro clan tenga buen &xito!
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L&oNHARDf Evler:
& PERA ctMulA

SERIES PRLOA XV

133-133) DE SUMMIS SERIERUM RECIFROCAKUN

&:)

el mnma quadratorum eorundem terminorum = Q, summa cuborum = I,

“summa biguadratorum == S etc. erit per § 8

, 1 1
Pme=i33=%"
0= Pa-—2ﬂ=—

= Qa—}’ﬂ-}-'d;'n--ﬁg
Sea Ru—Qf 4 Py —- 40 = --417).

7= Su —It’.ﬂ+ Qy — Pd + be = %555

7=-Tu—Sﬁ+Ry——»Qd‘+Pp—6,t==
etc.

18. Ex his ergo derivaniur s;lmm ae sequentes’)
T L=
It h i tete=2 ¢,
b g5+ et e+ e+ ete = = R,
+‘fff'§~'+ ote. — g5 = 5.
s+ a2 i]ﬁ + :‘:u -+ cte. = !',T‘g;‘;"“ T,

b‘up -
§825-93555

ete.,

691
6825-93555

e oo, = gt = !

quae series ex data lege aitamen multo labore ad altiores polestates produci

possint. Dividendis autem singulis seriebus per praecedentes orientur se-

quentes aequationes

1) Tv editione principe ab Evieko ad bas summas deSignandu eaedem quae supra litlerae

. P, Q, K, ... usorpatac sunt. C. B.






10S INFINITESIMOS HOY

Por Carlos Imaz*

El término "hoy" del titulo se refiere a las dos (Gltimas décadas y,
coro despuds veremos, a s0lo un aspecto del desarrollo de los infinité&-
simos. La historia anterior a esta €poca puede consultarse en el ex-

celente libro de Edwards [5]).

Algo hay. en la nomenclatura matemStica gue nunca he podido explicar
me &¢como es posible que los-nﬁmeros llamados reales contengan a los --
1lamados irracionales? Seguramente estamos aceptando la irracionalidad
como parte de la realidad. O bien, écémo es posible que los llamados
complejos contengan a los,imagiharios? Seguramente estamos aceptando

que todo lo imaginado gana corporeidad a través de la complicacidn.

A final de cuentas, estas son paradojas aparentes; ya que real y ra
zbn, o complejo e imaginario no son entidades filosdficas necesariamen

te interconectadas, ni contrapuestas.

Pero la situacibn es muy distinta en relacibn al par infinito e in-
finitésimo, entidades necesarimente interconectadas y contrapuestas. -
Con respecto a ellas, en el curso de la historia, los matemiticos han
tenido alterpativamente (e incluso simultdneamente) desde posiciones de

franco y abierto rechazo hasta relaciones fntimas, pero clandestinas y

vergonzantes.

Debido principalmente al trabajo de Cantor [3), esta situacibn cam-
bia radicalmente en el siglo XIX cuando el infinito es legitimizado, pe
ro el infinitésimo es ilegitimizado, y estc si resulta paraddjico. Lo
Jnsblito de la situacibn parece reflejarse incluso en la actitud de Can

tor quien, asf{ c¢omo arropa con gran "amor" al infinjito, despliega una -

{*) Scccidn Matemitica Educativa del Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados del LP.N.
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safia vehemencial para enterrar los infinitésimos, llegando incluso a -
satanizar a qu’ nes, como Veronese [19], se atreven a intentar darle -
carta de ciudcuania matemitica a esos minfisculos seres. La actitud
de Cantor estaba, aparentemente, basada en su fe sobre la validez uni-
yersal e indiscriminada del principio arquimediano, cayendo con ello -
en el mismo tipo de "error" en que cayeron muchos matemiticos que que-

rfan validar universalmente el quinto postulado de Euclides.

Por fortuna, aun cuando solo en forma esporddica, se continu3 con
los intentos de formalizar los infinité&simos. . Asi, Bois—keymond [2})
construye una elaborada teorfa de Srdenes de magnitud para el comporta
miento asintdtico de funciones; Stolz [16] trata de construir una teo-
ria aritmftica para esos;6rdenes de magnitud, pero su trabajo resulta
inaplicable en la prictica; Schmieden y Laugwitz [14] construyen un --

sistema generalizado de nfimeros, un anillo parcialmente crdenado con -

divisores de cero, que contiene infinitos e infinité@simos.

Finalmente, Robinson [12], demuestra la existencia de campos, total
mente ordenados,que contienen una copia de los reales y contienen infi
nitos e infinitésimos. La demostracidén de Robinson se basa en la no
categoricidad del sistema de los reales, en vista de lo cual existen -
extensiones propias de los reales que poseen todas las propiedades de
€stos que pueden formularse en cierto cilculo proposicional y en térmi
nos de ciertas relaciones como adicidn, producto e igualdad. Este -
tipo de situacibn habia sido ya estudiada por Skolem [15] para el sis-
tema de los nlimeros naturales. La idea es utilizar lo que los 16gi-
cos llaman el principio de finitud o teorema de ccmpacidad [13, p&g. -
13}, que asienta que si K es un conjunto (infinito) de proposiciones,-
tal que todo subconjunto finito de K es consistente (tiene un modelo),
entonces X es consistente. Entonces, si por K tamamos las proposi-
ciones {en cierto cilculo) verdaderas en los realees y las proposicio--
nes 3r>3, 3r>2, 3 r>»3, ..., cada subconjunto finito de X -

es consistente (su modelo son los reales R) luego K es consistente y -
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cualquiera de sus modelos*R es el campo buscado.

En forma algebraica es fécil demostrar la existencia de estos cam-
Ppos*R. En efecto, consideremos el conjunto RV de todas las sucesio- ‘
neét . !2 » !3 s o+ de nfimeros reales. Con la suma y producto por
couponentes RN es un anillo. Si consideramos el subconjunto A C RN
de las sucesiones nulas salvo.en un niimero finiﬁo de entradas, enton--
ces A es un ideal. Sea B DA un ideal maximal, entonces RN /B es un
campo y es uno de tales *R. Lo diffcil, claro estl, es demostrar que
RN /B mantiene las proposiciones vilidas en los reales. En esencia,

esta es )a conbtruccifn que aparece en [11} y {71.

En base a los campos *R Robinson, en su libro [13], construye el -
anflisis real con infinité&simos y demuestra que es equivalente al cons
truido sobre la base de una teorfa € ,8 de lfmites. Incluso hace
aplicaciones interesantes como, por ejemplor una demostracién del prin-.
cipio de Saint-Venant. Hasta aqui se puede considerar que se ha cerra
dd-pn ciclo y los infinitésimos han quedado incluidos en la matem§tica
en el mismo rango‘que lo estin los irracionales o los complejos., In--
cluso *R (aun cuando no completo) es arquimediano si, por prircipio de
Arquimedes entendemos la proposicidn "dados a, b ¢ *R con o<a<b, en~
tonces existe un entero n tal que b < na*, ya que tal proposicibn, vi-
1ida en R, 1o seri necesariamente en *R, pero en general n serd un en-

tero infinito.

~ En una conferencia dictada en marzo de 1973, Kurt Gbdel decfa: ~---
... hay buenas razones para creer que el anflisis no-estindar (el ba-
sado en *R), en una versibn u otra, ser& el anilisis del futuro®, {13,
rég. XJ. Sea como fuere, una cosa es actualmente clerta. _ Por un la
. do se ha .160 desarrollando con relativo &xito, una escuela de investi-
gacibn en temas de anSlisis via *R, por ejemp)., en el estudio de ope-
radores compactos, anSlisis complejo, ecuaciones diferenciales, distri

buciones, etc. Por otro lado, el modelo *R empieza a introducirse en
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la ensefianza por medio- de diversos textos, de los cuales los mas difun
didos han sido el de Keisler [9] y el de Henle y Kleinberg [7]. En -
lo que sigue me referiré solo a este Gltimo aspecto de la ev’ol’uciﬁn ‘de

*R.

Hay dos razones fundamentales que hacen parecer deseable intvoducir
el cilculo diferencial e integral via un modelo infinitesimal. En pri
m er lugar, "... podemos disfrutar toda su simplicidad y poder im‘:ruiti—r
vo, sin salirmos de una atmbsfera matemiticamente precisa y rigurosa"’ -
[7, p. vIII}. " En segundo, un sentimiento de placer y alivio por parte
de los matemfticos aplicados, ffsicos, ingenieros, etc., al poder utili
;v,ar los infinité@simos de manera abierta, sin temor a la critica o sin -

necesidad de oscurecedores circunloguios, véase,por ejemplo, Komkov [10].

En lo particular concuerdo con &stas y otras razones para preferir
un modei; infinitesimal de los reales, pero veamos que ha pasado hasta
ahora. Debe haber quedado claro que *R es un objeto "constructible™ '-7
solamente desde el punto de vista existencial. Matem3ticamente, salvoi
para los intuicionistas o los constructivistas, esto no es nada abjeta--
ble. ¢Pero, quf sucede si queremos ensefiar a nivel elemental el cﬁlcg
Jo en base a *R? Algunas posibilidades est@n muy claramente materia-

lizadas en los textos de Henle-Kleinberg -y Keisler.

‘En el primero de estos textos los autores se dan a la tarea de cons
truir un *R (hiperreales los llaman), haciendo una serie de manipula--
ciones alegres de conceptos de 18gica matemitica y utilizando, sin men-
cionarlo, el principio del buen orden. A lo que llegan es a la conclu-
5£i8n de que un hiperreal es una clase de 'equivalencia de sucesiones rea 7
les, pero se desconoce el criterio de equivalencia {de hecho no puede =
llegarse a m8s), esto es, dadas dos sucesiones Y eXre X34 «oc Y'P1os
P2.P, ... no podemos, en general, decir si representan el mismo o.ai
ferentes hiperreales. En conjunto es una- presentacin que parece dema
siado complicada y sutil como para usarse con un principiante gel cllcu

lo,
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En el segundo de los textos, el de Keisler, se abandona toda preten
si6n de una construccibn y se adopta en pleno el método axiomitico. Al

gunos de los "axiomas" de Keisler sony

Axioma:

" R es un‘éampo ordenado extensidn propia de los reales R,

Axioma:

Para cada funcidn real £ , de n variébles reales, existe una funcidn
hiperreal *f de n variables hiperreales, llamada su extensidn na-
tural (?). Las operaciones de campo en *R son las extensiones 'na

¥urales de las operaciones de campo en R.

Axioma:

Si dos sistemas de fdrmulas tienen exactamente las mismas soluciones
xeales, entonces tienen exactamente las mismas soluciones hiperrea--~

les.

Axioma:

En *R existe un elemento infinitesimal ppsitibo.

En base a éste tipo de axiomas y usando el mfs ortodoxo mEtodo deduc
tivo, Keisler construye el cflculo. En la crftica que Bishop [1] hace
del texto de Keisler dice: "A veces les digo a los matemSticos cuyo f{ini-
co 1nterés es déducir teoremas de axiomas que anadan el axjioma '0 = 1°*.
Ellos se enojan, pues Este serfa inconsxstente. Lo que realmente les -
Preocupa es que 1a matemftica se trivxa}&zaria, y se quedarfan sin cham-
ba.” 1Ia critzca de Bishop fue contrarrestada con el azgumento' de que
_ Bishop es un constructivista. "Es como .utilizar un abstemio para catar
7§1no'. sehialaba xé;sler, véase [4). Lo cierto &s que la critica de ----
Bishop ﬂo est§ apoyada en el const;ucfiﬁismo, sino en el anflisis de las
posibilidades de Exito instruccional con semejante presentacifn del c§l-
;ulo difezgncjal e integral, por lo tantq, refutar esa critica requeri--

rfa de otros argumentos que, aparentemente, no se tienen.
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De hecho, lo que ha sucedido es que se han presentado posteriormen
te varias alternatxvas para introducirc el modelo infinitesimal a la --
educachn, sin haberse concretado en textos. Algunas de esas altexna
tivas tratan de simplificar la vers:.an de Keisler, {[18); darle la vuel
ta a la construccién de Henle-j(leir;betg, [6j; o bien construir modelos
instruccionales que no utilicen la estructura *R de Robinsen, (17) y -

fel.

1a versifn de Tall [18] utiliza el criterio de no minimizar-el con
junto de axiomas para definir *R, en relacidn con los axiomas que usa -
Keisler [9]. En términos generales el resultado de tal tdctica no pa-
rece.mejorar en nada las cosas. La versibn de Hatcher {6) utiliza la
construceibn aigebraica de *R que hemos esbozado antes. Este autor se
basa en la afirmacifn de que los conocimientos de ciertos resultados alge
braicos necesarios pueden ser alcanzados por estudiantes de nivel medio
superipr o universitarjo elemental. Entre estos conocimientos se in--
cluyen los siguientes: '
' i. On idea) maximal eﬁ!primo. _
2. Todo ideal propio estid contenido en un ideal maximal.
3, Todo campo es un cominio entero.
4. Un anillo cociente es campo si,y solamente si, el ideal d1v:.sot es
maximal.

y claro estf, todo lo que implicancomo antecedentes tales conocimientos.
Eﬁtre las opciones que no utilizan las estructuras “*R de Robinson,

se encuentra la de Tall [17]. En realidad el a\itdr solo presenta un

esbozo basado en el. campo R(€) de las series de potencias de la forma

Z ac e = limx\,
n=x x+0
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donde k es un enterc (positivo, negativo o cero). Aquf, la parte deﬁ-r
la ;‘»erie en la que n < 0, representa lo infinito; la parte n = 0, lo --
real; y la parte n > 0, lo infinitesimal. I > _creemos necesarios mds -
comentarios ya que la versidén [18] es posterior a &sta, y no hay mejor

critica que la autocritica.

A diferencia de las alternativas anteriores, la versidén de Imaz - -
Gonz8lez - Salcido [B8] no pretende utilizar un *R de Robinson sino una
estructura mas simple Y constructible, en el mismo sentido, por ejemplo,
que. los complejos son constructibles en base a los reales. " la es'trﬁg '
tura, denotada por R*, tiene por elementos todas las éxpresiones de la.
forma

r+aw? y aw®

donde r, a, O son reales,® > 0, ® es un simbolo (si se quiere, -
pvede pensarse W = }:ifmx) . ow'® =0, aw’Z a . La idea es gue los
elementos de la forma a,® juegan el papel de infinitos, los de la for-
ma p + am_u son los nimeros finitos y si mantenemos el real r fijo
forman el "Stomo"™ de r . En particular, el Stomo del cero serSn los
infinitesimales aw @ . Los nlimeros infinitos se ordenan seglin su ex
ponente, a exponentes iguales, segfin su coeficientes. Los nimeros fi
nitos se ordenan segfin sus partes reales. Los infinitésimos se orde-
nan con el mismo criterio que los infinitos y el orden entre infinité&si
mos se traslada a cada Stomo de un real. El aspecto de esta super rec

ta totalmente ordenada serfa algo como: (a, b, r > 0)
b < b < -8 0T <2 T <L <rbbw” M L <o

La suma y multiplicaciéh entre elementos de R* se realiza como si -
fueran polinomios en W , pero para el resultado final se conserva s8lo
un término gque contenga una "potencia® de ® , “la mayor. Es claro -

que los inversos multiplicativos de los infinitos son’ los infinitE€simos
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(y viceversa). Pero para nfimeros finitos Tr+aw ™ se define su "in--
verso” comc r '~ ar™? w ¥ pado un subconjunto ACR se define su ex-
tensibn candnica A*C R*. Dada una funcidn f:A -+ R se quiere conside-
rar una extensién natural f*:A* -+ R*, estas extensiones naturales se -

definen para las funciones algebraicas y las trascendentes sen, cos,ln,

e¥p.

Las definiciones de los conceptos usuales del c3lculo gue se hacen
en [B) son similares a las condiciones de Robinson [13). Asi, por --
ejemplo, £ es continua en un punto x €A si, y solo si, la extensién f*

cumple con la condicibn
- f¥ (& + 1) - f({x) = infinitesimal,
para todo infinitesimal i, tal que X+ i€ R*,
La funcidn f es derivable en X e A si, y solo si,

f2{z + 1) - £(x) -
i

pertencce al 4tomo de un mismo.real p , para todo infinitesimal i, tal

que X+ i e A%, El real P es la derivada de f en X , etc.

Finalmente, se demuestra en [8] que, .para cierta clase de funciones
" yeales que -incluye a las algebraicas y trascendentes, todos los concep
tos son equivalentes a sus contrépartes de la teorfa €, 6. Como, --
por otra parte, Robinson -{13] demuestra la eguivalencia de sus concep--
‘tos con los de la teorfa €, 8, entonces 1los de [8] son equivalentes a
Jos de Robinson‘. De esta manera se tiene un modelo constructible para
el cllculo infinitesimal. Si este modelo resuelve de manera satisfac-

toria el problema de ensefirnza esti por verse.

Para terminar, conviene sefialar que para Robinson [13, pig. 282] su
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teorfa no-estindar puede vérse simplemente como.un nuevo proceso de-
ductivo para el anélisis ordinario, mds que un x;xodelo con nuevas en-
‘tidades matemiticas. De hecho, para &1, términos como continuidad,
derivada, etc., tienen siempre el significado de la teorfa de 1fmi--
tes. Asi, como ejempld, &l demuestra que la propiedad de que -—
£#(x+ 1) - £(x) = infinitesinal, para todo infinitesimal i y un real -

fijo x es equivalente a la continuidad €,$ usual.

Esto es, Robinson nunca piensa en la propiedad"f(x+ i) - £{x) = in
finitesimal®como definitoria de un tipo nuevo de continuidad, digamos
una "tcontinuidad®, que después’ resulta equivalente a la continuidad.
€,8. En los textos [7] y [9] ., la posicién es en general ambigua,
esto. es, a veces la definicidn se da en el contexto ‘de *R y en otras

se da en el contexto R-y se deduce su traduccidn ‘a *R.

En [8)1la posicifn, quizd un tanto inplfcita, es que todas las -
definiciones se dan en el contexto de R* sin referencia a las defmi-

clones usuvales en R de acuerdo a la teorfa de lfmites.-

Esta filtima posicidn obligarfa, sobre todo en lo que concierne a
las aplicaciones, a cambiar también la imagen de los .objetos ffsicos
en forma acorde al modelo R*. Todo parece indicar que esa posicibn .
puede sSostenerse con coherencla, pero también estarfa por verse quf -
ventajas puede reportar, por ejemplo en ingenierfa, ffsica, ete.
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“CONSIDERACIONES EN TORNQ A-LOS PRIMEROS TRABAJOS DE GEORG CANTOR"

Andrés Sestier

Los trabajos iniciales de Cantor ya los he transcrito en algunas pu-
blicaciones y Yo que ahora voy a hacer es situar esa aportacidn de Cantor
en el desarrollo histérico del andlisis de variable real e inevitablemen-

te tengo que hablar del concepto de funci6n.

E1 concepto de‘funcidn, en abstracto, como una correspondencia unfvoca
entre conjuntos,‘que se desprende de los trabajos de Cantor y Dedekind es
en sf un concepto indtil. Hilbert decfa que un concepto nuevo es como un
injerto que hay que implantar para que dé algo; por sf solo es completa--
mente estéril: le sirve a los fil6sofos o tal vez solamente a los histo--

riadores de Ta filosoffa.

" Las aplicaciones de conjuntos cansideradas por Cantor y Dedekind son
‘pues el fin de 1a historia del concepto de fynci&n'y 1o que nos interesa

_es-su de;arrollo.
Se lee en un libro casi desconocido de 1841:

“En el tenguaje emblemitico de los antiguos algebristas, los productos

de factores iguales se 1lamaban indiferentemente potencias, dignidades, o

funciones; al vocablo potencia le damos todavia hoy -1a misma significa~--
¢iln, y el de dignidad ha quedado en uso en el latfn técnico; pero el tér-
wino de funcibn ha perdido desde hace mucho tiempo esta acepcibn partichar
para torar otra mucho mds general, y cuya generalidad denota uno de 1os

progresos mds notables de la abstraccifn matemdtica".

177
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E1 pdrrafo anterior es el primero del Tratado Elemental de las Funcia-

nes y del Cdlcu’o_Infinitesimal (1841) de Antonio Agustin Cournet (1801-

1877) famoso scbre todo _como fundador de la economfa matemética con su li-

bro Investigaciones sobre los prlntlplos matematlcos de 1a Teorfa de 1a

Riqueza (1838) donde estudia el concepto de cond1c1ones da equ111br10 de
una economia de mercado,temas que tal vez le va]1eron el premio Nobel a

Arrow y Debreu (Premio Nobel 1983).

- P&ginas adelante y como prueba de la extraordinaria vision de Cournet:

“... Asf podria imaginarse una teorfa que tuviese por objeto la discusidn

de Ias‘propicdades generales de las ‘unc1ones y esta teoria constltuiria

una rama espec1a1 de las natemét1c«s, en u1t1ma 1nstanc1a podrfia haber for

mado un cuerpo de doctrina aunque no se hubiese 1nventado‘prev1amente el

§lgebra; aunque no hubiese sido posible aplicar esta teorfa a las funcione

al .gebraicas e

Volviendo é] primer parrafo del libro de céurnet vemos que hace Histo-
ria de las pa]abras disciplina. que hoy se pone de moda; es una cond1c16n
necesaria para hacer la historia de los conceptos. Muchas palabras conser
van su significado en un nivel o uso del lenguaje y 10fcombinan con otro.
Asf, potencia, d1gn1dad func16n que son térm1nos cercanos en la f1loso-
tfa escoldstica tamb1en lo son en nuestro lenguaJe ord1nar10 e1 func10na-

rio tiene la dignidad y tiene el poder.

E1 término muy antiguq, aristotélico- de potencia se funde con el con-
cepto que representa para nosotros x",  probablemente en la cinemftica
escoldstica. Los escoldsticos heredan la ffsica de Aristételes y empiezar

su critica dada la inutilidad de leyes como: “la piedra cae porgue su lu-



179

- gar es abajo", "el humo sube porque su lugar es arriba", etc. referentes
a los movimientos-“naturales®.. Una ley delrmovimféﬁto no naturai. de
Aristteles, dice que 1a velocidad es proporcional al cociente de fuerza
por resistencia del medio. V=kF/R, pero si F=R, la velocidad debe
-ser nula, y esto lo observa entre otros Thomas Bradwardine en el siglo
~ XIV, y_propone una ley segiin la cual .(F/R)2 produée una velocidac
2v, (F/R)" produce una velocidad nV, etc.. 0 sea V=k log(F/R), en
nvestra termind]ogia.

La potencia, siendo 1o que mueve los cuerpos, segln la escoldstica (en
ausencia del moderno concepto del campo de fuerzas) se identifica asf con
los productos de factores iguales. Es una explicacién parcial plausible

del origen de "potencia” en el igebra.

~ - También hay que explicar c6mo la “funcifn" de coﬁnotabidn teleolqgica

pasarfa a denominar una dependencia y luego una correspondencia. De esto

es responsable Leibniz: en 1673, nos'dicg_aourbaki.,teibnjz habla de las
“funciones de una curva®, "las 1ineas que desempefian una funcidn respecto
a la curva" cpmd el segmento de la ordenada, el seghento de la abscisa, el
segmentoide la tangente o la su§tangente. La ordenada de la curva mﬁs
usual es y==x", potencia o funciQn en e] sentido de los antiguos y ya
que es el segmento mis importante determinado por el punfo de fa curva, su
nombre "funcién® se hace genérico de todos los segmentos considerados al es-
tudiar la curva. Pero el sentido ain es teleolégico. Posteriormente Leib-
niz y Bernoulli, dado que los segmentos asociados con la curva tienen una
~expresidn analftica asociada,hacen extensivo el términe “funcién" a todas
las expresiones analfticas. Notese que aﬁn_fa]ta 1a connotacién de "depen-

dencta o correspondencia“. James Gregory mds o menos al mismo tiempo, es
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2l primero en hablar de "cantidad analftica" como una que se forma a parti
de x, coﬁstantes y las cinco-opefaciones del dlgebra adem§§ de ﬂcuq]guieu
otra operacidn imaginable"; esta otra operacién imaginable es desde luego
1a operacidn del paso al 1fmite que no se habia desprendido:c]aramente,‘y
de hecho tardarfa mucho en hacerIo. Neﬁton, por otra parte, 1lama.fluyen-
tes a estas cantidades'analfticas dé‘Gregory, y-en el caso de Newton son..
siempre y explfc1tamente dependientes del tiempo. Asf se imponen las dos
caracterist1cas de una funcidn:
Es una expresién analfitica.

Es una correspondencia o dependencia.

Euler mucho después del tiempo de Gregofy cambia la frase ftoda operacion
imaginable" por la operacifn de paso al 1fmite o'por la frase "operacio-
nes algebraicas en ndmero finito o infinito". Cuatro etapas en la histo-

ria del cohcepto podemos considerar mds o menos como en el diagrama

funcién en el -- funcidn en el sentiddg funcion en el funcion e
sentido Leibniz-] — [de Euler: expresion 4 — |[sentido de --| — {sentido d
Bernoulli analftica forwada con Dirichlet: cof Cantor-De
| tas cinco operaciones rrespondenciaj Correspon
Qrepetldas un niimero numérica arbi cia entre
f1n1to o infinito de traria. juntos.,
veces. o

E1 trénsito de ida y vuelta entre las EXPRESIONES ANALITICAS y las CORRES-
PONDEX"IAS NUMERICAS, desde temprano se v16 que era eI problema y que es

1a historia del analls1s.

Ahora, si la definicién de Euler parece satisfactoria, {qué provocs a

Dirichlet a hacer su definicién?. Fué un tipo de expresi6n analftica 1lama

do “serie de Fourier", caso particular de la serie trigonométrica
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e o d’\ c '
R cosn.\+b sennx
e .,

En e'l pruner trabaJo rlgumso sobre 'las series de Founer, de D1rich‘let.

aparece su nueva definici6n de una func16n motivada por el s1guiente pro-

blema ;

‘\'r

1“20 §E;é%2f;ll§‘ converge en- todo punto y su gr6f1ca ‘es como
i Ua RS W

N

Y

o

Ahora. si una f‘unc16u es, cono en e] sentldo de EuIer, una sucesién ﬁnita
o infinita de operacwnes algebralcas, entonces o
x-?‘ja"’ x-»--"4."4 ‘x;{i-'s,sn'!.‘nfjml)x o o
fobviamente -son tres sucesiones de operaciones, 0 expreSmnes ana'lftlcas :
diferentes y una misma func16n de modo que necesamamente debe ampliarse
el concepto a: "una func16n es una clase de equwalenma de expresmnes
analfticas"; ‘pero esta def1n1c16n tampoco es pos1b1e porque entonces 'las
dos funciones constantes escritas y glar‘amente también todas las funcmnes
- constantes estariaq en la misma c]ase de equwa]encw, en’ contra del su-
puesto obvio que 1as funciones constantes no pueden 1dent1f1carse entre
sf. i se hm1taran 1os dommws se daria por resue]to el prob]ema nds
» dlficﬂ que con51ste en detennmar‘ en qué parte de:la’ recta ‘real t1enen

sentido las expreswnes ana'l‘itlcas. -AsT se ve que ‘es 1mp051b1e identifi-
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car los conceptos "funcidn" y “"expresidn analftica"; se puede hacer la ob-
servacion de que antes de Euler se conocfa el caso de 2:x"= I%Ti para
-1<x <1; pero aquf las expresiones coinciden donde no d1vergen. Donde

una expres1on diverge no importa lo que pase con la otra.

Dirichlet, entonces, de la def1n1c16n funcién es una correspondencia
numérlca dada por una “expresifn analftica, suprime la segunda parte. Di6
el ejemplo de 1a funci6n caracterfstica de los rac1ona1es que Hamd una

correspondencia numérica “arbitraria.

Hankel en 1870 discuti§ ; compar§_¢etalladamente las definiciones que
se habfan dado,de las funciones, en su escrito: "Investigacibn de las fun-
- Giones 1nfiﬁitamenté oscilantes y_di;continyas (infinidad de ﬁax/min y de
disc.). Una contribucidn a la determinaci§n del concepto de funcibn en
general®, ‘En su trabajo, Hankel demtestra que elrconcepto‘de funciqn se~
gin Dirichlet no-es ms ‘general que el de Euler, en contra de las apariei-

cias. Da una expresidn analitica para la funcin caracterfstica de los

: 1
)5S
racionales como f(x)= n s S>1; una expresiﬁn analfiti-

i 1
L5 Ugtsaniny)

ca mis simple es f(x)= l-léplamtanhn(Sénzmwx) (Lawrence M. Graves,

The Theory of Functions of Real Variables) (Hobson, The Theory of Function
of real variables). Entonces, Hankel propone una teorfa de las funciones

que se base en las analfticas de variable compleja, y précticamente abolir

1a teorfa independiente de fuhciones de variable real.

El efecto fué el opuesto como suele suceder. A partir de Hankel exis-

te upa teorfa independiente de las funciones de variable real. En cuanto
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E § zo(-1¢-1)®

R sen2nxw

donde en lugar de 9 se ponen todos los divisores de n{. perorla fpncién
no es acotada en'nihggn intervalo (luego no es»sumable).“ Un poco mﬁs
adelante plantea el problema que §1 no resuelve, el prob!ema‘de LA UNICI-

DAD DE LA REPRESENTACION. Este es el problema con el que Cantor inicia

las_investiqaciones que Yo conducirdn a la_teoria de los nimeros transfi-

nitos.

Paul-Du BoiéLReymond hall6 un ejeﬁplb,]qde‘también buscaba Riemann, de
una funci§n continua y mon@tona por-tramos fuera de todo fntérvalo quﬂcdn-
tiene 0, 9 qﬁe no es representablé ﬁor su série’de Foukier._,Tambiénﬂgs-
-tudiﬁ el probléma de clmo pasar de las funciones.continuas a las totalmen-
te discont1nuas Y propuso un método que inf]uyﬁ'én Cantor; para algunos
historladores son los trabajos de Du Bois Reymond los que sugirleron a Can-
tor sus pr1meras 1nvest1gac10nes en la teoria de conauntos puntuales. Las !
discontinuidades de las funciones siguientes conforman conjuntos importan-
tes en el désarrolib de'lés ideas de Cantor y fueron estudiadas por Du
Bois Reymond: y= sén 1/x, w= sen 1/y,. z=sen 1/Wyee s Les teoremas de Georg
Cantor referentes ala representaclén de las funciones por serles trigono-

métricas son Tos s1gu1entes.

I. Si una serfé trigonométrica converge en todo un intervalo, entonces sus
coeficientes tienden a cero. ‘
I1. Si una serie trigonométrica converge a cero en todo punto de [0,21], .
enéonces todos sus coeficientes son nulos.’

I11.$i una serie trigonométrica conveige a cero en todo punto del interva- -
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lo [0,21] exceptuados 1os puntos .de un conjunto finito donde la se-
rie puede o no ser convergente, entonces todos sus coefipiente; ;on'
nulos.

IV. Como 11, exceptuado'un conjuntO”redycible de n-&sima especie.

V. Como IV, exceptuando_un conjunto reducible.

A Cantor se debe la definicidn de la operaciﬁn'de derivacidn, y de

conjunto de n-ésima especie, si su enésimo derivado es finito, o bien

A("+1)- ¢. El conjunto de discontinuidades de la func16n y=sen : 1 i

sen <—
X

-por ejemplo, es de segunda especie. Interesado en la derivacidn de con-
Juntos que &1 esperaba que le dieran la clave del paso de los conjuntos
continuos o los discretos, construye un conjunto como A, tal que

A [1/(n+1) 1/n] es de n-éx1ma especie y luego A("+1) n [1/(n+1),1]=¢,
luego N A(")= ¢. Define A(")==A( ) pero A( ) es derlvable A( =)

n—0 n 0

se deflne como A”Y 1. Renuncia al mismo sTmbo]o « ya asociado histéri-

camente a las situaciones mds problemiticas del anilisis, el cd&lculo con
series divergentes del siglo XVIII, y lo sustituye por la omega, w. Guia-
do pues por el problema de los conjuntos de upicidad para las series tri-

gonométricas considera la famosa sucesién de los ndmeros transfinitos

B TR 0 S BRI 5 R~ YA WSRO | 7 TN ,wz.m2+l,w2+n,...,

- m2+m. ...m2+2uu....2m »e ...nm2+mw+k.....a0m +a n- 1 ...+an....,wm,wm+1,....
P )
[0) peree »

- -

Le escribe a Dedekind (pag. 88,““Dopumentos..."): YRealmente no sé que
podrfa retenerme en esta actividad de formar nuevos nimeros enteros, pues.
se ha visto que para el progreso de la ciencia ha 1legado a ser deseable

y hasta indispensable 1a introduccién de una mgs entre esas clases innume-



183

a 1a§ funciones “"monstruo”, es de Weierstrass el trabajo mis importante y
pionero: en 1861, segin H.A. Schwartz, construy§ una funci6n continua en
.todo punto y derivable en ninguno. El articulo, de la mayor importancia
‘histbrica, aparece en "Documentos..." cap. VIII. Al\i aparte de Ta fun-
¢i6n analizada, el mismo Weierstrass-hace referencia a la funciﬁh que de-
bia tever las mismas propiedades, segﬁn Riemann: de hecho, Weierstiass la

considera demasiado dificil y tan sélo en 1970, Joseph Gerver demostré

© 2.
que ! §59£L—5. Ta funcidn propuesta por Riemann, si tiene derivadas en
=l n ) :
Yos puntos Eﬂill ws, P,q enteros. La funcidn de Weierstrass demostraba
q+1
. entes que Hankel publicara su estudio que las funciones segin Euler podian

ser arbitrarias mucho mis all& de lo imaginable. E1 trabajo de,weierstraés

se publicé hasta: 1872,

" - Riemann es c&nsiderado el matemitico mds original del siglo XIX, "Sus
trabajos, huelga decirlo mativaron los de Hanke] ¥y Welerstrass ya menciona-
dos y directamente también los de. Cantor que nos interesa considerar. En
su “Habilitationschrift": “Sobre la representaéiﬁn dé‘una‘funci§n por una
serie trigonométrica“ generaliza los resultados de Dirichlet que son con-
diciones suficientes para la representacién de una funcidn como serie de

. Fbyrier, a saber que sea continua por tramos, que sea mon§tona por tramos

. ¥ que en las discontinuidades se le dé el valor promedio.

Riemann quiere encontrar condiciones suficientes para el caso de
una infinidad de discontinuidades, y para ello tiene que inventar la que
resulta ser la primera integral del andlisis moderno, porque Tos coeficien-

tes de una serie de Fourier son integrales.
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En ese trabajo da dos ejemplos capitales:

§ 0% discontinua en un conjunto denso’ de puntos de (0,1) y adn asf
o . . , ‘ in as]

integrab]e( (g)' es el entero m@s cercano.

2 ‘%?l no iﬁtegrable. y sin embargo representable como serie trigono-

métrica.

Textualmente dice: “Cuando Fourier, en uno de sus primeros trabajos sobre
la Teoria del calor, presentado a la Academia de Ciencias eﬁ 1807 pronunci
por vez pr}mera esta proposici@n, que una funcidn dada (grﬁficamente) de
manera completamente arbitraria, podia expresarse por medio de una serie
trigpnométrica, esta'aﬁeveraciﬁn sorpréndi6 tanto al anciano Lagrange que

protest6'de la manera mis formal."

En otro pasajé: "Las funcfones a las que no.se aplican los resultados
de Dirichlet no se encuentran en la naturaleza... pero la aplicacién de
las series de Fourier no se limita a las investigaciones fisicas; se les
encuentra también en una rama de las mateméticas'puras, la teorfa de nime-
res, y aqui son precisamente las funciones qué no consider§ Diriﬁhlét las

wis importantes."

Y en otro pasaje puede 1eerse£ “As{ como se vi6 que para una funcién
integrable siempre, la serie de Fourier puede no ser convergente, asf tam-
bi§n se pueden indicar funciones que nunca son integrables, y para las cua

les la serie converge para.una infinidad de valores en cualquier intervalc

Oi . i ) . .
g ‘%él : esta fupcifn existe para todo}va\or racional de x y estd

vepresentada por la serie trigonométrica
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rables de niimevos y esto es 1o due. e parece, ocurre en la teorfa de con-
Juntos y tal vez tambi&n en un campo mucho m&s‘vastb; por lo menos $in es-
ta extensidn ya no puedo avanzar y con ella obte.:go numerosos resultados

completamente‘inespgrados?..

Para su numeracin transfinité‘(desecha el término‘de "infinito"), Can-
tor defini6 suma y multiplicacidn, estudié las propiedades asoc{ativas,
- etc., definié nimeros primos y establecié Iafdescompdsicidd no Gnica de to-

do ndGmero en primos.

Pero 1o que verdaderamente esperaba’eré'enCOntrar‘el paso de'lo dis-
creto, lo contable, a Yo continuo. Cfefa literalménte que se podrfan con-
tar los puntos de una recta continua con esta numeracidn. ta suceéidn es~
crita antes representa todavia un conjunto numerable pero Iogré demostrar
que los nGmeros de la segunda c]ase. los ordinales de conjuntos numerables
constitufan un conjunto no nqmerable. o ]ogrq. sin embargo, demostrar que
1a potencia de ese conjunto es la del contihuo y ahora sabemos que ello
es imposible en las teorfas ax1om6t1cas conocidas. Defin16 numerosos “gi-
gantes” como lim{w,w .m@p.wm 200} = €. Los nﬁmeros e 0 gigantes son

3
todavfa de Ta segunda clase y los ndmeros w.u”, W, son primos.

La aritmética transfinita cardinal, cdmplementaria; menos sofisticada,
aparecié m&s,tarde;'debe comprengerse que el concepto de punto de acumula-
ciQn del que obtuvo su operaciQn de?derivaciqh de conjuntos y por ende la
sucesifn transfinita, era un concepto ya bien cimentado por Welerstrass.
De hecho el primero y mﬁs importante teoremﬁ de lavtopologfa de conjuntos
de puntos és el de-Bolzano-Weierstrass: todo conjunto infinito acotado de

un espacio euclidiano tiene un- punto de acumulacidn.'
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Por el contrario, €1 concepto fundamental de la aritmética cardinal de
ili‘mtc.anm'v‘a", de “correspondencia BiuniVbca";’dunque ya antes -aplicado por Ga-
1ileo a los énteros cuadrados, habfa quedado en’el ball de las: "paradojas
del infinito® (como también las aplicaciones biutfvocas de segmentos de.

':diferente longitud de Bernhard Bo]zano) o de las cur1osndades f\losﬁflco-
matem&t1cas. De ahf que Cantor tardara en preguntarse ¢cu5ntos? res-
Pecto de Tos conjuntos 1nf1n1tos cuyas prop1edades le preocupaban desde su'

tercer teorema de unicidad.

4 UK

R} teorema de un101dad p]anteaba naturalmente la pregunta lqué tan nu-

meroso puede ser un conJunto de un1c1dad? cqué tan condensado’

Al problema de condensacibn respondié con 14 operaci6n de *derivacidn
de’ conjuntos"” -a Ia-prégdnta"“lcu&htos'son?"'con la nocién de potencia.. Y
'requir16 de una audac1a sin’ precedente para comparar -el’ continuo con el

- ‘r
“~conjunto de los enteros

A

Pero Cantor jam&s prec156 el momento 0 c1rcunstanc1a en que lo empezG
,a cons1derar, al contrarlo del orlgen de la numerac16n ord1na1 que &1 si-
tﬁa cuando descrubre 1a derivac16n deiconJuntos _ El historlador Jourda1n
que correspond1a con Cantor a principios de este s1g1o, 1ns1st16 en cono-
;‘cer el origen de-1a’ idea de potencia de los cotijuntos, pero’ Cantdr contes-
6 con evasivas: "En 16 tocante a*los%nﬁhgros trahsfinitos: de- orden, me, pa-
‘rece Gue ya tenfa una idea en’ 1871, EV concepto de numerabilidad:To formé

en1873" o

El resultado sobre la no numerabilldad de los reales, capItal io es-
conde por razones que est&n perfectamente claras en su correspondenc1a con

Dedekind, en un artfculo de 1874: "Sobre una propiedad de todos los m_xmeros
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algebraicos-reales". En este art{culo demwestra -que.los;algebraicos sqn
un conjunto.numerable, y "de paso‘ que 1os numeros rea]es const1tuyen un

conjunto no numerab]e.

La historia de sus descubrimientos se desenvuelve de.la manera mds nf-
tida en la correspondencia Qantor—Dedekind‘(véase "Documentos..." -pags.

8y siguientes).;

léhorahdo ﬁor un ﬁoﬁento Que Cantor demostrd laiigualdad de las potgn-
cias de fos espacios euclidianos fniciando asi el debate sbbre la teorfa
de 1a dimensi6n y de la invariancia de la dimensidn, se puede preguntar
por qué se da m&s crédito a Cantor en la creac16n 'de la topoiogTa de con-
juntos—sab1endo>que Riemann fué el prlmerc en redef1n1r la topo]ogia deggn
espacio, las superficies de Rlemann, sabiendo que Hausdorff fué quien: for-
nuld la'définicjdn de Tos espacios topolfgicos, que Weierstrass enuncig el
primero y mﬁs importante de_]ds teoremas de 1a topologfa de conjuntos de
puntos, y recordando que Hankei y otros hallaron m§todos de consideracigﬁ

de singularidades para construir las funciones mds extrafas.

Cantor precisamente, separd el dominio de la funéiénry fijdndose exclu-
sivamente en el eje‘ X ~defini6 operaciones sobre los conjuntos de puntos,

cerradura. interior, derivacién, las requeridas para aclarar muchos pr@bie-

mas funcionales hasta entonces obscurecidos por la insistencia en verlos

como problemas de las gr§ficas e inclusive de sus expresiones analfticas.

Es un esbozo de algoritmo que fnventd con la elevada-finalidad de hallar
tinuo. Eun este esfuerzo, la topologfa de conjuntos de puntos salié madura

de las manos de Cantor; ejemplo de ello es su teorema de:que los conaungps
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perfectos no- son numerables.

VEs ya bastanfe conocida la historfa qé la tbpdlogfa &e conjuﬁtos pun-
tuales, o la teorfa de la dimensifn, después de Cantor, aé? como a teorfa
de conjuntos, que entr§ en crisis muy pronto. Mo es el caso, sin embargo,
@de.l& teorfa de los conjuntos de unicidad par& las series trigonométritas,
) punto de partida del genial investigador. Vi6 claramente que respecto
esos conjuntos habfa que contestar preguntas como icudntos y en qué sen-
tldo de "cuantos“, son los elementos del conjunto? icémo se dlstrIbuyen en
la recta y relat1vamente entre sI, (topologfa)? icudnto mide el conjunto?.
Para esta pregunta no hallé la teorfa correspondiente, pero sus trabajos
inspiraron a Lebésgue, quién se inici§ con el probiema de la invariancia
de la dimensidn. ‘_£Cu6ntos son? Antes de.1900. Ydyng‘demuestra que to&o
conJunto numerable es de unicidad. &Cudnto mide el conjunto? Menchof, en
1916 deruestra la existencia de conJyntos'de"multiplicidad y m;dida nula.

Todo conjunto de medida positiva es de mgltip1icfdad.

En 1922 Rajman demuestra que el conjunto ternario de Cantor es de uni-
tjdad.' Se inicia la investigacitn scbre los conjuntos perfectos y no hace
ﬁmcho se obtuvo un teorema sorprendente. Sea A un conjunto perfecto que
se descompone en dos partes homotéticas a A, con la razfn 0< g<l/2.
Entonces si —-%Q es un nﬁmero algebraico (raiz de una ecuac16n algebrai-
ca con coef1c1entes enteros) tal que 6> 2, tal que todos sus otros con-
jugudos sean de m6dulo menor que 1, entonces el conjunto A es de uni-

‘cidad; en el otro caso, es de multiplicidad. -
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