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INTRODUCCION

En agosto de 1983 tuvo lugér el 3er. Coloquio del Depar-
tamento de Matem&ticas del Centro de Investigacién y de Estu-
dios Avanzados del IPN. Ahf se incluyd un curso de AnSlisis
Numérico impartido por el autor de estas lineas, curso cuyas
notas aparecieron en su oportunidad dentro de esta misma
serie de publicaciones.

Dicho material fue enriquecido con la aportacibén de ocho
conferencias invitadas, en las cuales se exploraban diversos
aspeétos del tema y se cubrfan tanto aspectos tedricos como
aplicativos. Las conferencias fueron impartidas por Virginia
abrin, Hans Fetter, Erick Gamas, Hugo Martinez, Luis Mier y
" Terdn, Patricia Saavedra, Carlos Velarde y Luis Verde Star.
El presente volumen fecoge las versiones escritas de esas
pléticas, junto con otro articulo introductorio en el que
pretendemos, entre otras cosas, situar dentrc del campo del
An4lisis Numérico a las conferencias en cuestifn.

Convencidos del valor del material expuestc por los con-
ferencistas invitados, hemos decidido ponerlc a la disposi-

cibr de la comunidad matem&tica mexicana.

Diegc Bricio Herné&ndez

Cuernavaca, Enesro de 1985






CALCULOS, ALGORITMOS Y APROXIMACION*

Diego Bricio Hernfndez*¥*

Resumen

Se describen algunoﬁ procedimientos para disefiar algo-
ritmos numéricos, ademis de hacer evidente la necesidad de
recurrir a dichos algoritmos siempre que se Aesee calcular.
Por otro lado, se identifica el problema de‘calcular con el
de aproximar, mismo que se discute con cierto detenimiento.
Se busca tambi€n servir como introduccibén a los ocho articu-
los qué componen el resto de este volumen, situfndolos en el

campo del Anilisis Numérico.

1. La necesidad de calcular.

Un problema algebraico que se presenta muy frecuente-

mente es el de resolver sistemas de ecuaciones lineales, como
(1) Ax = b,

donde Ae R™", beX". a1 respecto, se sabe que (1) tiene

solucibn si y solo si el rango de A no se altera al aumentarla

* Este articulo recoge y actualiza el material de dos plati-
cas impartidas por el autor como parte del curso de Angli-
sis Numérico, del 3er. Cologuio del Departamento de Mate-
miticas del CIEA-IPN, La Trinidad, Tlax., Agostc 1983.

** Departamento de Matem&ticas, Universidad Autdnoma Metropo-
litana, Iztapalapa, Apdo. Postal 55-534, 09340 México, D.F.



a n+1 columnas agregando b [3]. M4&s afin, la solucién es
Ginica si y solo si m=n y, ademés, el determinante de A no es
cero. En ese caso se dispone de un algoritmo, la regla de
Cramer, para encontrar la solucibn.
En Andlisis, ocurre a menudo el problema de calcular la
integral de una funcibn f, a saber
b
(2) J f(x)dx
a .
Se sabe que la integral (2) existe y es fnica si, por
ejemplo, f es continua sobre [a,b]. En ese caso, la regla de
Barrow nos da un algoritmo muy conveniente para calcular (2),

en la forma de

]b f{x)dx = F(b) - F(a),
a
donde F es tal que f' = f.
En Mec8nica del Medio Continuoc se estudian sistemas como

la cuerda vibrante. Bajo suposiciones como:

*la cuerda es homogenea, ligera y muy delgada

-las oscilaciones son pequefias

+la tensidn a lo largo de la cuerda es uniforme

-la friccibn con el aire es despreciable

-cada punto de la cuerda vibra a lo largo de la verti-

cal

*los extremos de la cuerda estin fijos

se¢ llega facilmente {4] a que la amplitud de las oscilaciones



satisface la ecuacibén en derivadas parciales

! 3’u 2 37u
(3") —5 =¢" =5 (£<0, 0<x<1),
. ot ax )
ademis de que

(37) ’ u(t,0) = 0 u(t,2) =0

Bajo estas circunstancias, se demuestra por el método de
separacién de variables [4] que la solucidn de (3) correspon-

diente a la condicibn inicial

u(o,x) = u(x) u, (0,x) =0
es precisamente
(4) u(t,x) = kzl Ay, cos k7ot gen E3X
En (4),
' ARy

son los coeficientes de Fourier de u con respecto al sistema

ortogonal

En particular, si nos interesa la trayectcria del purnto



medio de la cuerda, debemos sumar la serie

nct

(5) cos(2k + 1)
k£0 % T

donde a, = (-1)ka 0,1,2,...

2k+1’ ¥ =
Sin embargo, basta relajar algunas de las hip6tesis que

subyacen a (3) para que la situacibén cambie grandemente. Por

ejemplo si eliminamos la suposicién de que las vibraciones

son pequefas, en lugar de (3') se obtiene

2 u

9 °x 2 9 X
(6) g =c’ e | ——

it v +ui

Ahora bien, esta filtima ecuacifn en derivadas parciales
es no lineal y no es posible resolverla en forma explicita,
ain cuando haya teoremas que garantizan la existencia de una
sola solucibn dadas las condiciones (3") y (4). En este caso
no queda sino aplicar un método numérico para aproximar dicha
solucibn; un método de este tipo reduce el problema de resol-
ver la ecuacibn (6) sujeta a (3") y (4) al problema mis sim-
ple de resolver un sistema de ecuaciones algebraicas no linea-
les.

Resulta, pues, gue para resolver formulaciones "realis-
tas", a menudo no queda sino recurrir a los métodos numéricos.

Al hacerlo, debemos por fuerza perder precisibn en los
cflculos, pues todo método numérico se basa en aproximaciones

de uno u otro tipo. Sin embargo, siempre y cuando se mantenga



el error de aproximacibn bajo control nc habri ningfn proble-
ma.

Ya hemos visto que los métodos clégicos nos- ofrecen al-
goritmos para tratar al menos las formulaciones simplificadas
como (3'). Sin embargo, una segunda ojeada a fG6rmulas como
(4) nos revela que de explicitas no tienen mucho cuanao se
trata de calcular. Por ejemplo, si se trata de evaluar (5)

para ¢, L y t fijos debemos primero calcular la sucesibn
{(7) u, = o cos (2k + 1) et /%

Yy luego sumar la serie

(8) § 3= :
ko

suponiehdo que los términos de'{uk} se puedan calcular
exactamente, que&a todavia el problema de sumar la serie (8).
A menos que por alglin truco ingenioso se logre expresar S en

forma trambién analftica, en general el c&lculo de 5 involu-
~crar§ necesariamente algfin tipo de aproximacibn: basta pensar
en que no podemos ni siquiera calcular una infinidad de té&r-

minos (ul;uz,.;.), mucho ﬁenos sumarlos. Bajo estas circuns-

‘tancias, el cflculo de S se efectuard mediante un algoritmo

similar al siguiente:

i) Pado e >0;

ii) 8§ := Ui n o= 2;



iii) Mientras (|u,|/5>¢€)
S:=S+un;
n :=n+1;

iv) Fin.

Esto, desde luego, involucra alguna pérdida de precisién,
pero llevamos un control de ello mediante la tolerancia e y
entonces no hay problema. .

El artfculo de Hans Fetter ofrece una metodologfa para
escribir "programas" como el anterior, de tal manera que se
puedan describir algoritmos que resuelvan problemas como &ste
y més complejos.

Y, -¢qué sucede con problemas mé&s simples, como puede ser

el c8lculo de (2)? La regla de Barrow dice que

1 2
(9) f xe * /2 dx = 1 - =,
Jo /e
1 -x2/2
Pero, ¢y si se desea calcular I e dx ? El teorema
0

2
fundamental del cflculo dice que una antiderivada de e'-x,/2

est8 dada por
X 2
F(x) = J e £°/2 dag,
. ‘0
pero eso no ayuda mucho. Aun cuando s{ exista una antideriva-
da expresable en t€rminos de funciones elementales, eso no

implica necesariamente que los c4lculos con ellas sean explfi-



citos. Piénsese, por ejemplo, en los problemas que implica
calcular el segundo miembro de (9). Sin duda, también aqui
hay que aprender a vivir con aproximaciones y por lo tanto
pérdida de-precisién, por lo que pudiera ser conveniente-
utilizar un método numérico desde el inicio.

Un método numérico para el c8lculo de (2) busca evaluar

una suma de la forma

(10)

ne~12

Oif(xi)

i=1

donde N,xl,...,xNea[a,b] Yy pl,..;,pn son dados e influyen en
la precisibn del cilculo.

Y ¢qué se puede decir acerca del problema (1)? Desde
luego que la regla de Cramer es adecuada para n¢ 3 pero no
mis allaz‘evaluar un determinante de orden n requiere calcu-
lar n! (n-1) multiplicaciones, decidir si se cambia el signo
o no un total de n! veces y calcular n!-~1 sumas. for si fuera
poco, la regla de Cramer requiere que se calculen n+l detér-
minantes de orden n y que se efectfien n divisiones. Un c&lcu-
"lo sencillo muestra que, trabajando a razén de 106 operacio-
nes/seg., una computadora tardarfa 132,560 afios en resolver
un sis;ema de 20 ecuaciones lineales uéandb ia regla de Cramer.
Asi pues, no es un método préctico para sistemas grandes.

Por otro lado, el método de eliminaciSn éaussiana,-tam-
bien cl&sico, s{ resulta préctico aGn para n moderadamente

grande (digamos n ~ 100), pues requiere del orden de‘n3 opera-
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ciqnes. Sin embargo hay aplicaciones —como por ejemplo la so-
lucién numérica de problemas de valores iniciales y a la fron-
tera asociados a (6)— para los que deben résolverse sistemas
como (1) pero con n del orden de miles. Aquf entran ya consi-
deraciones de eficiencia en los cdlculos, que son determinan-
tes no sblo en la organizacibén de los mismos sino alin en la
mera posibilidad de almacenar las matrices involucradas. El
articulo de Virginia Abrin se ocupa de algunas de estas cues-

tiones.

2. Disefio de algoritmos numéricos.

Volvamos por un momento al c8lculo de los términos de 1la
sucesién {u }, requisito indispensable para la evaluacibn de
S en (8). En cada etapa dei célculo hay que obtener valores
de la funcibn cos. Por supuesto que para ello disponemos de
la definicién geométrica del coseno, pero quizi sea mis con-
veniente pensar en métodos de c8lculo que recurran a las ope-
raciones elementales de la aritmética y pada mds. Por ejemplo,

las series de potencias, pues sabemos que

- 2k
(11) cost = J (-1¥ £
k=0

De nuevo hay que sumar una serie, por lo que basta rede-
finir la sucesibn {uk} adecuadamente y calcular la serie (8)

mediante el algoritmo propuesto para ello. Sin embargo, puede
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resultar ineficiente éumar una serie al calcular cada uno de
los términos de otra serie que es la que realmente se desea
sumar. Una alternativa es aproximar cos mediante una funcién
g que sea "m&s simple”, en el sentido de que pueda calcularse
sin recurrir a nada m8s que las operaciones aritméticas. Por
ejemplo, sabemos que la serie en (11) converge uniformemente
en compactos y que, g:acias a las propiedades dé cos, podemos

restringir t a [0,7/2]. En ese caso, dado & > 0 existe Nz 1

tal que
{12) sup ]cost-pN(t)! <g,
O<tsmn/2
donde
N 2k
= _k _t
py(t) kzo (-1) T

Esta situacibn ya es m8s satisfactoria, pues N es fijo,
pero todavia hay problemas: N puede ser prohibitivamente gran-
de. La teorfa de Aproximacibn [5] busca encontrar métodos para
dar aproximaciones {por ejemplo polinomiales, aﬁnque no nece-
sariamente) de manera de lograr condiciones del tipo de (12)
perc con un nimero manejable de t&rminos. Véase el articulo
de Luis Verde Star al respecto. '

En particular, dada una funcién £ en (2} que resulta
*dificil™ de integrar, puede reemplazarse por otra funcibn g

que sea "mis simple" que ella —en el sentido de gue su inte-



12

gral se eval@a més fdcilmente con los medios a nuestra dispo-
sicibébn. Es de esta manera gque se obtienen las fférmulas de in-

tegracién numérica como (10): de hecho,

-4

b
glx)dx = § p.f(x,).
Ia i=1 i i

Pero, volvamos por un momento al c&lculo de cost para
0<t<rn/2. Sabemos gue cos resuelve el problema de valores
iniciales
(13) é+ 8 =0 8(0)=1 8(0) =1
y que hay buenos métodos para resolver este tipo de problemas.
¢No serd mis conveniente calcular la solucién de (13) en el
instante t directamente, por algGn m&todo num€rico y utilizar-
la como aproximacién de cos t ? Podrfamos proceder de la

siguiente manera:

En la forma usual, {(13) es equivalente al sistema lineal

ol={ © 2[5 e(o)}= 1
w -1 0 w w(0) J 10
que es de la forma
{14) % = Ax x(0) = x,
cuya solucibn est§ dada por

(15) x(t) = ePtz.
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Si observamos que (1 - 1/22)"1 (1+1/22) es una aproxima-
ci6n de Padé para e, v&lida para z >0 [2], podemos aproximar
el segundo miembro de (15) por (I-% hA)-l(I-P% hA)X. En par-
ticular, si dividimos el intervalo de célculo [a,b] segfin la

particién

(16") 0= tyct <. <ty =1/2,

a la que corresponden los valores

(16") X =t x(O))x(l),...,x(N)

de la solucidn de (14), entonces obtenemos que

1 1

e (1-Lpm-lipal (x)
t= (I-7 ha) T (I+3 hA)x

. (x+1)

nos permite encontrar una aproximacién a (16") de manera ite-
rativa.
En efecto, para nuestro problema la relacidn anterior se

especializa a

(17') en+1 1= ek + YWy 60 =1
17") Wpa1 iS -yek + VW, wy = 0,
donde
o h l'hz/4
= —'—-T v = —._2—.
1+ h“/4 1+ h“/4

y por simplicidad hemos tomado una particién uniforme en (1€').
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Calculados el,...,eN, los almacenamos y entonces calcu-
lamos cos t interpolando los puntos (t ,eo) P E,80) ey (tyr By -
Alternativamente, si el problema requiere aproximar cost a
m decimales se puede proceder eligiendo N suficientemente

grande como para que

-m
fcost -costy | < 10 si ot sttty

y entonces no hay que interpolar: hasta tomar ek como el va-
lor de cost. Una estrategia parecida a &sta permite a Carlos
Velarde en su artfculo dar un algoritmo similar a (17) y que
resulta sumamente vers8til.

El problema de evaluar cost nos ha llevado a proponer

algoritmos de c8lculo siguiendo los dos caminos siguientes:

i) aproximar cos mediante una funcién "m8s simple® y
usar ésta para el cilculo;
ii) inventar un problema equivalente al de calcular cost

y resolverlo. independientemente.

A manera de conclusién, podemos sefialar dos caminos que
se utilizan muy frecuentemente para disefiar algoritmos numéri-
cos:

I.~ Aproximar la funcibén que se desea integrar o evaluar,
la ecuacibn que se desea resolver, etc., mediante una
funcibn o una ecuacibn que sea "m&s simple”, en el
sentido de que esté m&s a nuestro alcance procesar.

Luego es este objeto m&s simple el cue se procesa.
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II.- Inventar un nuevo problema, .equivalente al primero,
pero "m8s f&cil" de resolver. Luego es este proble-

ma el que se resuelve

Ni que decir gque en la préctica funciona mejor combinar
estos dos principios, en lugar de mantenerlos por separado.
Por_ejemplo, al decidir calcular cos t como un valor de la
solucidn de (13) utilizamos II, pero al reducir (13) a la
iteracibén (17) hemos hecho usc de I.

Ya hemos indicado cBmo es que I da lugar a un algoritmo
para calcular la integral (2). Cerraremos esta seccién ejem-
plificando el uso de II para el mismo fin. Comencemos por
suponer que a = ¢, b = 1, de tal manera que se trata del c&l-

culo de

1
I:= J £ (x)ax,
0
nlimero al que unicamente le pedimos gue esté definido, lo

cual permite una clase bastante grande de integrandos.

Sea U una variable aleatoria uniformemente distribuida
en [0,1] y sea Y := foU, tambien variable aleatoria. Entonces,
I es el valor esperado de Y, al que denotamos por EY. Asi
pues, el c8lculc de I se redﬁce al del valor esperadc de una
variable aleatoria. Para ello contamos con la ley fuerte de
los nimeros grandes, segfin la cual

Y. +...+Y
ip 2 gy

N>« N
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con probabilidad 1, siempre que Yl,..._,YN sean muestras inde-
pendientes de Y.

Una manera de implantar lo anterior consiste en generar
nimeros aleatorios LITACYREE independientes y uniformemente
distribuidos en [0,1], para aplicar el siguiente algoritmo,

muy parecido al descrito en la seccibn anterior:
i) Yy = f(ul); n:=1; I := 0;

ii) Mientras (]y_ | 2en)

iii) Fin

Este procedimiento para al arrojar un valor de la inte-
-gral que'resulta correcto y con un error no mayor gue g, con
probabilidad 1.

Este tipo de algoritmos constituyen el método de Monte
Carlo. En la monografia [6] se presenta el desarrollo de este
enfogue, aplicado a la resolucibén de problemas tomados de un

gran nfimero de campos.

3. Aproximacibn.

Supongamos que se desea calcular la integral de (9)
usandc aritmética de m cifras decimales de precisibn; en otras

palabras, se desea encontrar un nimero de la forma o'bl"'bm'
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con biEZ{O,l,...,g}, i=1,...,m tal que

1 1
(18) == - 0.by...b | < —

Ve 10
Suponiendo que e puede calcularse de manera exacta hasta
un ntmero suficiente p de cifras, es bien sabido que (18)

puede lograrse implantando el siguiente algoritmo (Newton):

i) y dado;
ii) x:=%[y+%);
iii) Mientras (|y-x| 21071
y s
1 1
x.=7(y+a)

iv) Fin

Este algoritmo proporciona una receta para aproximar el
objeto 'coﬁplejo' 1//e mediante un objeto "més simple”, de
la forma o'bl"'bm°
En general, el c8lculo de un nmero z'e(o,li con m cifras
decimales de precisién implica disefiar un algoritmo que, en
un nfimero finito de pasos, arroje un nGmero 0.cy...c s con
cie{o,l,....9}, i=1,...,m, tal que
ly -
Ir 0.c1...cm| <

10m+1

Ahora bien, los nlimeros de la forma 0.cl...cm constituyen
un conjunto (finito) de nimeros reales, por lo que se cae en

un caso particular del siguiente
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Problema. Sea I el'intervalo (0,1) y sea FC I. Para cada

£ >0, dar una funcibn c:I + F tal que
la-cta)] <€ ¥acl

En los té&rminos usuales, este problema se refiere a cal-
cular los nfimeros en (0,1) mediante los nimeros "m&s simples”
en F; ¢ no es sino el algoritmo que resuelve ellproblema. En
la prictica, basta saber calcular los nimeros en (0,1) para
que podamos calcular cualguier real.

Por otro lado, el problema anterior es un caso particular
del siguiente, cuyo interés es clarc en vista del procedimien-

to I visto en la seccibn anterior:

Problema de aproximacidn. Sea ¢ un espacio mé&trico, con

distancia d y sea 1 C ¢, £ # ¢. Para cada ¢ > 0, dar una funcibn

ap:$ » I tal que
d(f,ap(f)) < e V¥fe¢

Como para cualquier otro problema, debemos hacernos dos
preguntas:

i) ¢Tiene solucibn?

ii) ¢Como encontrar al menos una?
En el mejor de los casos, habria también que caracterizar el
conjunto de soluciones; por ejemplo, ¢cufindo hay una sola?

Por ejemplo, sea & el espacio R" con la métrica eucli-

diana usual y sea I un subespacio. El teorema de proyeccibn
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ortogonal [9] dice que hay una sola funcién P:¢ + I, lineal y

tal que P(¢) = I, ademds de que

|x-P(x)] = inf |x~z|;
z€l

dicha funcibn est§ caracterizada por la propiedad de que
x-P(x)1 % ¥Yxe¢

Vemos entonces que existe £ >0 tal que si €< €9 entonces
no hay solucién del problema de aproximacién correspondiente,
en tanto que para €2¢€q hay una sola, P, En este caso es posi-
ble calcular (es decir, aproximar) los vectores de R" median-
te los del subespacio L.

En otros casos la situacibn es menos simple. Por ejemplo,
sea $ la clase de todas las funciones continuas en [a,b] y

sea I la de los polinomios, con

(19) a(f,9) = sup |£(t) -g(t)]
asts<b
El Teorema de Aproximaci6én de Weiestrass [8} dice que el

problema de aproximacifn correspondiente sf tiene solucidn,
pero ni dice cuantas hay ni da un método para encontrar una.
Sin embargo, un tal método existe y para simplificar su des-
cripcidn supondremos que a = 0, b = 1, sin pérdida de genera-
lidad.

'Fijemos nx1, 0<t<l y sea X una variable aleatoria bi-

nomial -de par&metros n y t, es decir
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Dy k n-k
P(X=k) =[ ]t (1-t) k=20,1,...,n
k

Entonces X/n € Bﬁl] con probabilidad 1, por lo que
£(X/n) es una variable aleatoria bien definida y acotada,
cualquiera que sea f€¢. Sea Bn(f,t) la esperanza de dicha

variable aleatoria, es decir,

n n
B (f,t) = ] f(k/n) [ ]tk(l-t)n'k
k=0 k
Claramente Bn(f,‘) es un polinomio; se le llama el
enésimo polinomic de Bernstein correspondiente a f£f. Puede de-

mostrarse [1] que
d(£,B (£,°)) < w(f,1//R)

donde w:i¢x(0,») + [0,») es el m&Sdulo de continuidad, definido
por
w(f,8) := sup |f(s)-£(t)]
Bs

con

By = (s, € [0,3]%: |s-t] 5 &)
La continuidad uniforme de f asegura que, dado € > 0, existe

N2>1 tal que

Is-t! < i& = |f(s)-£(t)}| < ¢
N.
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Evidentemente, basta definir
ap(f) := By(f;-)

para tener una solucibén del problema de aproximacién corres-—
pondiente. Falta todavia ver que N no sea prohibitivamente alto
para que esta solucibn sea de hecho préctica.

Por otro lado, la interpolacién es una herramienta muy
poderosa para resolver el problema de aproximacibn cuando ¢
consta de funciones definidas en un conjunto D. La idea es que
si dos funciones f,g coinciden en un subconjunto ®*suficiente-
mente grande" S de D, es "poco probable" que d(f,g) sea grande.

Para precisar, sea D = [a,b] y sea S una particién finita

B =i Xy<X;<...<xg<xy., i=bde [a,b]

Problema de interpolacibén. Encontrar int:¢$ + I tal que

int(f)ls=f[s ¥fee

Es bien conocida la teorfa asociada al problema de inter-
polacibn cuando las funciones son reales y I consta 4e todos
los polinomios:; hay solucibn finica y, ademé&s, int(f) es un po-
linomio de grado no mayor gque N+1, cualquiera que sea f.
Véase el artfculo de Luis Verde Star al respecto de cbmo cons-
truir int en varios casos de interés.

Por lo pronto, diremos que no és ﬁuy converniente trabajar
con polinomios de grado muy alto, pues oscilan mucho y entor-

ces puede suceder gue int(f) no sea aceptable comc sclucidn
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del problema de aproximacibébn. Ahora bien, si ¢ consta de todas
las funciones continuas en [a,b], con d como en (19) y si
sblo se desea calcular integrales como fgf(x)dx, para f€¢,
entonces basta con que I sea cualquier subconjunto de ¢, no
necesariamente las funciones polinomiales. Siguiendo el pro-
cedimiento I de la seccibn anterior, se calcula I:ap(f) en

lugar de I:f. Entonces

b b
lf £ - I ap(f}| < e|b-a|
a a

y se logra un célculo aproximado con m cifras decimales de

precisibn siempre que

1

(20 ®  To-ajio™T

Falta, por supuesto, que I conste de funhciones "ficiles
de integrar" para que todo esto sea pré&ctico. Por ejemplo,
esto sucede si I consta de todas las funciones de ¢ gque son
lineales por tramos. Es muy flcil ver que el correspondiente
problema de interpolacién tiene solucién ﬁnica.y entonces
puede tomarse int como solucibén del problema de aproximacidn

también, siempre y cuando la norma

x|

h := max |xi+1— i

0sigN

sea suficientemente peguena. En efecto, se demuestra qgue, en
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este caso,
a(f,int (£)) sch® si fecC

por lo gue basta tomar
€
o<n</

para lograr cualquier precisibn.—e incluso la condicibn (20)-
si f es suficientemente suave. Este m&todo de integracidn
" aproximada da lugar a la muy conocida f6rmula de los trapecios,
caso particular de (10).

Como un ejemplo final, consideremos el conjunto de solu-

ciones de la ecuacidn diferencial
(21") y" = F(x,y,¥y")

sobre [a,b] y sea ¥ la solucibn que satisface las condiciones

a la frontera
(21"%) y(a) = A y(b) = B

Para calcular ¢, podemos tomar comc ¢ al conjunto de todas
las funciones continuamente diferenciables en [a,b], con segun-

da derivada continua en (a,b). Conviene tomar como distancia a
d(f,g) = dg(f,qg) + dg(f'.g"),

con do como & en (19). Una clase I €¢ que resulta muy conve-

niente para el propbsito de aproximar § es la siguiente:
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Definicibfn. a) Se dice que ¢ € ¢ es un esplain cGbico si
es un polinomio cfibico por secciones en [a,b]. En otras pala-
bras, existe una particibn a =: xok Xy <€eea < x§< Xge1 S b de
[a,b] tal que

2

_ . 3 .
¢ (x) = b01 + blix + bZix + b3ix si X3 SXEXgy

pero

(k) =y = 4 (k) + -
¢ (xi) = ¢ (xi) k =0,1,2
para 1= 1,...,N.
b) Se dice que ¢ es natural si ¢"(a) = ¢"(b) = 0.

Sea I la clase de todos los esplaines naturales sobre
[a,b]. Es un resultado importante en Teorfa de Aproximacibn:
[7] el que dice que, con estos elementos, el problema de in-
terpolacién tiene solucibn finica; para obtenerla, basta resol-
ver un sistema de ecuaciones lineales comoc (1), cor matriz
tridiagonal, lo cual simplifica las cosas. Se puede probar,

ademis, gue

a(f,int(£)) < c(h>+n%) para fecd

de donde resulta inmediato que int también resuelve el proble-
ma de aproximacibn cuando se toman funciones suficientemente
suaves.

En el articulc de Hugo Martinez se ilustran algunos méto-~

dos que se valen de esplaines para aproximar scluciones de
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problemas del tipo de (21). En su articulo, Patricia Saavedra
aplica estas ideas a la aproximacibén de soluciones de una
ecuacifn en derivadas parciales, la de Burgers. Estos dos ar-
tfculos se refieren al método del elemento finito, que junto
con el de colocacibn y otros constituyen la clase de los mé-
todos de residuos ponderados para discretizar ecuaciones di-
ferenciales y otras. En su artfculo, Erick Gamas aplica el
método de colocacibn para resolver problemas de valores a la
frontera que aparecen en ingenierfa de reactores gquimicos. A
su vez, Luis Mier y Ter&n aplica el mismo método a la solu-
cidn de ecuaciones integrales no lineales de interés en Fisica

Estadistica.

4. Conclusiones.

El Anéliéis Numérico se ocupa de disefiar métodos efecti-
vos para calcular nfimeros, vectores, funciones, funcionales,
operadores, etc., tantc en forma directa comeo indirecta, es
decir, cuando estos objetos est&n definidos mediante ecuacio-
nes. Esta disciplina busca expresar dichos procedimientos en
forma de algoritmos, los cuales se disefian mediante una combi-
nacién de dos técnicas:

I. Reemplazar el problema a resolver por otro més sencillo,
cuya solucibn aproxima a la del primero.

II. Reemplazar el problema a resolver por otro equivalente,
el cual se resuelve en forma independiente.

Bemos visto también que estas técnicas se aplican de
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manera reiterada, de tal manera a) de mejorar la aproximacifn
(I}, o bien b) lograr una formulacidn m8s conveniente (II).
En el libro "Anilisis Numérico" de esta misma serie hemos de-
sarrollado estas ideas con amplitud.

Como se aprecia facilmente, el método I no es sino una
relajacibn del II, que por ser m&s estricto no es muy frecuen-
te que pueda aplicarse. Aquf hemos discutido ampliamente la
aproximacién como técnica para simplificar, segfin requiere el
método I. Sin embargo, no es la @nica: algunas veces "complejo"
significa "no lineal" y entonces "simplificar” significa 'ii—
nealizar". El importantfsimo m&todo de Newton Raphson para
calcular soluciones de ecuaciones no lineales (algebraicas o
no) es solamente una aplicaci8n reiterada de este m&todo de
simplificacibn.

También hemos identificado el problema de calcular con el
de aproximar, y ha quedado claro que cuando de calcular se
trate, invariablemente tendremos que valernce de un método nu-
mérico en algGn punto del proceso. Ademis, cbservamos que para
calcular hay que especificar a) la precisi8n requerida, b) el
algoritmo de cflculo y c) el dispositivo para implantarlo. .

Finalmente, hemos proporcionado un ambiente en el cual

situar los restantes siete artfculos que componen este vclumen.
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NOTAS SOBRE PROGRAMACION

v

Hans L. Fetter Nathansky*

Resumen

En estas notas presentamos a la programacibn como una
disciplina creativa cuyo propbsito es el de acercarnos
cada vez m&s a la descripcibn detallada de los pasos a se-
guir en la solucibén de un problema por medio de una computa-
dora.

Adem&s se introducen unas herramientas muy poderosas,
las estructuras de control bisicas y'la implementacibn de
las mismas en un lenguaje muy conveniente: el pseudocbdigo.

Se proporcionan algunos lineamientos generales que per-
miten, con relativa facilidad, escribir programas legibles y

correctos.

INTRODUCCION

Con cada vez mayor frecuencia, profesionistas de dife-
rentes ramos (ingenieros, matemiticos, fisicos, sociblogos,
antrop6logos, etc.) necesitan aprovechar las facilidades

que les brindan las computadoras para resoclver los problemas

* Departamento de Matemfticas, Divisibn de Ciencias B&sicas
e Ingenieria, Universidad Autfnoma Metropolitana-Iztapala-
pa, Apartado Postal 55-534, 09340 México, D.F., M8&xico.
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que les interesan: se puede tratar de un cientifico que de-
sea resolver numéricamernte ciertas ecuvaciones diferenciales
que modelan algln fenbmenc fisico, de un ingeniero gque dise-
fia el perfil aerodin&mico para un nuevo avién, de un lin-
giista que elabora un diccionario para alguna lengua indige-~
na o de un historiador gue pretende desentrafiar y esclarecer
el ascensc al poder er el ambito politico ﬁexicano (smith,
{1979]). Todas estas personas, en algin momento tomaron un
curso introductorio de programacién o biern estudiaron por
iﬁiciativa propia alcin texto con un tftulo comc Introduc-
cibn a la Programacifn con "el lenguaje X". Lamentablemente
entonces, y todavia ahora, en dichos cursos o textos lo
Gnico que se les ensefaba era el repertorio de instruccioﬁes,
a veces muy extenso, del lenguaje X, pero nc se les pfopor—
cionaba ningGn tipo de lineamientos generales para desarro-
llar programas y mucho menos para gue €stos resultaran ade-
m&s legibles, correctos y flexibles. Recordamos agui las pa-
labras del precursor de la programacién estfucturada
(Dijkstra, [1972]): "En mi vida he visto varios cursos de
programzcibn gque eran esencialmente como las clases de mane- .
jo usuales, en las que a uno le eﬁseﬁan como maniobrar un
autombvil en vez de cdmc usar ur auvtombvil para llegar al
destino de uno". Y ccn la prisa o presibn de cémenzar‘con
algo, la tendencia Ge muchos programadores novatﬁs es la de
codificar de inmediatc algunas instrucciones en el lenguaje

X. Este enfogusz de atencibn vy emplec de recursos a la etapa
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de codificacibn —en detrimento de tres etapas previas indis-
pensables: la de entendimiento o comprensibn, la de anflisis
y la de programacifn del problema— d& como finico resultado

una dedicacidén de tiempo y de esfuerzos a un circulo vicioso,

aparentemente sin fin, de:

r—~—‘Codificac16n—————1
Correccibn Compilacibn

I—————--l-'.:jecuci6n‘——————J

En el mejor de los casos, al final de este proceso se
obtienen programas mal disefiados (parchados), que funcionan
correctamente, pero que resultan comprensibles (inicamente
para sus autores y eso s6lo por un tiempo limitado. A menudo
resultan programas que cumplen con sus funciones de una ma-
nera aproximada y deficiente o incluso, en algunos casos ex-
tremos, se obtienen programas que definitivamente no resuel-
ven los problemas para los gue fueron concebidos.

La programacién no es una labor mec&nica, sencilla,
como lo es en general la codificacibn, sino gque es un proce-
so intelectual bastante complejo. A este respectc escuchemos
nuevamente la voz del maestro (Dijkstra, [1972]): "Ya debe-
rfamos reconocer gue la programacifn es un retc intelectual:
el arte de programar es el arte de organizar la complejidad,
de dominar la multiplicidad y de evitar el caos tanto como

sea posible".
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El prop6sito de estas notas es el de ayudar a acabar
con el circulo vicioso antes mencionado y por ello ofrecemos
a continuacifn algunos lineamientos generales que si bien no
garantizan que el resultado de su aplicacibn sea un programa
legible, correcto, flexible y simple, si por lo menos reducen
loé contratiempos y trastornos gue se observan en el procesc
de transici6n desde la concepcibn de un problema hasta su so-

lucién por medio de un programa para computadora.

FASES EN LA ELABORACION DE UN PROGRAMR

En esta seccibn gqueremos describir brevemente las eta-
pas que se deben seguir para pasar de un problema informal a
la solucibn del mismo mediante el uso de una computadora.
Esto tiene gran interés, pues debe recordarse gque la mayoria
de los problemas se nos plantean de una manera vaga, ambigua,
imprecisa; por ejemplo se nos dice: "Haga un programa para
la nbmina de esta empresa". Aunque esto puede parecer un pro-
blema rutinarioc para muchas personas, no podemos embarcarnos
inmediatamente en el intento de elaborar un programa para
esta tarea sin antes aclarar varios puntos: ¢cufles y culn-
tos datos deberi manejar nuestro programa? iNo es lo mismo
hacer un programa péra una empresa con 25 empleados que otro
para una empresa con 25,000! ¢De qgué forma vamos a tener
acceso a la informacién necesarié como por ejemplo: identi-

ficacibn del trabajader, su salario, horas trabajadas, com-
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pensaciones, deducciones, etc.? Y as! como estas hay varias
otras preguntas que debemos hacernos y cuyas respuestas debe-
mos conocer antes de que intentemos resolver el problema que
se nos ha planteado.

Otro ejemplo que nos permite observar més claramente
las etapas previas a la programacibn y a la codificacibn nos
lo proporciona el siguiente diflogo entre M (un matemdtico)

y P {(un programador).

M. "¢Puedes hacer un programa para comprobar la validez de
‘la conjetura de Goldbach?"

P. "¢En qué consiste dicha conjeturé?"

M. "Nos dice que todo ﬁﬁmero par mayor o igual gue cuatro se
puede expresar como la suma de dos nfimeros primos"

P. "Mmh"

P para convencerse de gue ha entendido el problema, pro-
cede a verificar algunos casos particulares y se los muestra

a M,

4 =242, 6 =343, 8 =345, 10 =347, 12=5+7, 14 = 3+1,...,

48 = 5+43, 50 = 3447, 52 = 5+47, 54 = 7+47,...,21000 = 17420983

M asiente y P con esta base, comienza a disefiar y a rea-
lizar una serie de experimentos mentales cuyo objetivo seré
el de acercarlo a la solucién del problema, es decir, comien-

za' & programar propiamente dicho. Pues como nos dice
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Levine (Levine [1983}): "La finalidad de la programacibn es
la de comprender con claridad el problema qué va a ser re-
suelto o simulado por medio de la computadora y entender tam-
bi&n con detalle cudl va a ser el procedimiento mediante el
cual la miquina llegar& a la solucibn deseada".

El (la) lector(a) interesado(a) puede intentar hacer un
programa para verificar la conjetura anterior una vez que
haya concluido con la lectura de las presentes notas.

El dia en que nos podamos comunicar cor una computadora
de la misma manera gue con un ser humanc aun no ha llegado:
una persona, con guien hablamos, nos entiende aun cuando no
seamos muy claros y precisos al expresarnos e incluso, en
ocasiones, nos sobreentiende. Una m&guina no, ejecutari Gnica-
mente aguellas instrucciones gue se le han proporcionadoc ex-
plicitamente y no tratari de adivinar cufles fueron nuestras
intenciones. Asi pues, en la comunicacién hombre-m&quina la
precisibn debe ser 1a clave y si se desez obtener un progra-
ma en el lernguaje X gue resulte claro, legible y correcto se
deben seguir una serie de pasos que se describen a continua-

cibr de manera sucinta (Levine, ;1983:)’

1} Entender el problema.

Por obvio gque parezca este paso, debenos de tomarlo en
consideracibn, pues si nc entendemos un problema, diffcil-
mente seremos capaces de proponer ur. método para su solucibn,

En el ejemplo anterior M tuve que exglicarle a P en gqué con-
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sistfa la conjetura mencionada y en caso de que P no estuvie-
ra muy familiarizado con matemiticas M deberia explicarle
otros conceptos, como por ejemplo el de nfimero primo.

Resulta diffcil dar algun consejo especifico para que
este primer paso se lleve a cabo satisfactoriamente. Simple-
mente nos limitaremos a sugerir que el originador del proble-
ma y la persona que lo va a resolver se refinan y discutan el
problema con todo detalle. Como resultado de esta plética,
la persona que originb el problema y gue posiblemente no
tenfa conocimientos de computaci6bn, podria ahora si redactar
en espafiol un enunciado del problema gque tomase en cuenta,
hasta cierto punto, tanto las capacidades como las limitacio-

nes de las computadoras.

2} Analizar el problema.

Unz vez entendidc el problema, se deber8 proceder a
hacer un estudio del mismo con el objeto de proponer un mé-
todo para su solucibn. Para ello resulta conveniente aislar
los diferentes subproblemas del mismo y proponer algoritmos
para la solucidn de cada uno de ellos. Por ejemplo, en el
caso de la conjetura de Goldbach, un subproblema al gue de-
bemos dar solucibn es el siguiente: ¢C5mo determinamos sSi un
cierto nfimero es primo o no? Para cada unc de estos subpro-
blemas debemos hacernos las sigquientes preguntas: ¢Existen
métodos conocidos ya sea en libros, revistas o en la progra-

moteca, para resolverlos? ¢Culles Ge estos métodos debemos
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emplear? Resulta que no siempre el primer m&todo que viene a
la mente es el mejor.

Asimismo se deber&n estudiar cuidadosamente cuales son
los datos gue se van a manejar dentro del programa y cuales

son las representaciones més adecuadas para los miswmos.

3) Programar el método de solucién propuesto.

La programacibén, a diferencia de la codificacién que
describiremos a continuacifn, es un proceso netamente crea-
tivo a través del cual, por medio de una serie de experimen-
tos "mentales" que efectuamos sobre el problema gque nos ocu-
pa esperamos encontrar descripciones cada vez mis detalladas
de los pasos a seguir para resolverlo. Las descripciones ini-
ciales se podrin hacer en cualquier lenguaje conveniente,
pero conforme vamos cerrando la brecha entre lo gque es com-
prensible para nosotros y lo gue resulta inteligible para
una miquina conviene emplear un lenguaje, conocido como pseu-
docbdigo, que entre otras virtudes tiene la de ser legible
para los humanos, amén de que una descripcibén expresada en
dicho lenguaje se traduce a varios lenguajes de programacibn
de uso comGn (PASCAL, ALGOL, FORTRAN, PL/1, BASIC, etc.) con
suma facilidad, es decir, convierte el proceso de codifica-
cibn en una tarea rutinaria.

Mis adelante describiremos el pseudocfdigo con mis de-
talle y justificaremos su uso desde un punto de vista tebri-

CC.
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4) Codificar el programa.

Usando la descripcibén escrita en pseudoc6digo como gufa,
resulta una tarea muy sencilla y mec&nica traducir dicha des-
cripcibn a algfin lenguaje de programacién particular. Pero
debemos enfatizar el hecho de que s8lo ahora, (cuando conta-
mos con una descripcibn en pseudocbdigo gque hemos podido pro-
bar mentalmente para convencernos de gue en principio es co-
rrecta) y no antes podemos preocuparnos de introducir los de-
talles, a veces engorrosos, de un lenguaje de programacibén

especifico.

5) Ejecutar y ajustar el programa.

Una vez que hemos terminado de transcribir nuestra des-
cripcibn en pseudocb6digc a un lenguaje de programacidn ten-
dremos que:

i) Perforar las instrucciones y los datos en tarjetas.
ii) Suministrar las tarjetas a la lectora de tarjetas.
iii) Esperar que el programa sea compilado, es decir, a
que las instrucciones del lenguaje de programacibn
sean traducidas al lenguaje de la migquina y también
sean ejecutadas.

iv) Comprobar el correcto funcionamiento del programa.

Normalmente los pasos.anteriores se repitan una y otra
vez ya que suelen presentarse errores de diversa indole du-

rante esta fase. Algunos de estos errores se pueden corregir
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con relativa facilidad pues incluso nos son sefialados expli-
citamente por medio del compilador a través de mensajes de

diagnbstico apropiados como por ejemplo:

SIMBOLO NO PERMITIDO
FALTA PARENTESIS DERECHO

VARIABLE NO DEFINIDA

Otros errores, de tipo l86gico, son por lo general mucho
mis dificiles de detectar y también de corregir. Los prime-
ros son una sefial de que el proceso de perforacibn o el de
ensamblaje de las tarjetas se hicieron de una manera apresu-
rada y/o descuidada mientras que los segundos apuntan hacia
un anflisis y/o programacibén deficientes.

Aprovechamos la oportunidad para recalcar gque los es-
fuerzos del programador deben éstar orientados hacia las tres
primeras fases que hemos descrito, para eQitar ajustes y de-

puramientos costosos e innecesarios.

6) Mantener el programa durante su vida Gtil.

Generalmente los programas no se usan una sola vez sino
varias veces durante cierto perfodo. Es por esto que debe
pensarse en revisar y actualizar dichos programas peribdica-
mente, ya que con el transcurso del tiempo pueden ocurrir
cambios en la realidad gue repercutan sobre los programas o

también se pueden descubrir o redescubrir, métodos mis efi-
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cientes para resolver ciertos problemas o tareas.

LA PROGRAMACION ESTRUCTURADA

Para resolver un cierto problema se pueden proponer va-
rios programas diferentes. Algunas de las razones para pre-

ferir uno de éstos sobre los dem&s son:

1) Es més f&cil de leer.

2) Es mis f&cil de probar.

3) Es m8s facil de modificar.

4) Requiere menos tiempo de ejecucién.

5) Requiere menos espacio de memoria.
¥

A continuacifn presentaremos a grandes rasgos una meto-
dologia que nos permita elaborar programas gque refinen las
tres primeras cualidades. Estos programas no tienen porque
ser totalmente ineficientes en cuanto a uso de tiempo y de
espacio necesariamente, pero delegamos estos aspectos a una
etapa posterior, pues antes Qe preocuparnos de la eficiencia
de un programa debemos asegurarnos que funciona adecuaiamen-
te.

La razbrn por la cual deseamos escribir programas legi-
bles, comprensibles v flexibles es porque &stos deber&n ser

lefides y entendidos no tanto por una computadora, sino por

seres humanos que los actualizar8n, corregir@n y/o modifica-

ran.



40

El término programacibn estructurada fue acufiado por
Edsger W. Dijkstra (Dahl, 0.J. et. al., [1972]), pero afin
cuando el titulo de su artfculo era "Notas sobre Programacibn
Estructurada®™ no encontramos en & una definiciﬁn de dicho
concepto. De hecho, como veremos a cohtinuacibn, se trata de
un tépico muy polé&mico. A este respecto Van Tassel (Van
Tassel, [1978]) nos dice gue “"la programacidn estructurada
- es un método que nos conduce a escribir mejores programas y
cuyo objetivo es el de organizar y disciplinar los procesos
de disefic y de codificacibn con el objeto de eviéar la mayo-
ria de los errores de 18gica asf como de facilitar la detec-
cifn de aquellos que afin permanecen". Mientras que én Knuth
(Knuth, [1974]) encontramos la siéuiente cita atlibuida a
Mc Cracken: "Pocas personas osarfan formular una definicién
de programacifn estructurada. De hecho, no estf claro que
exista una definiciébn simple de dicho térm;no atn®. Lo cier-
to es que la programacifn estiucturada no consiste, como co-
munmente se cree, en proscribir la proposicibn GO TO de los
programas (un tema del cual hablaremos con m&s detalle m8s
adelante) y si comprende varios aspectos muy importantes

como lo son:

i) el disefoc arriba-abajo
ii) la modularidad
iii) el uso de estructuras de control bS&sicas

iv) el empleo de un lenguaje conocido como pseudoct-
digo.
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El disefio arriba-gggj_.-'Esta técnica nos es bastante cono-
cida y consiste simplemente en identificar para un problema
P dadd una serie de subproblemas P1,P2,P3,... de. tal forma
que si logramos resolver estos filtimos esto sea equivalente
a haber resuelto el problema original P. Después este proce-
.so se aplica a cada uno de los subproblemas y se repite tan-
tas veces como sea necesario de manera qﬁe al final se ten-
gan subproblemas lo suficientemente peqﬁeﬁos y simples que
para su solucibn se disponga de algoritmos ya conocidos.
La modularidad.- La modularidad consiste en subdividir el
problema en unidades 16gicas (los mb6dulos) autocontenidos y
que pueden Wo ser directamente ejecutabies, en el sentido de
que para desempefar sus funciones deben ser "llamados" por
otros mbdulos. Si se ha efectuado un disefic arriba~abajo para
un cierto problema se pueden considerar los distintbs subpro-
blemas como posibles candidafos para cornstituir médulos.

En el caso general se obtiene toda una jerarquia de mb-

dulos y es deseable que (Levirne, [19837):

a) Sean pequefios y sencillos,

b) oculten los detalles poto importantes a los mbdulos
arriba de ellos en lz jerarquia,

¢) usen, a su vez, tantos m6dulos de menor jerarquia
como sea necesario para cumplir cor &},

d) sean légibles.
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Estructuras de control bisicas.- Lo que define en realidad a
un programa son sus estructuras de control y de datos. Me-
diante las primeras dirigimos el flujo de acciones que se
deberén efectuar sobre los datos, mismos que estar&n organi-
zados de maneras diversas que constituyen las estructuras de
datos.

Una estructura de control bésico con la que estamos muy
familiarizados es la secuenciacibn y gque se reduce a la ob-
servacibn de gue en un programa las Srdenes o instrucciones
se ejecutan en el orden en gque aparecen. Ahora bien, no todo
algoritmo se puede expresar usando inicamente esta estructu-
ra de control bisica. En ocasiones, duranté la ejecucibn de
un algoritmo debemos elegir entre dos alternativés y en base
a esta decisibn seguir uno u otro "camino". Esta estructura
de control bésica (que nos permite al tiempo de la ejecucién,
tomar decisiones sencillas guiados por alguna condicifn de
tipo 16gico), se conoce como seleccibn. También surge a veces
la necesidad de repetir una accibén un cierto nGmero de veces.
Para ello podemos usar otra estructura de control bSsico, la

iteracién condicional y gue, como su nombre lo indica, nos

rermite ejecutar una accibn repetidas veces mientras se ve-
rifigue una condicién 1l6gica. Nos basta con estas tres es-
tructuras de control bfsico en el sentido gque cuélquier pro-
grama se puede expresar mediante ellas, como lo demostraron
BShm y Jacopini (Bohm, C. y G. Jacopini, [1966]) en lo que

se conoce como el teorema de estructuras.
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A continuacibn se muestra una representacibn grafica de estas

tres estructuras de control bé&sicas mediante diagramas de

|

flujo:

Secuenciocion. Saleccich

L1

Herocich Condicional.
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En estos diagramas se aprecia la presencia de dos figu-
ras geométricas: los rombos, que se utilizan como bloques de

decisibn y los recténgulos, que se emplean como blogues de

procesamiento.

Un hecho que salta a la vista de la representacibn gré-
fica de las estructuras de control b8sicas y que resulta ser
de suma importancia, es el siguiente: todas eétas estructuras
tienen un sblo punto de entrada y un sblo punto de salida.
Esto nos permite ahora construir programas completos simple-
mente "pegando" entradas con salidas (ver ejemplo 1 a conti-
nuacibdn) o incluso armar programas m&s complejos mediante un
proceso de substitucifn, en el cual reemplazamos cualquier
bloque de procesamiento por una combinacibén de las estructu-
ras de control bisicas (ver ejemplo 2).

Siguiendo la regla fundamental de composicién (Levine,
[1983] ) "es posible combinar las estructuras de control de
secuenciacibén, seleccibn e iteracibn condicional” y en todos
los casos el resultado serf un programa bien formado (estrpc—
turado) con una sola entrada y una sola salida. Dichos pro-
gramas bien formados poseen un alto grado de estructura, lo
cual facilita leerlos de principio a fin. Ello trae como con-
secuencia que entender, probar y modificar dichos programas
se simplifique considerablemente. En programas gue no estén
bien estructurados los intentos de seguir la 16gica se ven
frustrados por constantes interrupciones, generalmente cau-

sadas por instrucciones del tipo GO TO. En estos programas
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se ejecutan algunas instrucciones sec¢uencialmente, luego,
por medio de un GO TO ocurre una transferencia a otro lugar
dentro del programa, ahi se ejecutan nuevamente en orden se-
cuencial algunas instrucciones, despu&s hay una transferen-
cia a otro sitio en el programa y asi sucesivamente. La per-
sona gue se enfrenta con este tipo de programas bien pronto,
dentrc de este constante ir y venir, pierde toda capacidad
de asimilar el funcionamiento de dichos programas.

Es por esta razbn que el GO TO es una estructura de con-
trel que por lo general se excluye de la programacibn estruc-
turada" por su poder cabdtico y desestructurante sobre los
programas" (Levine, 719837). Sin embargo, la controversia
sobre la eliminaciérn total del GOTO es un asunto gue afin no
ha sido resueltc satisfactoriamente y Que ha Quscitado una
serie de comentarios por parte de los conocedores del tema y
cue se reprodﬁcen a continuacidn:

"la calidad de un programador es inversamente proporcic-

nal al nfmerc de proposiciones GOTO en su programa”.

Dijkstra (Yourdon ~1575).

"eli cbdigo de vprogramadores establece: el uso de GOTO's

puede ser nocivo para la salud de su programa".

Van Tassel (Van Tassel, {1978 ).

"nuestro conocimientoc ain no ha alcanzado el puhto en

qgue los lencuajes del futuro deban eliminar el GOTC. Si

el trabajo futuro indica que evitando los GOTO's podemos

cbtener alcunas ganancias o ventajas significativas
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—tales como demostraciones rutinarias de que nuestros
programas son correctos— entonces la decisifn de mantener
o retener la proposicifn GO TO deberfa reconsiderarse.
Pero hasta entonces resulfa sabio retenerla”.

Hopkins (Yourdon, [1975]).

El pseudocfdigo.- Se pueden generar programas arbitrariamente
grandes y complejos usando un conjunto de estructuras muy re-
ducido: el de las estructuras de control b&sicas. Para expre-
sar estos programas de manera clara, concisa y precisa nos

,valemos de.un lenguaje denominado pseudocédigo. Destacan en-
tre las principales virtudes de este lenguaje las siguientes:

a) legibilidad

b) neutralidad

c) completitud

d) semejanzé con lenguajes de programacidn

Es un hecho que el pseudocHdigo nos permite expresar la
l6gica de un programa de una manera muy clara y resulta:
mucho mis conveniente que los diagramas de flujo.

Al usar pseudocbdigo ne necesitamoé pfeocuparnos de res-
petar las reglas de algﬁn_lenguaje de programacidn particu-
lar ni tampoco de las peculiaridades de la m&guimra que vamos
a empléar posteriormente. Es debido a esta caracteristica
“fundamental —independencia tanto del lenguaje de programa-
cidn como de la miguina que van a usarse-— que decimos que el

pseudocbddigo es un lenguaje neutral.
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La completitud del pseudocbdigo es consecuencia del teo-
rema de estructuras y se refiere a la capacidad que tiene
este para expresar cualquier idea computacional.

La semejanza del pseudoc8digo con varios lenguajes de
programaciéﬁ de altc nivel comoc ALGOL, PASCAL, PL/1 entre
otros es muy notoria y por consiguiente convierte la tarea
de traducir un programa escrito en pseudocbdigo en un progra-
ma escrito en alguno de estos 1¢nguajes de alto nivel en un
proceso mec&nico y sumamente sencillo.

A continuacibén describimos los elementos fundametnales
del pseudocédigo. Un programa en pseudocbédigo es un conjunto:
de declaraciones de estructuras de datos, seguido de un con;

junto de estructuras de control, todo encerrado entre las

palabras programa (c procedimiento) v fin. Con respecto a
las primeras nos limitaremos a decir gue toda variable utili-
zada en un programa debe aparecer en una y sblo una declara-
cibn de estructura de datos. Veamos algunos ejemplos de de-

claraciones:

i) enterc I, J, K
(indica gue las variables cuyos nombres son I, J y K
se consicerarén como del tipo entero dentro del pro-
grama).
ii) real PESC, ESTATURA, EDAD
(especifica gue las variables cuyos nombies o identi-

ficadores sor PESO, ESTATURA y EDAD son de tipo real).
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iv)

v)
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entero LISTA [1:10], POSICION [—10:10}

(esta declaracifn nos indica que LISTA es el nombre
de un arreglo unidimensicnal o vector cuyos elementos
Lista [1], LISTA [2],..., LISTA {10! son variables de
tipo entero, mientras que POSICION es el nombre de
otro arreglo de variables enteras que consta de 21
elementos: POSICION [-10], POSICION {-9],...,POSICION
[10]).

real a[0:5, 0:4] \

(en este caso A es el nombre de un arreglo bidimensio-
nal o matriz, cuyos 30 elementos al0,03, al0,1],...,
afo0,4], al1,0],..., a[5,4] son variables de tipo real
cada una) . |

16gico LIBRE, ERROR

(LIBRE Y ERROR son los nombres de dos variables de
tipo 1l8gico, llamadas asi porque sdlo pueden tomar

uno de los valores siguientes: falso o verdadero).

Las estructuras de control act@an sobre ciertas unidades

b&sicas que denominamos enunciados y que representaremos de

manera simbblica por la letra e (o e, si hay necesidad de

distinguir entre varios enunciados diferentes). Presentare-

mos a continuacibn -algunos ejemplos de enunciados:

i) PI <« 3.14159

(este enunciado, gue s& conoCe como proposicién de

asignaci6n, nos indica que debemos asignar a la va-
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riable cuyo nombre es PI el valor numérico 3.14159),

il) I+« I+ 1
(esta proposicibn aritmética se interpreta como sigues
evaluar la expresibdn que aparece a la derecha del
simbolo « y asignar el valor numérico resultante a la
variable cuyo nombre aparece a la izquierda del sim;
bolo « ).

iii) lee PEéO, ESTATURA, EDAD
{esta proposicién nos permite obtener valores numéri-
cos para cada una de las variables, usando para ello
un medio externo; por ejemplo: un teletipo, una pan-
talla de video o una lectora de tarjetas).

iv} escribe "RADIO =", R, "CIRCUNFERENCIAR =", 2*PI*R
(permite al programa exhibir el valor de cada unz de
las variables y/o expresiones aritméticas y textos
en un medio externo, como por ejemplo: en un teletipo,
en una pantalla de videc o en una impresora).

Pasemos ahora a la representacién de las estructuras de

contrel en este lenguaje:
i) Secuenciacibn: sive1 Yy e, son dos enunciados en-
tonces
e
1
e
2
ien ;
¢ bie ejie,

indican que se deben realizar o ejecutar los enuncia-
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dos ey primero y luego e, en ese orden.
ii) Seleccibn: si C es una condicibn légica y ey, €, son

dos enunciados cualesquiera entonces

si C entonces e3

otro e4

es la proposicibn gque hos dice lo siguiente:
determinese el valor de verdad de la relacién C.

Si éste resulta verdadero, ejecitese el enunciado ey
y en caso contraric, es decir, cuando &ste es falso,
ejecltese el enunciado e,

iii) Iteracidn condicional: si C es nuevamente alguna con-

dicién 16gica y e, es cualguier enunciado entonces:
mientras (C) eg

es la proposicibn cuyo efecto es el siguiente:
evalGese la condicibén lbgica C. Si el resultado es
verdadero ejecfitese el enunciado eg y luego repitase
la operacibn desde el principio. Es claro gque este
ciclo repetitivo se romperé Gnicamente cuando la com-
dicibn lb6gica C resulte tener el valor falso, por lo
gue el programador debe cerciorarse de que este suce-
da en algGn momento. -
Observamcs gue en la descripcibn del pseudoc6digo que
hemos presentédo hasta ahcra aparecen ciertas palabras clave,

gue tienen funciones bien Zefinidas. Estas palabras clave se
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han subrayado para distinguirlas de las demis. As{ por ejem-

plo: mientras, escribe, lee, entero, fin, etc. son palabras

reservadas mientras gue PESO, LISTA, ERROR, etc., no lo son.
También observamos gue hasta ahora s6lo hemos permitido
que las estructuras de control actfien sobre enunciados indi-
viduales, pero :qué podemos hacer si deseamos que el enton-
ces de una seleccibn o el mientras de una iteraccidén condi-
cional abarguen a todo un grupo o conjunto de enunciados? lLa
respuesta es muy sencilla: encerramos la coleccibén de enun-

ciados entre las palabras clave comienza y termina, con lo

cual hacemos que tengan la apariencia de un enunciado indi-

vidual. Por ejemplo:

mientras (C)
comienza
€6
€9
€g
termina
causa la repetida ejecucién de los enunciados\es, e, Y eg
mientras la condicifn l6gica C sea verdadera.

Para incluir comentarios en nuestros programas simplemente

colocamos el simbolo ! al inicioc de los mismos. Ejemplos:

i) ! este pfocedimiento calcula el total, la media,
! la desviacibn esté&ndar, el minimo y el méxime

! para cada variakle er un conjunto de observaciones.
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ii) real A[1:100, 1:10] ! matriz de observaciones

Primer Ejemgl .

A continuacibén ilustraremos todo lo dicho anteriormente
por medio de dos ejemplos bastante sencillos: uno de interés
general y el otro de An&lisis Numérico.

Para ello imaginémonos la siguiente situacibn:

Un alto jefarca (A.J.) del deporte se nos (N.) acerca y

entonces se produce el siguiente di&logo:

A.J. "haga un programa para la competencia de clavados:

N. ":Qué es lo-que este programa deber& hacer?”

A.J. "Deber& obtener la calificacibn de cada clavado."

N. . "¢Cémo se obtiene la calificacién de un clavado?"

A.J. "Cada juez, asignado a la competencia, otorga una pun-
tuacién entre cero y diez a un clavado. La puntuacién
més alta y la m&s baja se descartan y las restantes se

promedian.”

Posiblemente ya tengamos una idea vaga de qué deberé

hacer nuestrc programz, pero afin tenemos algunas dudas.

N. "¢Dué sucede si hay varias puntuaciones més altas (o mis
bajas) gue son iguales, es decir, que estén repetidas?”

A.J. "Unicamente se descarta una de ellas."

N. "¢Cu8ntos miembros hay en el jurade?"

2.J. "Normalmente hay entre ocho y doce. A tiempo de llevar-
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se a cabo la competencia se le informar& cual es el nf-

mero exacto."

Probablemente ahora si ya entendimos el problema y por
ello pasames a la siguiente fase o sea la de anflisis. ¢Cus-
les son los datos del problema? Primero tenemos el nGmero de
jueces y segundo una lista de puntuaciénes. éCudles son los
resultados que se deberén obtener? La calificacién‘del cla-
vado calculada de acuerdo con la regla mencionada anterior-
mente. ¢Se conoce un métodé para la solucién de éste proble-
ma o bien podemos aislar subproblemas del mismo para los cua-
les sea factible encontrar dichos mé&todos? La respuesta a
esta pregunta es si, como veremos enseguida, perc antes va-

mos a formular el problema con nuestras propias palabras.

Versibn 0.

De una lista de puntuaciones entre cero y diez se debe-
rén descartar la puntuaci6n m&s alta y también la puntuacibn
mis baja y luego promediar las restantes.

Claramente reconocemos aqui el cuadro jer&rquicc de todos
" los problemas qué se resuelven por medio de una computadora
Yy que consiste en: entrada de datos, procesamiento de los
mismos y salida de resultados.

Estc nos conduce inmediatamente a la siguiente desérip-
cibn de los pasos a seguir para resolver el problema que nos

octupa, incorporando ya algunos elementos del pseudoctdigo:
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Versibn 1.
Programa
v ! PRIMERA DESCRIPCION DEL PROGRAMA DE CALIFICACION DE
CLAVADOS
leer los datos
procesar los datcs
reportar los resultados

fin

¢De gué forma llevamos a cabo cada uno de los tres pasos en
la descripcibén anterior? De manera aproximada podemos decir
y

que

"leer los datos" se reduce a leer el nfimero de jueces v la
lista de puntuaciones,

"procesar los datos” consiste en determinar la puntuacibn
m&xima y la puntuacibn total, as{ como tambiér promediar
las puntuaciones adecuadamente,

"reportar los resultados” nd es més gue escribir el valcr

del promedic.

Es aqui cuandc ya empezamos a sospechar que si contamos
con métodos para resolver los diferentes subprchklemes er gue
hemos subdividido nuestro problema. Mds adelante describire-
mos estos métodos con cada vez més precisién. Por ahora nos
limitaremos a presentar la siguiente descripcibn del progra-

ma.
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Versibn 2.
Programa
! SEGUNDA DESCRIPCION DEL PROGRAMA DE CALIFICACION DE
CLAVADOS

lee nGmero de jueces

lee lista de puntuaciones

hallar puntuacibén mfnima, puntuacién m&xima y puntuacién
total

calcular calificacifn promediando puntuaciones adecuada-
mente

escribe calificacién

fin.

En la mayorfa de los programas se debe verificar la va-
lidez de los datos de entrada y el presente programa no es
la excepcifn: recordemos, por ejemplo, el hecho de que el nG-
mero de jueces no es arbitraric, sino gue est8 restringido a
ciertos valores. Es por esto que después de leer el nfimero de
jueces debemos proceder a verificar si este nlmero est8 o no
dentro del rango permitido.

También hacemos la observacibn de gue resulta convenien-
te mandar eécribir los datos gue previamente se leyeron para
detectar posibles errores si el volfimen de aquellos nc es de-
masiado grande. 7

Para determinar la puntuaci6n mfnima, debemos primero

inicializar ésta de alguna manera y luego, conforme vamos
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observando las puntuaciones de una en una, actualizarla debi-
damente. De manera similar se pueden obtener la puntuacibn
mixima y la puntuacibn total. Podemos aprcvechar el hecho de
qué vamcs a analizar las puntuaciones de una en una para ve-
rificar si &stas se encuentran dentro del rangc permitido.

Para calcular la calificaci6bn ros bastez ccn restarle a
la puntuacibn total la suma de la puntuaciér minima y de la
puntuacibn méxima y promediar adecuadamente.

Todo esto y algunas cosas més los encontramcs sintetiza-

dos en la sicuiente versibn:

Programa

. TERCERA DESCRIPCION DEL PROGRAMA DE CALIFICACION DE
CLAVADOS

iee nlimero de jueces

si nfmero de jueces estd fuera del rango permitido

ertences reporta error y termina ejecucibn

lee lista de puntuaciones

inicializa puntuacidn minima, puntuacidr méxima y pun-
tuacibn total

observa el primer elementc de la liste de purntuaciones

'

! considéraia como

! la puntuacidén actual

n

mientras (no se agote l& lista de puntuacicne

comienza
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si puntuacifn actual esti fuera del rango permitido

entonces reporta error y termina ejecucién

actualiza puntuacién minima, puntuacidn mSxima Y pun-

tuacién total

observa el siguiente elemento de la lista de puntuacio-
nes

termina

calcula calificacién, restédndole a la puntuacién total
la puntuacidn minima y la puntuacibén mfxima y prome-
diando adecuadamente

escribe calificacién

fin.

Esperamos que se comprenda cu8l es el funcionamiento de
este programa, aln cuando falten muchos detalles por especi-
ficar. Entre otras cosas observamos que en este programa hay
de hechc tres salidas: una, la salida normal al final del
programa y otras dos cuando detectemos algfin error entre mes-
tros datos, es decir, si el nfimero de jueces ests fuera del
rango permitido o bien si sucede lo mismo para alguna puntua-
cibn,

Para remediar esta situacibn proponemos la siguiente so-
lucibn:

1. Cambiar: si nfimero de jueces estd fuera del rango

permitido entonces reporta error vy termina
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ejecucibn
por: si nﬁméro de jueces estd fuera del rango
permitido entonces reporta error
otro "procesa las puntuaciones"

2. Antes de entrar al ciclo para procesar las puntuacio-
nes levantar una bandera de éxi;o, indicando con ello
que hasta ese momento no se ha detectado error algquno
en las puntuaciones y ademés
cambiar: si puntuacibn actual estd fuera del rango

permitido entonces reporta error y termina
ejecucidn |

por: si puntuacibn actual estd fuera del rango
permitido éntonces baja bandera de éxito

otro ...

Al salir del ciclo se deber&i observar ia bandera de
éxito y dependiendo de su estado proceder con el cdlculo de
la célificacién o reportar el hecho de que hubo alguna pun-
tuacibén fuera del rango permitido.

Esto d& como resultado al siguiente descripcibn:

Versibn 4.

P:ograma
! CUARTA DESCRIPCION DEL PROGRAMA DE CALIFICACIONES DE
CLAVADOS

lee nfimero de jueces
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si nGmero de jueces estd fuera del rango permitido
entonces reporta error en el nimero de jueces
otro comienza
lee lista de puntuaciones
escribe lista de puntuaciones
inicializa puntuacién minima, puntuacitn mixima
y puntuacién total
levanta bandera de éxito
observa el primer elemento de la lista de pun-
tuaciones !considéralo como la puntuacibn
tactual
mientras (no se agote la lista de puntuaciones)
comienza
si puntuacibn actual estd fuera del rango
permitido entonces baja bandera de &xito
otro
actualiza puntuacién minima,
puntuacién méxima y puntua-
cibn total
observa el siguiente elemento
de la lista de puntuaciones
termina
si bandera de éxito estd levantada

entonces comienza

calcula calificacibn, restéindole a

la puntuacién total la puntuacibn
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minima y la puntuacidn mixima y
.promediando adecuadamente.
escribe calificacién
termina
otro reporta error en puntuaciones
termina

fin.

Esta descripcién del algoritmo padece de algunas incon-
veniencias ligeras: al detectar una puntuacién fuera del ran-
go permitido se sigquen procesando las demis puntuaciones, lo
cual a estas alturas ya no es necesario. Tampoco se propor-
ciona informacién especifica sobre cufl puntuacidn causd que
se' bajara la bandera de é&xito.

Para evitar el procesamiento innecesario de las puntua-
ciones una vez gue se encontr6 un error en alguna de ellas,
proponemos integrar al mientras una prueba sobre el estado
de la bandera de éxito. Como veremos enh versiones posterio-
res del programa, esto a su vez también nos permitird indi-
car cudl fue la primera puntuacibn que se encontré fuera del
rango permitido.

Asi pues, nuestra siguiente descripciﬁn queda como si-

gue:



62

Versidén 5.
Programa<
! QUINTA DESCRIPCION DEL PROGRAMA bE CALIFICACIONES DE
CLAVADOS
lee nfimero de jueces
si ntimero de jueces estd fuera del rango permitido
entonces reporta error en el nimero de jueces
9352 comienza
lee lista de puntuaciones
escribe lista de puntuaciones
inicializa puntuaci6én mfinima, puntuacién mixi- -
ma y puntuacién total
levanta bandera de é&xito
observa el primer elemento de la lista de pun-
tuaciones
!considéralo como
!la puntuacién actual
mientras (no se agote la lista de puntuaciones
y bandera de éxito esté levantada)
comienza
si puntuacifn actual estd fuera del rango
permitido
entonces baja bandera de éxito
otro actualiza puntuacién minima, pun-
tuacibén mdxima y puntuacibén total

observa el siguiente elemento de la lista
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de puntuaciones
~termina
si bandera de éxito estd levantada

entonces comienza

calcula calificacifén, resténdole
a la puntuacifén total la puntua-
cibén minima y la puntvacibén mixi-
ma y promediando adecuadamente
escribe calificacién
termina

otro reporta la puntuacién gque causd se

bajara la bandera de éxito
termina

fin.

Nosotros entendemos intuitivamente operaciones o concep-
tos como:

levanta bandera de é&xito

inicializa puntuacién minima, puntuacidn
mixima y puntuacién total

observa el primer elemento de la lista de
puntuaciones

lista de puntuaciones

bandera de éxito

etc.

pero diffcilmente vamos a encontrar un lenguaje de programa-
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cibn que tenga instrucciones o descripciones de esta natura-
leza entre su repertorio. Es por esto que ahora necesitamos
ocuparnos de las estructuras de datos y de las operaciones
que sé pueden efectuar sobre las mismas (comparaciones, asig-
nacién de valores, referencias a elementos de las estructu-
ras). En efecto, es precisamente a través de é&stas que pode-
mos (Levine, [1983]) "descomponer la carga semlntica de un
programa en elementos mds cercanos a la naturaleza operacio-
nal de una computadora". Por ejemplo, para representar la
lista de puntuaciones vamos a emplear un arreglo unidimensio-

nal o vector:
real puntuacién [1:12']

Observar un elemento de la lista de puntuaciones se

puede realizar mediante el uso de un indice, ast
puntuacién [1i ]

hace referencia a la i-&sima componente del vector puntuacién
La bandera de éxito no serd mds que una variable de tipo

16gico

16gico nohayerror

Yy las operaciones de levantar o bajar esta bandera se reali-

zarén asignindole los valores verdadero y falso respectiva-
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mente.

Para determinar la puntuacién minima (pminima) podemos
proceder de la manera siguiente:

Primero le asignamos a pminima el mayor valor permitido
para las puntuaciones 110) —inicializacién— y una vez proce-
sadas las i-1 primeras puntuaciones se obtiene el valor de
pminima como el minimo entre la i-&sima puntuacién y el mini-
mo obtenido para las i-1 puntuaciones anteriores (i = 1,2,
...,numjueces) —actualizaci6n.'De manera aniloga se calculan
pmdxima (la puntuacibn mixima) y ptotal (la puntuacién total).

Utilizando nombres mnembénicos para nuestras variables,
es decir, nombres que nos dan una idea clara del prop8sito
de‘estas variables dentro del programa obtenemos ahora la si-

guiente descripcibén de nuestro algoritmo:

Versién 6.
Programa
! SEXTA DESCRIPCION DEL PROGRAMA DE CALIFICACIONES DE
CLAVADOS
! Declaraciones de las estructuras de datos usadas
real puntuacibén [1:12]
real pminima, pm&xima, ptotal, calificacn
entero numjueces, i
16gico nohayerror
' Proposiciones del programa

lee numjueces
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si numjueces < 8 o numjueces > 12

entonces escribe "el nfimero de jueces (",numjueces,")

no es aceptable”
otro comienza
lee (puntuacién [i], i +« 1,...,numjueces)
escribe "puntuaciones otorgadas”, (puntuacién
{i], i « 1,...,numjueces)
pminima + 10.0
pm&xima « 0.0
ptotal <« 0.0
nohayerror <« verdadero
i+1
mientras (i < numjueces y nohayerror)
comienza
si puntuacién [i] < 0.0 6 puntuacibn
[i] > 10.0
entonces nohayerror + falso
otro comienza
pminima « min (puntuacién [i],
pminima)
pmixima « m§§ (puntuacién [i],
pmixima)
ptotal « ptotal + puntuacion [i]
termina
i+«1+4+1

termina
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si nohayerror entonces comienza

calificacn «(ptotal-
(pminima+pmdxima))
/ (numjueces - 2)
escribe "la califi-
cacién del clavado
es", calificacn
termina
otro escribe "la calificacién
otorgada por el juez",
i-1, "estéd fuera del

rango"

termina

fin.

Sélo ésperamos que, después de cinco descripciones pre-
vias del mismo algoritmo, la versién final se explique por
si misma y ademds se reconozca la facilidad con gue se codi-
ficaria ahora este algoritmo en lenguajes como ALGOL, PASCAL
o FOREST.

Asimismo invitamos a los lectores a que intenten resol-
ver una pequefa variante del problema anterior: de una colec-
cién de N puntuaciones se deberdn descartar las M puntuacio-
nes m4s altas y también las M mis bajas y luego promediar las
restantes. Este problema es bastante m&s complicado que el

anterior y no requiere que ordenemos todas las puntuaciones
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previamente.

Segundo Ejemplo.

El problema, en este caso, es de An&lisis Numérico, y
-consiste en determinar factores cuadriticos de un polinomio
pN(x) de grado N. Es decir, se trata de encontrar dos nfmeros
reales u y v tales que x2 - ux - v sea un factor exacto del

polinomio dado pN(x). Se debe de cumplir, pues, que
2
Pyi{x) = (¥ -~ ux - v)-qN_z(x)

donde qN_z(x) representa un polinomio de grado N-2.

Lo mis indicado para entender y analizar este problema
© es consultar la literatura: V&anse por ejemplo, (Henrici,
[1964]) y (Isaacson-Keller, [1966]). Supondremos que el lec-
tor/la lectora ya llev6 a cabo esta labor y nos limitaremos
a presentar el método de Bairstow, como se describe en estos
textos y luego a expresarlo en nuestro lenguaje: pseudocédigo.

A saber, el algoritmo es el siguiente:

Versibénp 1.

Dado el polinomio

Py (x) = aoxN + alxN-1 + asz_2+ ... +a

Yy un factor cuadritico inicial
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2"\1}("V
x ek 0

generar una sucesién {x2 - ux - vn} de factores cuadr&ti-
cos como sigue:
Para n = 0,1,2,.... (hasta obtener un resultado satis-
factorio) genérese la sucesién (bi} = {b?}

a partir de: b_2 = b_‘1 =0 vy

bi=ai+uhbi—l+vnbi-2 i=0,1,...,N

genérese la sucesibn {c;} = {cg}

a partir de: c¢_, =c_; =0 vy

ci=bi+unci—1+vnci—2 i=0,1,...,N-1

resuélvase el sistema de ecuaciones simultédneas:

N-2 N=-3 N-1
cN_lé + Cp.gpf = -bN
higase
Yne1 T Up * s
Y+t =~ Vn *e

En realidad el polinomio pN(x) queda totalmente determi-

nado por sus coeficientes CIYL SR RRRYL Wy lo mismo que el fac-
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tor cuadritico inicial x2 - ugx - vy, queda determinado por
los coeficientes Uy, Vo Con esto en mente proponemos ahora

la siguiente descripcifn del algoritmo de Bairstow:

Versibn 2.

Procedimiento Bairstow

! SEGUNDA DESCRIPCION DEL METODO DE BAIRSTOW
! Supone que N,ao,al,...,aN y Uys Vo son conocidos
: Uyr Vg S la aproximacién actual de la solucién
exacta
mientras (la aproximaci6én actual de la solucifn exacta
u, v no se considere suficientemente buena)
comienza
genera sucesibn {bi}
genera sucesifn {ci)
resuelve sistema de ecuaciones lineales
actualiza aproximacién,para u, v y considérala como
la actual
termina

fin.

Aunque podrfamos hacerlo, no presentamos de una vez la
versifn final de este pequefio procedimiento porque (Denning,
|1974{): "No es suficiente mostrar el producto final y espe-
rar que el lector perciba su estructura por inspeccifn o in-

cluso por profunda meditacifn. En su lugar, el lector debe



71

ser capaz de ver al menos parte del proceso mental del pro-
gramador, comenzando por la versién original (muy vaga) y
procediendo hacia el producto final a través de una secuen-
cia claramente presentada de transformaciones claras y refi-
naﬁientos“.

De hecho, lo finico que hemos hecho al pasar de la ver-
sién 1 a la 2, es indicar de qué manera se van a proporcio-
nar ciertos datos del problema, el polinomio pN(x) y el fac-
tor cuadrdtico inicial x2 - WgX < Vo asi como el.traducir
el Para n = 0,1,2,... (hasta obtener un resultado satisfac-
torio) en una proposicibn vdlida de pseudoc6digo.

Generar las sucesiones {bi} Y {ci) no presenta mayor
dificultad, pues se trata de ecuaciones en diferencias con
valores iniciales, que se pueden resolver explicitamente por
sustitucidn. 7

Para resolver el sistema de ecuaciones lineales simul-
‘tsneas resultante recomendamos, por tratarse de un sistema

de 2x 2, usar la regla de Cramer y que en este caso nos dice:

N-1 N-3 N-2 N-1
~by Cn-2 CN-1 ~by
6 = E =
CN-2 °N-3 CN-2 CN-3
CN-1 Cn-2 CN-1 ®N-2

Queremos mencionar gque en la expresién para € en el
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libro de Henrici hay un pequefio error. Esto nos muestra que
no debemos depositar una confianza ciega y absoluta en lo
que alguien publica. A este respecto queremos recomendar la
lectura de un breve artfculo por P.J. Davis (Davis, [1972]),
que discute la frecuencia de errores en publicaciones sobre
matemiticas.

Observamos que en la primera versibén del algoritmo de
Bairstow empleamos subindices para diferenciar las aproxima-
ciones sucesivas que se van obteniendo. En realidad esto no
es necesario, ya que una vez conocidos los valores de U1 Y
Vin+1 7O requerimos de los anteriores: un,vn,...,ul,vl,uo,vo.

El proceso de actualizar la aproximacién para u, v y
considerarla como la actual es inmediato.

Finalmente, y antes de presentar la siguiente versién
del procedimiento, s6lo queremos mencionar que para generar
las sucesiones {b;} vy {ci) no se tiene que obtener una
despu€s de la otra, sino que se pueden generar en paralelo

como lo hacemos a continuacién:

Versiébn 3.

Procedimiento Bairstow

! TERCERA DESCRIPCION DEL METODO DE BAIRSTOW

! Supone que N,ao,al,...,aN Y u,v son conocidos

! u,v es la aproximacién actual de la solucibn exacta
mientras (la aproximacién actual de la solucibn exacta

no se considere suficientemente buena)
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comienza

mientras (i < N) comienza

bi ~ay + ubi_l + vbi_2

c, b. + uc; + .
i ©°1 u i-1 Vc1-2,
i« 1+ 1

termina

det « Cy 5 ~ CyN-1"CN-3

8§ « (byrcy_ g - bN_l-cN_z)/det

(by-1%N-1

™
4

- bN-cN_z)/det
u<«u+ 3§

Vv « VvV + ¢
termina

fin.

AGn debemos limar varias asperezas. Por ejemplo, debemos
hacer mds operacional nuestro criterio de terminacién. Algu-

nas posibilidades que se presentan son:

terminar si a) max(]é8],|e]) < tol1
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o si b) mix(]8],]e|)/méx(|ul,|v]) < tol,

o si c¢) el nimero de iteraciones es mayor que
Nméx para cierto nfimero de iteraciones

Nméx dado

Aqui, toll Yy tol2 dados son tolerancias del error abso-
luto y relativo respectivamehte.

Ademds deseamos incluir ahora las estructuras de datos
sugeridas por el propio algoritmo.

El algoritmo, entonces, queda de la manera siguiente:

Versién 4.

Procedimjiento Bairstow (a,N,u,v,Nmsx,toll,tolz)

! CUARTA DESCRIPCION DEL METODO DE BAIRSTOW

: Declaraciones de. las estructuras de datos usadas

real a[0:N], b[-2:N], c[-2:N]
real u, v, toll, tolz, errorabs, errorrel, det, §, ¢

entero i, n, N N

max’

escribe "polinomio de grado", N, "con coeficientes",
(afi],i « 0,1,...,N)

n « 0

errorabs « 1.0

errorrel « 1,0

escribe "iteraci6n", " u ", * v ", "error abs",
"error rel", "tol error abs®, "tol error rel"

escribe n , u , v , errorabs, errorrel, toll, tol2
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mientras (n_f_Nm y errorabs > tol, y errorrel > tol,)

ax

comienza

b[-1] + c[-2] « c[~1] + 0.0

o
=
t
N
)
+

mientras (i < N) comienza
b[i] <« a[i] + u-b[i-1) + v-b[i-2]

c[i] « b[i} + u-cli~1} + v-cli-2]

iei+l
termina
det « c[N-2]}-c[N-2] - c[N~-1]-c[N-3]
8 + (b[N}-c[N-3] - b[N-1])-c[N-2])/det

+

€ {(b[N-1] -c[N-1] - b[N]-c[N-2])/det
u<+u+§ ‘
vVev+e
errorabs « méx(|§],]e|)
errorrel « errorabs/mix(|ul,]|v])
n<n+1
escribe n, u, v, errorabs, errorrel

termina

fin.

Invitamos al lector/a a que elaboren un programa en
pseudoc8digo, para encontrar el valor propio dominante de

una matriz simétrica A y un vector propio asociado de norma
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uno por el método de las potencias, cuyo algoritmo describi-
mos a continuacién (Burden et. al. [1978] y Hern&ndez [1983]):

Dado un vector i(o) # 02

2. Higase m = 1

3. Calcllese §(m) = Ai(m'l)

4. Si ?‘m) = 0, entonces 0 es un valor propio de A con
vector propio i(m-l), escb6jase otro vector §(°) y
regrésese al paso 1.

5. H&gase pm (i(m_l))t ?‘m)

6. Higase %™ =g gtm,

7. s1i u(m) es una aproximacibn suficientemente buena

del valor propio dominante buscado v&yase al paso 10.
8. Increméntese m en uno

9. Regrésese al paso 3.

(m)

10. El procedimiento ha conclufdo: u es una buena

aproximacién al valor propio dominante de A y i(“o

es un vector con Ii(m)lz = 1 gue aproxima al vector

propio asociado.
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CONCLUSIONES

En estas notas hemos examinado algunas técnicas que nos
conducen a obtener programas legibles. Existen otras y no
las hemos ignorado por completo, pero si hemos menospreciado
su importancia, a saber, podemos mencionar:

a) el uso de comentarios apropiados

b) la eleccibn de nombres adecuados para variables,

funciones, procedimientos, etc.

c) el estilo, la claridad y la creatividad del progra-

mador

d) la presentacibn del texto del programa (por ejemplo,

el uso de sangrado para exhibir la estructura del
programa) .

Tampoco nos hemos preocupado de la eficiencia de nues-
tros programas. La eficiencia tiene por objeto reducir .algfin
costo ya sea de espacio o de tiempo o de ambos. Pero esta es
una etapa necesariamente posterior a la de programacibn, ya
gue mientras un programa no funcioné, no importa cuan efi-
ciente sea.

También hemos descuidado otro aspecto de los programas
que es su tamafno: no es lo mismo elaborar un programa que
consta de veinte lineas que otro que consta de cien. Si em-
pleamos un tiémpo t para desarrollar el primer programa bien
podria ser que para elaborar el segundo no vamos a emplear

un tiempo de 5t, sino m&s bien un tiempo de 25t2!
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Finalmente, esperamos que el lector/la lectora ya no
tenga la idea muy equivocada de que la programacibn estruc-
turada es un proceso de escribir programas de los cuales pos-
teriormente se eliminan todas las ocurrencias de la proposi-
cién GO TO. Al‘contrario, las metas de la programacidn es-
tructurada consisten en diseflar métodos ordenados y eficien-
tes para desarrollar programas legibles y correctos, asi como
dé identificar y explicar herramientas y técnicas para resol-
ver problemas de programacibn y de como pensar claramente al
programar (Gries, ﬁ978]).

Concluimos con la tesis de Benjamin Lee Whorf (Gries,
ﬁ978]) basada en sus estudios sobre las lenguas europeas y
las indigenas americanas, pero que se aplica de igual manera

a los lenguajes de programacibn

"El lenguaje modela al pensamiento y a la cultura de quienes

lo usan".
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APROXIMACION DE FUNCIONES MEDIANTE MAQUINAS DIGITALES:

EL ALGORITMO CORDIC

*
Carlos Velarde

Resumen

En este trabajo se presenta una de las formas utiliza-
das por las miquinas digitales para aproximar funciones ele-
mentales, incluyendo sen, cos, arctan, senh, cosh, arctanh,
exp, 1n, multiplicacién y divisidn.

El algoritmo de aproximacibn es com@in para todas estan
funciones, y de tal sencillez que se han construido circui-
tos electrénicos ("hardware") para &l, optimizando asi el
tiempo de evaluacibén. Estos cifcuitos son usados en algunas
calculadoras de bolsillo y en procesadores de punto flotan-
te [1,3]. En la primera parte se describe el algoritmo y se
exponen sus fundamentos matemiticos. En la segunda seccibn

damos una comparacién del algotimo con el método de Euler.

1. El Algoritmo

La clave del algoritmo consiste en la aplicacién reite-

rada de las f6rmulas

* Centro de Investigacién en Matemdticas (CIMAT), Apdo. Pos-
tal 402, Guanajuate, Gto. C.P. 46000 e Instituto de Inves-
tigacifén en Matem&ticas Aplicadas y en Sistemas (UNAM) ,
¢d. Universitaria, C.P. 04510, Mé&xico, D.F.
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Xepl = X TmEyy2
(1) Yesr = Yi * 5kxk2' 8 = 1

k+l1 = %k

a partir de valores iniciales para m (1,0 6 -1), Xgr Yoo
Zys usando una lista de constantes EgrEpsreer€pr ¥ escogien=-
do ék mediante la simple comparacién de Yy © -z, con 0.

Observando que en notacién binaria la multiplicacidn
por Z-k se puede realizar mediante un corrimiento del punto
binario, nos damos cuenta que la evaluacién de las férmulas
anteriores sblo requiere de las operaciones suma, resta,
corrimiento, cambio de signo, comparaciones sencillas y ac-
ceso a cada constante € Para gstas operaciones no es diff{-
cil diseflar circuitos que las realicen electrdnicamente, y
con éstos se han fabricado micfoprocesadores especiales para
aritmética de punto flotante [l].

Veamos ahora una justificacifn matemtica del algoritmo.
Pararello conviene tener presente que las mfquinas digitales,
al evaluar una funcibén numérica f en un nmero t, en muchas
ocasiones lo que calculas es una proximacién fM(tM) del nfime-
ro deseado f(t) (Figura 1). Esto es inevitable por la sen-
cilla razén de que el conjunto de nfimeros representables- en
una mdquina es finito, y t o £(t) pueden no pertenecer a
&1,

En los términos anteriores, el algoritmo CORDIC constru-

Ye una aproximacién tM' garantizando que el error a es menor
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que €., a la vez que genera el nfimero fM(tM), con todas sus
cifras significativas iguales a las de f(tM). (La diferencia
entre este Gltimo valor y f(t) depende de la funcidn f que

se aproxime: sen, cos, arctan, senh, etc.).
—-\

fM(tM) i (t)

A\
t, t

Figura 1. Evaluacién de funciones en una miquina. t y f(t) son aproxi-
mados por los niimeros de maquina tM y fM(tM), respectivamente.

En la figura 2 se ilustra la forma en gue se construye tM'

nGmero que de aqui en adelante denotaremos por ty usando

+1

para ello una lista decreciente de constantes positivas

EgrEqeener€ s

€ 0
.—-—L’ co Cl
— ‘n y
0 £,
y - 3 el Y
v v v L4
tO the

lt
‘qk_'q<gn

Pigura 2. Aproximacidn de t mediante toe filtimo nlmero de la lista
generada por la férmula tk+1 = tk + erk’ con to =0 vy

<Sk =1si t <t ono, respectivamente.



Lo interesante es que, escogiendo bien los segmentos,
de esta manera es posible acercarse a una distancia menor o
igual que e, a cualquier punto t del intervalo de radio

£, +E

+ ... +en (Figura 3).

0 1
€ € €
0 1 n
- - - - > s
n 1 0 N
et ot o -4
yd ) D
~ M 6 e .te,+ +2¢
.-E_*_bf.‘-b 0 17 n
" 1 no
%

Figura 3. Intervalo de aproximacién.

Veamos ahora una forma de escoger los segmentos, es de-
cir, busquemos condiciones suficientes para lograr aproximar
t con precisidn €ne

Para empezar, notemos que no cualquier lista de cons-
tantes EqrEyreses€y permite acercarse a cualquier punto
del intervalo. En efecto si, tentados por la idea de acer-
carnos en pocos pasos, tomamos una lista que decrezca "répi-
do", nos podemos "quedar cortos"; por ejemplo para un punto
como el denotado por t en la Figura 4.

Para evitar este problema la misma figura nos sugiere

que, una vez dado el paso €g7 las constantes restantes deben

ser tales que su suma difiera de €g ho més de €, ©8 decir,

€9 -Z?=1ej < €,7 Y para no quedar cortos después del paso
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.n

e, se debe cumplir que €4 -2j=2ejs ey asi sucesivamen-
te para cada una de las constantes € e En resumen, Se nos
ocurre que cada una de las constantes SR En resumen, se
nos ocurre que cada constante s ademds de formar parte

de una lista decreciente (eo 2 €y 2 €y Z2eee 2 € > (), debe

cumplir la condicibn siguiente:
(2) g S 1 e kel

No es diffcil demostrar, por induccibén sobre k, que
esto es suficiente para lograr la aproximacién deseada:

|t —t| sen. En [2] se puede consultar una prueba.

n+l
Pasemos a considerar la forma en que se aproximan las
funciones elementales; trataremos en detalle el caso de la-
funciones coseno y seno. En lo que sigue, pensemos en t
como un &ngulo en el plano cartesiano, y que uno de sus lados
se mueve hacia el otro mediante giros de magnitudes
€grEyrecerEpy (Figura 6).
Ahora recordemos las férmulas que dan las coordenadas

(X,¥) . del punto que se obtiene de (x,y) mediante una ro-

tacién 6:

L3
]

‘X cos® - ysend

x senf + ycosb .

L]
]
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- Lo 4
e A €
— ' 0 e
- “—.'51
" € .
n - e
0 t tn+1

Figura 4. Si la lista EgrEqrecc sy decrece "muy rédpido
algunos puntos no pueden ser aproximados por
to+1 @ una distancia menor que €n°

[ — tk 4
— A —+—
€ €_ by
k+1 LC,
)
e, +e
j=k+1 J
Figura $
b4
t
X

Figura 6. Aproximaci6én del &ngulo t mediante tn+1’ con
to =0 vy tk+1 = tk-+6kck, 5k = %] si tk <t
o no, respectivamente.
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Si se aplican estas f6rmulas al punto (:-(k,)-/k), con 8=4¢ ,

se obtiene el punto (§k+1'§k+1) (ver Figura 7), en que

X ., =X

K+l Kk cos(é;kek) =Y sen(éksk)

Yisr = X sen(ékek) +y, cos(ékek)

Notando que Gk = 1 vy factorizando cos €y s estas

ecuaciones se pueden escribir en la forma

Xppq = COS £ (xk - kak tan ek)

Yi41 = COS ek(yk+ 8% tan ek)

Escogiendo cada constante € igual a arctan 2-k

obtenemos:

k

Xp4q = COS g (xk - kakz )

- - - .k
Ye41 = ©O8 g lyy + 6% 2 )

Por otro lado, la igualdad para el &ngulo,

1 si tk_<_t
t =t , +8, e, 6, =
k+1 k k"k k -1 sitk>t

se puede cambiar por la igualdad equivalente
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lsiz 20
8 = k

Zpsr = B T OpEpr 8y

-1 si zk<0

con el valor inicial zy = t en lugar del valor inicial
to = 0. Esta igualdad es preferible porque en las miquinas
electrénicas resulta més simple realizar —para determinar

6k ~ la comparacién de z, con 0 que la comparacibn de t

k
con t.
Reunamos las (ltimas igualdades para x, y y 23
x = cos €, (x -G_Z-k)
k+1 k ¥k T %x¥k
- - - -k 1 si zkzo
(3) Yyep = €OS g (yk+ kakZ ) Gk = )
) -1 si zk<0
Zee1 = %k " Skk

Estas ecuaciones se parecen a las del algoritmo CORDIC
(este nombre es una abreviatura, en inglés, de Computadora
Digital para Rotacibn de Coordenadas), la Gnica diferencia
esti en el coeficiente cos €pr comGn a las dos primeras
férrmulas. Geomé&tricamente hablando, esto quiere decir que
las férmulas del algoritmo CORDIC, ademds de aplicar el giro
a un punto (x,y), (Figura 8a) lo alejan del origen al no
multiplicar por cos € Dg aqui que, si aplicamos reitera-
damente las férmulas con el mismo punto inicial (xo,yo),al

final obtendremos puntos relacionados asi:
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xn+1

]

Kxn+1

Yner = ®pe1

en que K = []? 1 cos ej. Observemos ahora que si el algo-
JH

ritmo CORDIC se aplica con valores iniciales Xy = K e
Yo = 0, (xn+1,yn+1) ser8 igual al punto que se obtiene de
(1,0) mediante la rotacidn pura; pero entonces la distan-
cia del punto final al origen serd igual a 1, por lo que
= cos(t

X = sen(tn+1), obteniéndose asi la

n+l n+1) Y Ynn
aproximaci6én buscada (Figura 8b).
Quedb pendiente la prueba de que las constantes

€, = arctan 2_k constituyen una lista decreciente que sa-

k
tisface la condicién (2). De que forman una lista decre-
ciente esdfécil convencernos al observar que la funcién
arctan es creciente (Figura 9a). Y para probar que cumplen
con (2), vié el teorema del valor medio primero comparamos
la pendiente de la recta secante AB - (Figura 9b) con la

pendiente de la recta tangente en el punto A, obteniendo

la desigualdad

857 %441 1
L - .
2 (3+1) 1+22(J+1)

de donde

2j+1

< R e e e—
22 (3+1) .,

{(4.1) Ej = ej-}._‘]_



(x cos 8 -ysen 6,x sen 6 +y cos 0

1 Yiee)?

(x,y)

(a) Figura 7. Rotacién (b)

(a) (b)

CORDIC - 1 rotacién
CORQIC

(x,y) tn+l

K,0) (1,0
Figura 8. Comparacién del algoritmo CORDIC con la rotacidn.

1

arctan (arctan w)' = Tz
s
A Cj
A ‘3 €441
tj"’l
270 ) o (D 243
(a) ‘ ®)

Figura 9
Similarmente, comparando la inclinacifn de la recta

OB con la inclinacién de la tangente en el punto B, se ob-

tiene la desigualdad
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€

—d 1

9 < -
273 142783
equivalente a
(4.2) < 23
. € .
s BT 5 I

Aplicando las desigualdades (4.1) y (4.2) justificamos

las sigquientes:

nfl n-1 2J+1
E, - €E_ = (e € ) < —ﬂ—F—T
k n j= 3 j+1 j=k 1+2 j+1
o2}
= - < €
j=k+1 1423 g=k+1

de._donde se deduce que

n
€, < =£ €y +e€

K= jek41

En cuanto al tamafio del intervalo de aproximacién, es
faﬁil comprobar que Eg=0 ej = 1,618 >1/2, lo que garantiza
que los nfimeros t de valor absoluto menor que II/2 pueden
ser aproximados con precisién ¢ , para n>3.

Para aproximar valores de la funcifén arctan mediénte
(1), se procede en una forma ligeramente distinta a la ante-

rior. En este caso se dan valores iniciales a x e y que

correspondan al &ngulo que se busca (Figura 10a); z se ini-
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cia con zy = 0, y cada 6k se escoge con el criterio de

que los valores de y se acerquen a 0:

1 si yk> 4]

-1 si Yy < 0

De esta manera el rayo que va del origen al punto
(xo,yo) "barrer&" el &ngulo buscado, Yy la aproximacién a
&ste se obtendrs en z,4+1 (Figura 10b).

Las fb6rmulas CORDIC con m = 1 permiten aproximar
cosh, senh, exp, tanh-l, ln y ¥, dando los valores inicia-
les Xgr Yoo 2z, en forma apropiada y eligiendo cada Gk
en alguna de las dos formas expuestas. Una demostracién de
que las fSrmulas son correctas se basa en las ecuaciones
para senh y cosh similares a las aqui dadas para sen Y cos.
Se presenta un ligero problema con las constantes
€, = arctanh 2-k,pues no cumplen la condicidn (2), pero la
dificultad se resuelve repitiéndolas para los fndices 4,
13, 40, 121,...,k,3k+1,... [3], determinando asf una nueva
lista de constantes €,r bara utilizarse en las férmulas.

El caso més simple, con m = 0 Yy € = 2;k, permite
multiplicar y dividir dos nGmeros dados. Asf{, notando que
el valor de x permanece igual a Xge podemos simplificar

(1):

-k
Yee1 = Yi ¥ 6%(2
_ - -k
Zg+1 = 2~ 82
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(xo,yo) (xo.yo)

7 ( )

*o+1°Yntl

(a) (b)
Figura 10. (a) Para aproximar arctan w se escogen Xq e Yo tales que
yO/x0 = w, (b) Cada ék se escoge para que y .. =

n

-k o
= yk-+6 %, 2 = ge acerque a 0, al final‘zn+l = zj=06kek

k'k
aproxima arctan(yolxo)

—\

(x(t),y(t)

X

Y

D

Figura 11. Gréfica de las soluciones en el plano x-y.

@
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De aqui es fécil ver que, con valores iniciales Xq

Y 25, con y, = 0, y en el modo que fuerza 2 hacia 0,
Ynel T %o

n .
= - s
241 =2 Z 5j2 =0,

y eﬁtonces Yns1 = %¥%g° Un argumento parecido permite de-
mostrar que, con valores iniciales Xy © Yo, con z, =0
y forzando y hacia 0, se obtiene Z01 =y0/x0.

En [3] se puede encontrar una demostracifn elegante

—el mismo argumento para los tres casos m = -1,0,1 - de

que el algoritmo CORDIC es correcto.

2. Una Comparacién del Algoritmo CORDIC con el MEtodo de

Euler

La comapracifén presentada a continuacién fue sugerida
por el Dr. Luis Verde Star. Desde el terrenoc de las ecua-
ciones diferenciales, el algoritmo CORDIC se puede ver como

sigue. Consideremos la ecuacién diferencial
(5) y"+my = 0

que podemos plantear equivalentemente en forma de sistema:
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Tratemos el caso en que m = 1, con condiciones inicia-

les

x(0) = 1, y(0) =0

Sabemos que x = cost y y = sent son las soluciones
a este problema, y que las f6érmulas para aproximarlas me-
diante el mé&todo de Euler, con paso variable hk' son las

siguientes:

Xppr = X T Yihy
Yee1 = Yk T ¥Ry

k+1

con valores iniciales Xy = 1l e Yg = 0.
Como vimos en la seccién anterior, el algoritmo CORDIC
aproxima estas mismas funciones mediante la aplicacif6n de

las férmulas

Xpp1 = ¥ " O¥y tam ey
Y41 = yk+5kxk tan €k

k+1 = Pkt Skex
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con valores iniciales X = K= r]?=0 cos Ej e y, =0
(eligiendo ék segin se explicd y con €, = arctan 2-k).
Comparando los iltimos dos juegos de fSrmulas, pode-
mos pensar el algoritmo CORDIC como un método de Euler con
paso variable hk = ékek' y dos ajustes: uno en el valor
inicial X9 ¥ otro en el incremento de las variables x
e Yy, logrado este Gltimo al sustituir Gksk por tan(dkek)
en las dos primeras f6rmulas.
Veamos ahora una interpretacibén geométrica. Recorde-
mos que la solucidn general de (5) se puede expresar asf:

x{t) = ¢, cos t -c2 sen t

y(t) ¢, sen t+c, cos t

2

y la solucibén al problema con valores iniciales x(0)==x0

e y(0) = Yg est& dada por

|

x(t) X, cos t-yo sen t

y(t) X, sen t+y, cos t
0 0

Eliminando el par@metro t, obtenemos la sigquiente

relacién entre x(t) e y(t):
x(t:)2+y(1:)2 = xg+y(2),

que graficada en el espacio de fase corresponde a la cir-



97

cunferencia con centro en el origen y que pasa por el punto
(xo,yo), como se muestra en la Figura 11.
En forma vectorial, con W = (x,y), la f6rmula del mé-

todo de Euler se puede escribir asfi:
(6) W1 = wk'+hkwi

Para el algoritmo CORDIC la ecuacibn correspondiente
es:
(7 W o= W+ 6 2 Ky

k+1 k" k k

Como wk es tangente en el punto Wk a la curva so-
lucidn, la férmula anterior nos permite precisar geométri-
camente la forma en que se genera el punto wk+1 a partir
del phnto W, : avanzar lo indicado por el vector tangente
sz-kwi’ En la Figura 12a ilustramos esto para el caso en
que se parte del punto (K,0), y que, como vimos antes, ge-
nera al punto wk+1 = (xk+l'yk+1)' aproximacién de (cos t,
sen t). La Figura 12b es la correspondiente a la aproxima-
cién de arctan (yo/xo).

Procediendo en forma anfloga a la anterior, para el

caso m = -1 las soluciones particulares resultan ser

x(t)

y(t)

X cosh t-ryo senh t

xg senh t-fyo cosh t
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Figura 12

En el espacio fase las curvas solucibn son las hipér-

bolas

x(t)z-y(t)z = xg - yg

El parfmetro t se puede interpretar geométricamente
en la forma siguiente. Usando la férmula que del teorema
de Green se deduce para calcular el &rea de la regién mos-

trada en la Figura 13,

1 1 2 2
A= -fjcxdy-ydx = f[xo—yo]t
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(x(t),y(t),

*6 Yo

N
(xo.yo). t =0

Figura 13

Las f8rmulas correspondientes a (6) y (7) resultan ser
las mismas, con la aclaracibn hecha con anterioridad acerca
de la doble evaluacidén péra la lista de constantes g, ,:

En la Figura 14a se ilustra la manera de aproximar
cosh(t), a partir de los valores iniciales Xg = K' e
Yo = 0, éiguiendo el camino marcado por los vectores tangen-

tes a las curvas solucién.

3. Conclusiones

Se ha presentado el algoritmo CORDIC para calcular al-
gunas funciones elementales de gran interés en forma unifi-

cada. Dicho algoritmo fue ya presentado en [3], donde se
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(cosht, sent)

- 1‘ LI

Figura 14

prueba su convergencia utilizando técnicas de variable com-
pPleja. Aqui hemos procurado dar una demostracién simplifi-
cada del mismo hecho, que no requiere sino herramientas
elementales. Por otro lado, con &nimo de clarificar las mo-
tivaciones subyacentes al algoritmo, hemos inclufdo una
comparacidén de &ste con el que resulta de aplicar el método

de Euler a la solucibn de una ecuacibn diferencial idonea.
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TECNICAS PARA EL MANEJO DE MATRICES RALAS*

virginia Abrin Batule**

Resumen

Sea A = (aij) una matriz simétrica y definida positiva-
mente. El ancho de banda B de A se define como:

’

g = max |i-j|: ayy £0.

Si la matriz tiene ancho de banda pequefio el problema de re-
solver un sistema de ecuaciones Ax = b se simplifica consi-
derablemente. '

En este trabajo se presentan dos algoritmos: uno para
reducir el ancho de banda de una matriz, pot medio de inter-
cambios simétricos de renglones y columnas (E. Cuthill y
J. McKee) y el otro para reducir el llenado de una matriz

(J. Ross), al aplicar eliminacién gaussiana.

Introduccibn

Sea Ax = b un sistema de ecuaciones, en donde A es una

matriz simétrica, definida positivamente y rala; e.d. A con-

* Agradezco a Eduardo Rivera y.a Diego Bricio Hern&ndez
las sugerencias y comentarios al presente trabajo.
** Departamento de Matemdticas, Facultad de Ciencias, UNAM.
Departamento de Matemdticas de C.B.I, UAM Iztapalapa.
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tiene una gran cantidad de elementos iguales a cero.

Aplicar el método de Cholesky para resolver Ax = b [7],
consiste en factorizar A en A = LLT, donde L es una matriz
triangular inferior con elementos mayores que cero en la

diagonal.

Resolver el sistema Ax

los sistemas Ly = b y LTx =y que son ficiles de resolver,

b, es equivalente a resolver

por iteracifén directa e inversa respectivamente [7]. Es cla-
ro que estos sistemas son m&s sencillos si la parte bajo la
diagonal principal de la mattiz L contiene un gran nfimero de
elementos iguales a cero.

Desafortunadamente, el hecho de que la matriz A sea
rala no garantiza que existan muchos elementos iguales a
cero en la matriz F = L-+LT.

Considérese el ejemplo siguiente.

Sea Ao como se describe:

[x x x x x]
X x
A = X X
0
X X
-x x—

donde x denota un elemento distinto de cero. N6tese que Ao
es rala. Sin embargo, un cdlculo sencillo muestra que el

factor L0 de Cholesky de la matriz Ao tiene la forma
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[ ]
X X
L0 = X X X
x @ ® x
Lx @ @ @ x |

donde @ denota un elemento que puede ser distinto de cero.
El fenbmeno observado se conoce como £Lenado (Véase la Sec-
ci6én IV).

De esta forma se ve que la ventaja de tener una gran
cantidad de ceros en la matriz A, s6lo simplifica el proce-
dimiento para encontrar el factor L de Cholesky y gque no ne-
cesariamente reduce la complejidad de los sistemas Ly = b y
LTx = y. Sin embargo, en ocasiones se puede‘encontrar uh
sistema Ax = b, equivalente al sistema Ax = b, de tal manera
que al factorizar A como A = iiT, la matriz L tenga a lo mis
tantos elementos distintos de cero como la parte inferior de

a [2]. Por lo pronto, observemos que para reordenar las ecua-

ciones, basta premultiplicar ambos miembros del sistema
Ax = Db
por una matriz P de permutaciones, obteniendo
PAx = Pb.

A su vez, reordenar x con la misma permutacién equivalente a

reemplazarlo por Px. Dado que
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ppT = pTp = 1

es posible reescribir el sistema reordenado en la forma de
T =
(PAP”) (Px) = Pb.

Asf pues, una vez encontrado un ordenamiento P adecuado,
se permutan los elementos de b y las hileras de A segGn P,
se reordenan las:columnas de A seg(n PT y se resuelve el

sistema resultante, que ser§
Ax = b,
en donde
A= pAPT,_ b = Pb.

La solucifn x del sistema original, se obtiene entonces
permutando las componentes de X segfin Pl
Sea Agx = b0 como en el ejemplo anterior y considérese

la matriz de permutaciones.

De lo anterior se tiene que resolver el sistema

Agx = b, es equivalente a resolver KOE = by, x = Px, donde
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(x X ]
X X
A, =pPA.PT = | x
0 0 X X X X
X X
L x xu

La factorizacién de Cholesky de RO tiene como primer

factor a

C x 7
X
L0 = X X X
X X
L X @® X

segfin se comprueba ficilmente.
Claramente, el nfimero de elementos de LO iguales a cero

puede ser mayor que el de LO' por lo gque resolver Loy = PbO

TPxo = y posiblemente sea mis simple que resolver L0y==b

X =Y.

y Ly
T
Yy L,
Para describir 1a propiedad de la matriz A que garantice
la raleza de la parte inferior del factor L de A se introdu-

cen algunos conceptos.

Definicidén. E1l ancho de banda de una matriz A = (aij)

es - (A) = max{li-j[:aij # 0},
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En el ejemplo, AO y L0 tienen ancho de banda 4, mientras
que 30 y ZO tienen ancho de banda igual a dos.

En general se tiene lo siguiente:

Proposicifén 1. Sean A una matriz simétrica y definida

positivamente, y L tal que A = LLT. Entonces B(L) = B(A).

Demostracién. El resultado es claro al aplicar elimina-
cibén gaussiana a la matriz A para obtener LT.

Para una demostracién amplia ver A. George [3].

Asi pues, si existe una matriz P de permutaciones tal
que 5(PAPT) < 8(A) entonces B(L) < B(L), donde PAPT = LT y
A= LLT. Dado gue el nimero de elementos iguales a cero
puede ser considerablemente mayor en L que en L, se facilita
asf la solucibn del sistema Ax = b resolviendo el sistema
equivalente (PAPT)Px = Pb.

Para encontrar una matriz de permutaciones P adecuada
que reduzca el ancho de banda de la matriz A, se dispone de
técnicas basadas en la teorfa de gr&ficas que son de gran

utilidad [1].

II. Graficas y Matrices [6],

Una gadf{ica consta de dos conjuntos V y A y una funcién
¢. Si se denota por G a una grdfica, V(G) es el conjunto de
vértices de la gréfica, que es no vacfo; A(G) es el conjunto

de andistas de G y ¢G es la fuancibn que a cada arista le aso-
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V(G)

cia sus extremos; e.d. @G:A(G) + 2 , con ¢G(a) un subcon-

junto no vacfo de V(G) que tiene a lo mds dos elementos.

Ejemplo.

v(G)

{vl,vz,v3,v4,v5}
A(G) = (al,az.a3.a4.a5]

¢(G)sa(g) » 2V (6

¢(a,) = {"1"’2}' ¢ (a,)
b (ay)

{vz,v3}, ¢(a3)‘= {vl,v3},

{v3,v4], ¢ (ag) {va,vs}.

Dos aristas son {ncidentes si tienén un extremo en
comﬁﬁ. Dos vértices son adyacentes, si existe alguna arista
que los una.

El grado de un vértice v es el nfimero de aristas que lo
tienen como extremo. Se denota por gr(v).

Una tirayectoria en una gréfica es una sucesién‘alterna-
da de vértices y aristas, de tal manera que ningin vértice

se repite y por lo tanto ninguna arista.
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Una gr&fica G es conexa si para todo par de vértices

existe una trayectoria que los une.

Ejemplos. Sea H la grédfica:

En la gr&fica H, Yla1v2a2v3a3v4a4v5 es una trayectoria.

Las aristas a; v a, son incidentes en Vor los vértices
V4 Y Vv, son adyacentes. Adem&s, gr(vz) = gr(vs) =4 y
gr(v4) = gr(v3) = 3.

La gréfica formada por {vi,v,/V3/V,,vg} v {a;,a5/a5,
...,aa} es conexa, mientras que la grifica formada por
{vl,vz,...,vs,vs,v7} y {al,az,...,as,ag} no lo es.

Las grdficas que se utilizaré&n en el presente trabajo
ser8n conexas. De hecho, no hay ninguna pérdida de generali-
dad si la gr&fica no es conexa, pues en este Gltimo caso los
resultados se pueden aplicar en cada una de las componentes

de la grafica.

Sea G una grdfica con n vértices, V(G) = {vl,vz,...,vn}.
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Una funcién f:V(v) + {1,2,...,n} se llama una numenracifn de
G, si f es biyectiva.
Para cada numeracién f de G se define Bf(G) como el

ancho de banda de G refativa a £, en donde
Be(G) = max{|£(v,) -f(vj)lz{vi,vj}€.¢G(A(G)) .

Ejemplo. Sea G la-gréfica

Calculando todas las posibles numeraciones de G tenemos en

total 24 y est&n dadas por:
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Definimos el ancho de banda de G, B(G) como:

B(G) = min Bf(G)
feN

En el ejmplo anterior, B8(G) = 2 y las numeraciones fl,

£ £ £ £ £ £,0 Y £5 son Sptimas.

7’ T11’ “12' “18f
En general, si lo que se desea es reducir el ancho de

27

banda af(G) de G, se dir& de una numeracién f£* que es

6ptima si
Bf*(G) = B(G).

Pero ¢para qué interesa reducir la banda de una gréfica?
Resulta que a cada matriz simétrica A = (aij) de orden n po-
demos asociarle una grifica GA con n vértices VitVoresesVps

en donde {vi,vj} es una arista de G si y solo si aij # 0.

Ejemglo.
Vv V.
X X X 1 2
X X X X AO
A = G :
0
X X X X
Va V3

Claramente B(3) BI(GA) donde I es la numeracibn de

GA dada por I(vi) =i, coni=12,...,n.
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Teorema. Sea A una matriz simétrica y c* 1a gréfica
correspondiente. Para cada numeracién f de GA, la matriz de

permutaciones Pf = (Pij) dada por:

1l sl f(vj) =1

pij
0 si f(vj) # 1

es tal que §(P.APY) = B, (Gh).

El resultado es claro, pues la manera de definir Pf
hace'que la permutacién de renglones y columnas de A sea la
misma permutacién de los vértices de c* definida por la nu-
meracién f. ‘

. Asi pues, si queremos encontrar una matriz P de permu-
taciones tal gque B(PAPT)< B(A) basta con encontrar una nu-

meracibén f de GA

tal que Bf(GA)< BI(GA). He aquf el origen
de nuestro interés pPor encontrar renumeraciones de los vér-
tices de una gr&fica que reduzcan su ancho de banda.

Por cierto, es claro que no es necesario éue A sea si-
métrica para asociarle una gr4fica de la manera indicadé:
basta que su sombra lo sea, donde por Aoﬁbad entendemos la
localizacidén de sus elementos distintos de cero. Sin embargo,
el caso de A simétrica es de gran interés pr&ctico [4].

"En la préctica no es frecuente que pueda lograrse una

numeracifn 6ptima, pero si es factible dar renumeraciones

subbptimas y efectivas. Una manera de encontrarlas es utili-
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zando el algoritmo de E. Cuthill y J. McKee, que no por ser
heuristico deja de ser una herramienta poderosa para encon-
trar renumeraciones buenas y de aquf reducir el ancho de
banda. Existen algunos otros algoritmos como los que presen-
tan Norman E. Gibbs, William G. Poole, Jr. y Paul K.
Stockemeyer en [5] gue, por apoyarse en el algoritmo de

E. Cuthill y J. McKee y conceptos de la teorfa de las gr&fi-
cas, son mas'eficaces para encontrar renumeraciones.

III. Algoritmo de E. Cuthill Y J. McKee

En esta seccibn se dar& una descripcibn de este algo-
ritmo, que junto con un ejemplo ilustrard el funcionamiento
de éste. Para esto es importante introducir el concepto de

estructura de nivel de una grédfica.

Definicifn. Una estructura de nivef L(G) de una gréfica
G, es una particién Vl,Vz,...,Vn de V(G) que satisface:
a) Los vértices de V1 son adyacentes a los de v, y/o a

los de Vz. ,

b) Para 1<i<n los vértices de V; son adyacentes a los

7 de Vi y/o Vi y/o Vier®

c) 8i i = n, los vértices de Vi son adyacentes a los de
Va y/o Vo-1°

A cada vértice ve V(G) le corresponde una estructura de

nivel Lv(G) llamada la estructuna de nivel cimentada en el

vértice v. Los niveles estén determinados por:
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a) v, = {vl}

b) Para i >1, Vi es el conjunto de todos los vértices
adyacentes a los del nivel Vi-l que no han sido co-
locados en ningfin otro nivel.

Para cualquier estructura de nivel L(G), cimentada o no,

W (L) = vy

;| se llama la anchura def nivef i, en donde |V |

es el nfimero de elementos del conjunto V. La anchura -de La
estructura de nivel L(G) se define como W(L) = max{wiz

i=1,...,n}.

Descripcién del Algoritmo

Supongamos que la gr&fica es conexa, pues de otra forma
el algoritmo se puede aplicar a cada una de las componentes
de la gré&fica.

A) Generar la estructura de nivel en cada vértice v cuyo
grado, gr(v) Sméx{min{(grmax-+grm1n)/2, grpromedio_l'
grmin}' Aqui, grado miximo significa el grado més
grande en la gr&fica; grado minimo el menor grado y
grado promedio el promedio de los grados de los vér-
tices de la gréafica.

B) Para cada estructura de nivel de anchuré minima gene-
rada en A, numerar la gréfica nivel por nivel, con
enteros consecutivos y de la siguiente manera:

1. Al vértice en donde se cimentd la estructura de nivel
asignarle el nfimero 1. Si éste no se encuentra en la

primera componente de la grifica, asignarle el menor
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entero positivo que no haya sido asignado.

2. Para los niveles sucesivos empezando por el nivel 2,
numerar los vértices adyacentes al vértice 1, en
orden creciente de los grados. Los empates se puedenv
romper de manera arbitraria. Los vértices restantes
adyacentes al vértice numerado con el entero positivo
menor del nivel anterior, se numeran después en or-
den creciente de los grados. Se continfia con este
procedimiento con todos los vértices del nivel
corriente hésta que todos estén numerados; se procede
luego a numerar los del nivel siguiente. Cuando
todos los vértices han sido numerados, el proceso
termina.

3. Para cada numeracién f producida. en B.2 calcular el

_ancho de banda Bf(G) dorrespondiente. Seleccionar

la numeracién que produce el ancho de banda minimo.

Ejemplo [5]. Sean A una matriz simétrica definida posi-
tivamente de 24 x 24 (Figura 3.1) y G la gréfica asociada.a
A (Figura 3.2). ‘

los vértices de grado bajo son: el 9, 17, 23 y 24. Por
simetrfa de la gr&fica basta considerar la estructura de ni-
vel cimentada en 9 y &sta se genera segin el paso A (Figura
3.3). Una nueva numeracibn se obtiene aplicando el paso B
(Figura 3.4) y el cdlculo de la banda de la gr&fica seglin la

numeracidén f es Bf(G) = 7 (paso C); la nueva matriz se nmues-
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Figura 3.5

La matriz que . se obtiene
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tra en la Figura 3.5.

IV. Un algoritmo para reducir el llenado de una matriz

Sea A una matriz sim8trica, definida positivamente y
rala. Si L es el factor de Cholesky de A y L+LT =F, el
L2enado de A es el nGmero de elementos en F distintos de cero
que'se localizan en posiciones que en A contenian sblo ceros.

En esta Gltima secéién se hard una descripcién de l&
relacibn que existe entre gr&ficas, matrices y la elimina-
cién gaussiana. Describiremos también como este proceso nos
lleva a construir una sucesibfn de gré&ficas G0==GA,G1,...,Gn
a partir de GA, en donde Gi,'se origina en el paso i de la

eliminacién en la matriz, fijando como pivote a; - Aqui,

G, = (Vi,Ai) se obtiene quitando a Gi

i el vértice v, junto

-1
cbn las aristas que lo tienen como extremo y afadiendo las
aristas que se forman durante la factorizacifn. Esta suce-
sibén de gr&ficas y matrices nos lleva a la construccién de
la matriz F y la gréfica GF, en donde se puede ver el llena-
do de la matriz A y su gr&fica correspondiente. Por Gltimo,

se da un algoritmo [4] llamado de deficiencia minima, el

cual permite reducir el llenado de A.

Ejemplo. Consideremos una matriz rala, simétrica y de-
2]emp.o .
finida positivamente Ao y la gréfica Gy correspondiente (Fi-

gura 4.1).

La matriz Al y la gréfica Gl se obtienen de Ao Yy G0 res-
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pectivamente, tomando a,; como pivote para hacer ceros a los
elementos de la forma ajq (1=2,3,4,5 (Figura 4.2). La Figura
4.3 muestra la matriz A2 y gréafica G2 que se obtienen de Al

Yy G1 respectivamente, tomando como pivote asos haciendo ceros

los elementos a (i=3,...,5). En el tercer paso considera-

12
mos a a;4 como pivote, se hacen ceros a los elementos de la
forma a;4 (i=4,5) y se obtienen la matriz A3 y la gréfica
Gq (Figura 4.3). El resto del proceso se puede ver en las
Figs. 4.4 y 4.5. Una vez obtenidas AO,Al,,..,A4 y GoGl...G4
construimos la matriz F = L+I.T y la gréfica GF; que por ser
A simétrica y definida positivamente podemos calcular L, el
factor de Cholesky y resulta que la matriz del llenado de A

es precisamente F (Figura 4.6).

F X X . X . v
X X . . X
A \'/
= 0 = 2
AO . « X X X G = G0 V3
X . X X x
L. X x x x|
Vs Va
Figura 4.1
fx x . x .|
. X . Q@ x V3 v2
Al = « X X X G1’
. ® x x x
L . x x x x| Vg A

Figura 4.2
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® denotan los elementos que pueden ser distintos de

cero y que se originan durante la eliminacién.

(% . X o« X o]
v
. X . @ x 3
A, = . . X X X
2 .
G2'
. . X x X
v,
5
L + + X X X | vy
Figura 4.3
FX X . X .
. X . @ x
= . . : [ e ——— ¢ )
A, X X X Gy ° )
5 4
e . . X X
| - - - X x|
Figura 4.4
Cx X « X ]
. X . ® x
A, = . . %X X X [}
4 G4. v
5
« « +« X X
L. . . . - x_
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F = L+L . . X X X GF v2

Algoritmo de deficiencia minima [4]

Definicibn. Sea G una gréfica y veV(G). La vecindad
N(v) del vértice v es el conjunto de vértices de G adyacentes

a v. La deficiencia D(v) se define como:

Dv) = [{{vy v}V ENV) ¥y v EN(V) y vy ENV)

donde vj,vkéV(G) .
En la gr&fica de la Figura 4.7 la vecindad de vy es

{v3,v6,v5); la deficiencia de v, es 3 y la de v, es 2.

\4 v

Figura 4,7
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El algoritmo de deficiencia mfnima es un algoritmo di-
recto, que nos permite encontrar ordenamientos subdptimos
para reducir el llenado de una matriz. Una de las ideas prin-
cipales en el desarrollo de &ste, es la de considerar en cada
gr&fica de eliminacibn GO'Gl""'Gn' vértices cuya deficien-
cia sea minima; la razén es clara, pues este tipo de vértices
" introducen menos aristas durante la factorizacibén; de aqui
la necesidad de la definicidén anterior.

Cabe mencionar que si vi(ivi-l y D(vi) = 0, Gi= (Vi,Ai),
se obtiene de Gj1 = (vi-l'Ai-l)' eliminando el vértice Vi Y
las aristas gue lo tienen como extremo. Ademds no se crean

nuevas aristas [4].

Descripcién del Algoritmo

A) Sea G, = (VO,AO) una gré&fica

0

1. Elfjase un vértice voe,v0 de tal manera que

[D(vg)| = min |D(v)| y asfgnesele el nGmero 1.
. VEVO
2. Sea G1 la gr&fica que se obtiene a partir de Gy

uitando el vértice v, las aristas que son adyacen-
) y
tes a v, ¥ anadiendo las nuevas aristas que se forman

y considérese un vértice v, tal quelD(le = min |D(v)|
vev
1
en donde G, = (Vl,Al). Asfgnele el nfimero 2 a este

vértice.

3. En la i-8sima gréfica Gy_; := (V;_,.A;_ ), que se ob-
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tiene como se mencioné al principio de esta seccién,
elijase un vértice Vi 1€Vy_; que satisfaga:

|D(vi_1)] = min |D(v)| y asignele el nGmero i-1.

veviaa
Construya la gré&fica Giyp = (Vi+1’Ai+1)' elfjase un

vértice v, €V, , tal que |D(vi+1)[ = vr:[ n |D(v)|
) i+1 -
y asignesele el nfimero i+l.

Si todos los vértices de la gr&fica han sido numera-
dos el proceso termina; de otra forma, considérese
el conjunto de vértices restantes y elfjase alguno
con deficiencia mfnima. Constriyase la gr&fica de
eliminacién correspondiente y asfignesele el menor

entero que no haya sido asignado.

Ejemplo. Para ilustrar el algoritmo de deficiencia mi-

Consideremos la grédfica Gy = (VO,AO) de la Figura 4.7.

Los vértices de &sta tienen la misma deficiencia; de aquf

que podamos elegir cualquiera de ellos y asignarle el nfime-

Las gr&ficas de eliminacibn se muestran en la Figura

4.7, donde los nfimeros de la izquierda corresponden a la de-
ficiencia de cada vértice en cada una de las grdficas
Gl,Gz,...,G6; y los de la derecha son las etiquetas que te-

nfan en la gr&fica original.

La numeracifn que se asigna a Gy estd dada por el con-
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junto de parejas siguiente: {(vl,l) , (v2,4) , (v3,2) , (v4,3) ’

(v5,5) s (vg,6)}.

0
0,vg 0,v,
G
3
0,v5

0,v6

Figura 4.7

0,v2
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Conclusiones

: La solucifén de cierto tipo de problemas en Ingenierfa
(C&lculo de estructuras, por ejemplo), Economia (matrices

de insumo producto), programacifén lineal y redes fisicas
lineales [1], etc., en algunos casos gueda reducida a resol-
ver un sistema del tipo Ax = b; en donde A es rala, simétri-
ca y definida positivamente. Los algoritmos definidos en las
Secciones III y IV son de gran ayuda para resolver sistemas
de ecuaciones con las caracteristicas antes mencionadas. Es
necesario hacer hincapié en que este tipo de algoritmos ge-
neran numeraciones subSptimas, que no por esta razén dejan
de ser f(itiles para resolver de una manera eficiente los sis-

temas de ecuaciones con matrfices de esta clase.
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APROXIMACION E INTERPOLACION

*
Luis Verde Star

Resumen

Presentamos algunas ideas acerca del problema de aproxi-
macién de nfimeros, vectores y funciones.

Consideramos la aproximacidn como substitucién de un
algoritmo complicado por otro mis simple.

Mostramos diversas maneias de medir la distancia entre
vectores y funciones que dan lugar a diversos problemas de
aproximacién.

Vemos también que a través de 1la discretizacibén que con-
siste en reemplazar funciones por vectores, aparecen los
problemas de interpolacién.

Demostramos el teorema bidsico de la interpolacibn poli-
nomial, que nos dice cémo encontrar el polinomio de grado
minimo cuya gr&fica pasa por un conjunto dado de puntos en
el plano. .

Concluimos con algunas observaciones acerca del error
en la aproximacibén de funciones derivables pér medio de in-

terpolacién polinomial.

* Departamento de Matemiticas, Universidad Autbénoma Metropo-
litana, Unidad Iztapalapa.
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Existen diversas formas de especificar un nGmero real.
Por ejemplo, Y2 es la raiz positiva de la ecuacibn x2-2==0,

71 es el &rea de un circulo de radio igual a uno, e= | ir,

n20 °
2/3 = 0.666..., etc.
Para efectuar operaciones aritméticas con nimeros rea-
les generalmente utilizamos la representacibén decimal. Si
Xe [0,1] entonces x = 0. alaza3,..., donde cada aj es

un digito entre 0 y 9, &sto es, x = ) a.10 7, Por lo tanto
j21

conocer X equivale a conocer la sucesifn infinita ajray,
Byreees lo cual en ciertos casos es fécil, por ejemplo si
¥ = 2/3, pero en otros casos es diffcil o muy laborioso, por
ejemplo si x = 1/4 & x = ¥Y2/2 o si x es la menor raiz
de e¥-3x = 0. Esto muestra la necesidad de aproximar, &sto
es, reemplazar x por un nmero 2z que esté cercano a X
y que tenga una representacién decimal simple.

A cada xEE[O,l] corresponde un algoritmo que genera
los digitos aj de la representacibn decimal de x. Si x
es racional el algoritmo es relativamente simple porque la
sucesibn {aj) es finalmente peribdica.

Para aproximar in[O,l] truncamos su representacién
decimal. Escogemos un entero positivo m vy reemplazamoé la

sucesibn 31'32'33"" por la sucesibn a,az,aa,“.,ﬁwo,o,opu

1
Esto equivale a interrumpir la ejecucidén del algoritmo de x

después de m pasos y tomar aj =0 si j>m. En esta for-

ma cada xéi[O,l] es aproximado por un elemento del conjunto
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A = (r: 3keN tal que k<10" y x = k/10")

y por lo tanto cada real es aproximado por un elemento de
z+ Am. ’

Notemos que para cada real x existe por lo menos un
s =n+ k/10™ en l-+Am tal que ' |x-s| < |x-r| para todo
r en I-rAm, O sea que s minimiza la distancia entre x
Y T+A. Ademds, dado xe R y dado ¢>0 existe m y
existe seZ +A  tal que |x-s| <e. Es claro Que la calidad
de la aproximacién aumenta con m pero también aumenta la
complejidad del racional s.

La aproximacidn de reales por racionales ilustra varias
ideas que aparecen en otros procesos de aproximacién. Cuando
consideramos la aproximacién de vectores en R aparecen
algunos aspectos geométricos importantes de la teoria de
aproximacién.

Consideremos el siguiente problema: dado un vector u

3 y un plano P gque no contiene a u, encontrar un

en R
vector v en P tal que la distancia euclidiana entre u
y Vv sea menor o igual que la distancia entre u y cual-
qu1er'otro elemento de P. La éeometria nos muestra que
existe siempre una finica solucién v del problema y que el
vector u-v es perpendicular a P.

Si en lugar de un plano consideramos un conjunto cual-

quiera A que no contenga a u, es posible que no exista

solucibn o que existan varias soluciones. Por ejemplo:
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(1,1,1), A = {xe®:|x| <1},

a) u

b) 0, A= {xem3:|x| =1},

c
[}

Podemos tambié&n substituir la distancia euclidiana en

R por alguna otra. Las distancias m&s usuales son:

Tt
dl(xry) = Ix-YIl = _Z Ixi-yil
i=1
8 2)1/2
a,(x,y) = |x-y|2 = [ Loo(xgmyy) ] (distancia
i=1 euclidiana)
a6,y = byl = max  xg-y,|
1<i<n

El conjunto B; = (xemzzdi(x,o) <1}, 1i=12,», se

4

muestra en la figura siguiente

('191) (1-19

\ 4

(-1,-1) (1,-1)
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Es claro que dados Ag]Rn y ué¢ A, el conjunto de
soluciones del problema de apfoximar u por elementos de A
depende del concepto de distancia que se utilice.

Las distancias o métricas en R" dan lugar a concep-
‘tos de distancia entre funciones. En el espacio C(I) de
funciones continuas en el intervalo acotado cerrado I 1la
distancia entre dos funciones f,g puede medirse en varias

formas, por ejemplo:

i) |f-q] ?Z§ [£(t)-g(t) |

J1/2

i) |f-4], [ II (£(£) -y (t)) 2at

i14)  |f-gf, [1 |£(t) -y (t) |dt.

Notemos que estos conceptos de distancia se obtienen de
las distancias en R" considerando a las funciones f:I » R
como "vectores" con un nimero infinito de componentes, una
para cada t€I. Es importante notar que la distancia entre
f y g puede ser diffcil de calcular si f-g no es muy
simple.

Consideremos ahora la aproximacién de funciones reales.

Sea I un intervalo acotado y cerrado y sea F una
clase de funciones definidas en I y con valores reales,
Supongamos que d es una métrica en F y que {Aa} es una
familia de subconjuntos de F. Decimos que la familia {Aa}

aproxima a F si dados f€F y e>0 existe a1 y -existe
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PEA, tal que d(f,p) <e.

Un ejemplo importante se obtiene tomando F = C(I), Aa
igual al conjunto de polinomios de grado menor o igual que
a y la métrica d_, en C(I).

Una funcibén f:I+ R puede considerarse como un algo-
ritmo gque para cada t&€I produce el nGmero real f(t). En
algunos casos el algoritmo puede ser compiicado o muy labo-
rioso, por ejemplo cuando f estd definida por una serie,
por una integral definida o por una ecuacibén diferencial. En
estos casos es conveniente aproximar f wusando una funcién
P a la que corresponda un algoritmo simple, por ejemplo un
polinomio o una funcién polinomial por secciones, tal que
d(f,p) sea pequefia para alguna métrica d en el espacio de
funciones. .

Debido a que el cdlculo de d{f,p) requiere evaluar
f(t)-p(t) para cada t€1I, en la prictica se toma un con-

junto finito {to,t .,tn} en I vy se busca una funcibn

11
p tal que la distancia entre los vectores (f(to),f(tl),...,f(tn))
Yy (p(to),p(tl),...,p(tn)) sea pequena. En ciertos casos esto
garantiza que la distancia entre f y p es también pequeia
Reemplazamos la funci6n de error f-p por el vector
e = ‘(eo,el,ez,...,en) donde e; = f(t;)-p(t,), y buscamos
p tal que e=z0 o tal que dj(e,O) sea minima para alguna
j =1,2,=. En el primer caso tenemos un problema de interpo-

lacibén. Es claro que en general la condicién e =0 no impli-

ca que f-p=z0, pero bajo ciertas hipbétesis en la clase de
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funciones F, el nimero n y la distribucifn de las tj en
I, si e =0 entonces d(f,p) es pequena y por tanto
|£(e)-p(t)| es pequefio para cada teI.

Si queremos encontrar p gque minimice dz(f,p) obte~-
nemos un problema de minimos cuadrados.

La parte algebraica del problema de interpolacibn es la
siguiente. Dado {"o'tl'tz""'tn} subconjunto de I y
dado un vector y = (yo,yl,yz,...,yn) en ]Rn+1 encontrar
un polinomio P de grado minimo tal que P(ti) =Yg
0<1ic<n. Mostraremos gue siempre existe una solucién P de
grado menor o igual que n.

Supongamos que P(t) = a0+ a1t+ cee t antn. Entonces
queremoé encontrar los coeficientes aj tales que »

2

as+a.t. +a,t

n _ . *
ota1ty Zi+"'+anti_yi' 0<isn, (*)

Este es un sistema de n+l ecuaciones lineales en las in-
cbgnitas agr8ys8yreeesdp. La matriz de coeficientes del sis-

tema es
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El sistema (*) puede escribirse en la forma Va =y
donde a = (ag,ajsa,r..e0a ).

Usando induccién en n y algunas propiedades de los
determinantes podemos deﬁostrar que det V# 0 y por lo
tanto el sistema (*) tiene una finica solucién a para cada
vector vy.

S5i utilizamos una idea de Newton podemos simplificar la
demostracibn descrita arriba. La idea consiste en escribir
el polinomio P en una forma ligeramente diferente de la
usual, con el prop6sito de obtener un sistema de ecuaciones
equivalente pero mids simple que (*).

Suponemos que
Pﬁ)=%+H“*&+%“*&¢¢ﬂ+~J2#ﬂ&~4b%4%

Entonces las condiciones P(ti) = ¥y 0<i<n nos dan el

sistema de ecuaciones
- ' = *k
b0+b1(ti-t0)+...+bi(ti-t0)...(ti tiq) =¥ 0<ig<n. (**)

Notemos que el sistema (**) es triangular, esto es, en la
i-ésima ecuacibn solamente aparecen las inc6gnitas bo,bl,
b2""’bi’ Ademds el coeficiente de b, en la i-ésima
ecuacibn es diferente de cero porque las tj son distintas.
Por lo tanto (**) se resuelve a partir de la primera ecua-

cién (by = Yo) substituyendo los valores de byibecasb,
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en la i-&sima ecuacibn y despejando bi’ i<i<n.

Describiremos ahora el mé&todo de Lagrange para resolver
el problema de interpolacién.

Consideramos primero el caso simple y = (1,0,0,0,...,0).
Queremos un polinomio que tenga tl,tz,,..,tn como raices y
que tome el valor 1 en t,. El producto (t-tl)(t—tzL.Jt—tn)
se anula en tl,tz,...,tn y si lo dividimos entre el valor
que toma en t, obtenemos el polinomio

(t=t.) (t=-t,)...(t=-t )
Lo(t) = 1 —t1) 63 -zt B e
0~ty) (Egmty) e (eg=ty

que resuelve el problema para y = (1,0,0,...,0). En la

misma forma construimos los polinomios lj(t) tales que

P.j(ti) = 0<i,j<n,

0 si j#Ii

El principio de superposicién nos da la solucién al
caso general. Dado y = (yo,yl,yz,...,yn) tomamos el poli-

nomio
Y L (t)
1)

Es claro que P(ti) = Yy 0<i<n. Como cada Qj es un

polinomio de grado n el polinomio P es de grado menor o
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igual que n.

Los polinomios lj son llamados polinomios bésicos de
Lagrange y constituyen una base del espacio vectorial de
polinomios de grado menor o igual que n.

Como el vector y es arbitrario, dada cualquier fun-
cién £:I » R existe un Gnico polinomio P(t) de grado
<n tal que P(ti) = f(ti), 0<is<n, Si no tenemos hip6te-
sis adicionales no podemos decir nada acerca del error
[£(t)=P(t)] cuando t no es uno de los puntos de interpo-
lacién tortye-eent .

Usando el teorema de Rolle en formg iterada podemos de-

mostrar el teorema siguiente.

TEOREMA. Si f y sus derivadas f',f",...,f(n+1) son
continuas en I, si {to,tl,...,tn}gir y P es el polino-
mio que interpola a f en los ti, entonces para cada tel
existe un nGmero real 2z en el intervalo [m:'n{t,to,tl,...,tn},

max{t,ty,ty,...,t )] tal que

(n+1)
£(8) - P(£) = (t-tg) (b=t )... (et ) E—L2)
(n+1) !

Y por lo tanto, para todo tel

l£(6) =R(e) | s —2— -ty t-t .. et | £
(n+1) ! : n
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Si "f(n+l)"m = max |f(n+l)(x)| es pequefio y las distan-
xel

cias |t-ti| no son grandes, entonces el error |f(t)-P(t)|
es pequeno.

(n+1)

si |Jf ﬁw es pequeiio entonces en cierta forma f

no estd lejos del espacio A, de polinomios de grado <n,

porque si peAn entonces p(n+l)

=0. Si n=1, ||f“||uo
peﬁueﬁa significa que la grdfica de £ no difiere mucho de
una recta, esto es, de la grdfica de un polinomio de grado
uno.

Cuando el grado del polinomio de interpolacifn es muy
grande la evaluacifn del polinomio en un punto requiere
muchas operaciones aritméticas y los errores de truncacién
pueden ser grandes. Una alternativa consiste en dividir el
intervalo I en varios subintervalos Ij y encontrar un po-
linomio pj de grado pequefic que interpole a la funcién
dada en Ij; En esta forma obtenemos un algoritmo de evalua-
cién muy simple pero que requiere almacenar una mayor canti-
dad de datos.

Es posible construir una funcién de interpolacién que
en cada subintervalo coincida con un polinomio cfibico y que
sea derivable dos veces en todo el intervalo I. Esto se
hace resolviendo un sistema de ecuaciones lineales que ademnis
de las condiciones de interpolacifn incluye condiciones para
que las derivadas de los polinomios cGbicos coincidan en la

frontera de los subintervalos.
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RESOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE BURGERS

Patricia Saavedra B.*

Resumen

El objetivo de esta exposicibn es aplicar algunos méto-
dos numéricos de residuos pesados o ponderados a la resolu-
cién numérica de una ecuacién diferencial parcial no lineal
que depende del tiempo: la ecuacién de Burgers u, fuu, =vo .
Esta es en general parab8lica de segundo orden, pero se re-
duce a elfptica si nos interesa el caso estacionario (ut=0)
y a hiperb6lica de primer orden si v = 0. Este Gltimo caso
presenta dificultades considerables al permitir que se pro-
paguen ondas de choque; para evitar tal caso consideraremos

que v es suficientemente grande como para que el término

vu . sea significativo.

I. Presentacidén de la ecuacifn. Formulacibn variacional.

La ecuacién de Burgers se puede aplicar para estudiar
el comportamiento del viento dentro de una regifn limitada

por dos estaciones metereolégicas A y B.

*Depto. de Mateméticas, UAM, Unidad Iztapalapa.
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u(x,t

El comportamiento se describe en general por la ecuacién de
Navier Stokes [l] gue para este caso particular se reduce a
la ecuacifn de Burgers ya que se supone que el flujo es uni-
dimensional, sin caida de presién, etc. Asi pues, se trata

del siguiente problema de valores iniciales y a la frontera:

: 2
g—t (x,t) + u(x,t) g—: (x,t) =v 2—“2'- (x,t) en <0,2>x<0,t0>
X

(P) u(0,t) = a(t) u(f,t) = b(t)
u(x,0) = ro(x).

Aqui v>0 es una constante fisica (la viscosidad ci-
nem&tica) funcibén de la temperatura, la presién y otras va-
ria,bles termodinémicas.

. Supongamos que roeC°(<0,2>) y que b(t), a(t) son
cti<o,tp>).

Si el problema P admite una solucibn, €sta deber4

estar en el siguiente espacio de funciones:
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v 3% dv
v = {v:]0,2] x |0,t0| + R|v, % ! ax_2 .

son continuas en [0,%] x |0,to|}.
Definamos las siguientes funciones:

g:v » c2(lo,e] x Jo,e0])

_ v’
g(V) =V H
0 32u
L:V - C (|0,£|X|0,t0|) Lv = -v — (x,t)
X

El problema P puede escribirse de la forma:

Ju

3t + g{u) + Lu=0 en (0,%) X(O,to)

(P) ' u(0,t) = alt) u(2,t) = b(t)

u(x,0) = ry(x).
Supongamos que a y b son constantes y que Q% = 0; en~
tonces, el problema P se reduce a resolver la siguiente

ecuacién diferencial ordinaria:

Lu+g{u) =0 en (0,2) =9

(P.)
E" ) uo) =a u(r) =b
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Si u es solucibn de PE' entonces u debe estar en el

siguiente espacio de funciones:
W= {u:]0,2] » Rluec?(@)}.

Sea ugEW tal due u0(0) =a y uo(z) = b, entonces si

encontramos una weW gque satisfaga:

L(w+u0)‘+ g(w+u0) =0 en Q

EH
w{0) = w(g) =0

Obtendremos que u = w+uoew y esta funcibn es solu-
cién del problema PE. Por lo que, de agquf en adelante, es-
tudiaremos el problema PEH'
Introduzcamos los siguientes espacios de funciones:

D(R) = {v:2 » R|vecC (Q) con soporte compacto en @}
2, * 2
L(R) ={vi + R | fvi(x)|“ax < =
0
#t ()

{VELZ(Q) | %enz(m}

fverl@ | v(0) = v(z) = 0}

1
Ho ()

Si definimos el producto escalar < >:L2(Q)x LZ(Q) + R de

la forma siguiente:
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tal que al(v,v) >u|v|21 definida por:
0

a(u,v) = J \Y g% %% dx.
0

Si w es solucién del problema P esto no implica que

EHG '/

w ser& solucibn de P yi Ya que wezHé(n) y Hé(Q)¢ c2 (@) ;

E
por lo que w sb8lo satisface la ecuacibn Poy en términos

de distribuciones o funciones generalizadas [2]. Para dife-

renciar a ambas soluciones, se llama a la solucibn del pro-

blema PEH la solucibn clésica y a la de PonG la solucibn
débil o generalizada.

II. Algunos métodos numéricos para aproximar la solucién del

problema P, Yy Ppuoe

Consideremos de nuevo el problema Poy ¥ definamos una

funcién llamada Residuo R:V + C°(|0,2|)

R(u) = Lﬁ+g(u) - £f.

Si w es solucién de PEH - entonces w satisface:
weEW
R(w) =0

w{0) = w(z2) = 0,
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Hay muchos métodos para construir una aproximacibn a
la solucibn del problema Pey® Algunos de estos hétodos se
conocen con el nombre de métodos de Residuos Pesados y fue-
ron introducidos en los cince primeros capitulos de las
notas del curso de Andlisis Numérico [3]. Veamos que obtene-
mos al aplicarlos a PEH'

M&todo de Colocacibn. Sea W, un subespacio de dimensién

finita de W y sea {vrll,...,v:} una base de wh . Sean
Xy ...,xneQ. El método de colocacién busca una funcibn

whewh gque satisfaga:

R(w ) (x.) =0 j=1,..44n
(1) b3

W, (0) = w (2) =0

Como whewh tenemos que wh(x) =

||.M:i

aivl;(x) y sustitu-

i=1

yendo en (1) obtenemos:

n

n

h

121 Lvi(xj)cxi + g[ _21 o:ivlj:l + uo] (xj) = f(xj) j=1,...,n
= l:

Sean A 1la matriz nxn definida por Aji = Lv:(xj), b el
-+

vector bj = f(xj) Yy a = (al,...,un); entonces resolver

(1) se reduce a resolver el siguiente sistema de ecuaciones

no lineales:
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, A + g(a) = b.

Método de Subdominios. Sean n un natural, h = ‘&1, a; = 0.

+ ih, 1< i<n. Entonces a, = L

Definamos los puntos a; = a,
y aieﬂ para i =20,...,n. La Particién P

h de @ en in-

tervalos cerrados lai'ai+1| 0<i<n-1 satisface:
- n-1
= il=lo lajrazg |y <ajrag>N<agia > sl 173

Sea

1 si x laj,aj+1|
xj(x) =

0 en otro lado.

El método de subdominios busca una funcién whéw tal que:

h
L
JO R(wh)xj(x)dx =0 j=1,...,n~1
(2)
wh(O) = wh(l) = 0.
3 h
De nuevo, como w, €W, debe tenerse que wh(x) = j§1uivi(X)

y sustituyendo en (2) obtenemos:
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a, Lv, (x)x. (x)dx + J g[ a,v,(x) +u ]x.(x)dx=
1 1 0 i j 0 j2q & i 0 3j

ne-13

%
j £(x)x. (x)dx.
0 J
Si
£ oh 2
A= | whtoxmax v by =I £ (x) x (x)dx

Ji

Resolver (2) se reduce a resolver:

£ n
> h
donde yj(a) = JO g izl @ v, (x) +u0(x)] xj(x)dx.

Método de Galerkin. Sea {v?}I;:l

de Galerkin nos da una forma de construir una whewh que

una base de Vi, El método

satisfaga:

% h

J‘O:R(wh)vjdx =0 i=1...yn
(3)

wh(O) = wh(l) =0

Como whe Wh existen escalares Apreeery tales que

n
wh(x) = 7 aivril(x) y sustituyendo en (3) obtenemos:
i=1
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n L 2 n
h h h h
g ay IO Lvividx  + J gl| I a.vii-uo] v;dx

i=1 0 i=1
(4)
'3
= I fvhdx
0 ]
si
L 3
_ h h L h
Aji = I Lvivjdx, bj = J fvjdx
0 0
Y

- L n h
vila) = J g [ig a, v, + uo] vjdx.

La ecuacibn (3) se reduce a resolver:
A + Y(a) = b

Asi pués, los tres métodos anteriores para encontrar una so-

lucién aproximada de nos llevan a resolver un sistema

Pegr
de ecuaciones no lineales. Observemos que {v?}2=1 deber§
estar contenida en CZ(Q) para que whesw. Una forma de lo-
grarlo es construir la base {v?}2=1 utilizando "splines
cGbicos" [4].

Mientras mayor es el grado de los polinomios que esta-

mos utilizando, mayor es el nGmero de elementos de nuestra

matriz A y de los vectores 3, B 'y ?. Esto aumenta los
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requerimientos de memoria y de
método de Galerkin nos permite
mada a partir de polinomios de
aproximar la solucibn de PEH

Observemos que al aplicar

ecuacibn (4) obtenemos:

h
L dw, dv.
v B
0 dx dx
2 dw
h
L)fvjdx + I W

Si construimos nuestro espacio

tiempo de computadora [4]. El
construir una solucién aproxi-
primer grado si en lugar de

lo hacemos para PEHG'
integracién por partes a la

" h
dx + Io g(wh+uo)vjdx =

L
(x)v}.'(x) .
3 0

Wy de tal forma que éste

sea un subespacio de H(])'(n) obtendremos:

W, € Wh tal que

a(whuvh) + <g(wh+u0),vh> = <f,v}> toda W, € Wy

Al resolver Ph

W,

estamos resolviendo P

h de W de dimensibn finita.

gHg €0 WD subespacio

I1I. Construccién del espacio WheHcl)(Q) .

Consideremos la particibn

el método de subdominios. Esta

Ph que fue introducida en

particién depende de h|, por
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lo que al reducir o aumentar su valor, generarfamos nuevas

particiones. Definamos las siguientes funciones:

x-a,
- si xelaga|
0 . 0 "1
V%) =
0 en otro lado
x=-a_
i-1 .
— si xela,_;.ra;l
ai ai_1 i-1771
. x-a
. i _ i+l .
1<i<n-1, vy (%) = TTa si xela;,a; |
i "i+l
0 en otro lado
x-a
n-1
T=—— xela _;.al
N a -a 1 n-1'"n
vh(x) =

0 en otro lado.

La gr&fica de estas funciones es de la forma siguiente:

1 N\, 1 /
Fo 2 Sy ! 4y hi+1an l an-l‘an

v:(x) v;(x) VE(X)
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h

Observemos que vi éco(ﬂ) para 0<i<n y que la res-

A h . .
triccidn de v; @ cada intervalo |ai,a es un polino-

i+1l
mio de primer grado; v? EH]‘(Q) para 0<i<n porque para
cada intervalo |a,,a v? EHl(Iai,a

h
i

y adem&s

i+1' i+1I )

Wecl(a).
Sea W_ el espacio generado por {vh vh} Enton-
h PYAERTAAY B
ces este conjunto es una base de wh por ser sus elementos
linealmente independientes. Sea Uh el espacio generado por
{v?,...,vr}:_l} i &ste es un subespacio de W, en el que para
_ _ 1
toda vh'euh vpla) = v (2) = 0. Por lo que WoeH () vy
1
U, € H0 Q).

Resolver el problema P se reduce a buscar w, €U

h h~"h

n-1
. _ h A n-1
tal que si wh(x) = jz1 ayvy (x), los coeficientes {uj}j=1

satisfagan:

=

h h h
j§1 aja(v.,vi) + <g[ I a,vle 0] i = <fvd>

.

l1<ic<n-1,

‘ _ h _h _ h .
Sea Aij = a(vi,vj) Y bi = <f,vi>.. Por cilculo directo se

obtiene que A es una matriz tridiagonal, sim&trica y posi=-

tiva definida.
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2V -V

T % ° ° 0
-V 2V -V

+ 7 ® ° -+ 0

Para calcular el vector B debemos construir la funcién
- - _ h h _
u,, ya que f = Luo. Sea u, (x) = avo(x) +bvn(x). Claramen

te uoe WhC Hl(ﬂ). Entonces u, satisface las condiciones

a la frontera: u0(0) = a, uo(l) = b.
N g " ¢ dug av)
bi = <f,vi> = Io -Luovidx = IO vV ax ax dx
TB=|ﬁ,o,......,o,%|

CSlculo del vector }' Dado que

£ n-1
_ h h h h
Yy = I g :i'z-'l ajvj+av0+bvn] vidx

tenemos que
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" " 0 0 -« . 0
-V 2V -V
Y TT " 0 v« o 0

A = 0 e F T 0. . .0
. 4. "0 v .2—\-’.
0 T A

Para calcular el vector b debemos construir la funcién
u,, Ya que f = -Lu,. Sea uo(x) = avg(x)-fbv:(x). Claramen-

te eswsc Hl(ﬂ). Entonces u, satisface las condiciones

Yo
a la frontera: uo(O) = a, uo(g) = b.-

h
L L du, dv
_ h _ h _ 0 i
bi = <f,vi> = JO Luovidx = Io - r:ra dx
-va -vb

h ,0,......,0,-—h—

C8lculo del vector ?. Dado que

2 n-1
_ h, h,.h).n
T I g 3'21 ujvj+avo+bvn] vydx

tenemos que
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1 2 2
§ % Y %1 T %% T “i-ll 2<1<n~2
> 1] 2 2 .
(5) yg (@) = G !u2+a1a2 - an; - a I i=1
1 2 =
% \b tbo gm0 % 27 an_2’ i = n-1.

Resolver P, se reduce a resolver el siquiente sistema de

ecuaciones no lineales:

>

Ax + Y(a) = b.

IV. Resolucibn de la ecuacifn A& + Y(x) = bB.

Dado que la ecuaci6n es no lineal utilizaremos alguno
de los métodos vistos en el Capftulo 8 de [3). Por ejemplo

el de iteraciones sucesivas:
1) Sea 30 la solucibn del sistema lineal:
ax = B
2) CalcGlese Ek+1 resolviendo
ey = DY (&)

En las notas anterioremente citadas se demuestra que este
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método converger§ si "A—IDY(E)H <1 donde Dy(a) es la

matriz jacobiana de ? Y || es la norma espectral.

Cdlculo de Dy(g). Utilizando (5) observamos que la matriz

e > : .
Dy(a) tiene la siguiente forma:

20, +a
-——”é L g i

j+1

3.Y:(38) = (DY(&))ij =

]
-
1
-

i L
———= si i
0 en otra parte,

DY(d) es upa matrfz tridiagonal no simétrica.
Otro método que puede aplicarse es el de Newton Raphson:
1) Calcule Zo como solucién de
Ax = B

2) Calcule 5k+1 resolviendo el siguiente sistema
-+ > -* -»> -+ i
[A+Dy(uk)] [“k+1 —ak] = Aak+y(ak) -b

S8i el método de Newton Raphson converge para el valor

-+
inicial o asi escogido lo hard cuadr&ticamente, compen -
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sando asi el costo de calcular y almacenar en cada iteracifn

D?(&k) .

V. Resolucibn de la ecuacién de Burgers no estacionaria.

Si consideramos ahora que %% # 0 en el problema P,

la ecuacibn a resolver es la siguiente:
du + g(u) = Lu en ;0 2> x <0,t,>
ot : (1]
P u(o,t) = alt) u(e,t) = b(t)
u(X,O) = ru(x)

Sea V = Cz(<0,1>) x Cl(<0,t0>). Sea ujeV tal que

uo(o,t) = af{t) vy uo(l,t) = b(t). Si resolvemos el problema

weV tal que

-.SE (wrug) + glwtu,) +L(utug) =0
Py
w(0,t) = w(f,t) =0

W(xlo) = ro(x) "uo(tqo)

La solucién del problema P serf de la forma
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(w+u0) {(x,t) . De nuevo, u, se construye igual que en III,

es decir
(6) u (x,£) = a(e)vi(x) + bie)v(x)
0 I3 o n .

Sea w solucién de PH por lo que para toda ve Hé(n) te~
nemos:
aw

<TpeV> ot <g(w+u0),v> + a(w+u0,v) =90

HG
WeVPeag T STQTUGVeog

Para aproximar la soluci6n de este problema, podemos
aplicar, en cada instante t, el método de Galerkin que de-
sarrollamos en las secciones anteriores. Consideremos que la

solucibn aproximéda W, estd en U, x H1(<0,to>) y es de

la forma:
n-1 h
(7) Wy, (x,t) = 121 a; (E)vi(x),

uo(x,t) definida pér (6) satisface: UOE:WhX H1(<0,t0>).
En este caso para cada t«a<0,t0> tendremos un vector de
coeficientes a.

El resolver Puc ©n el espacio U, equivale a resol~

ver el siguiente sistema de ecuaciones:
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ow
ath’ vh> + <g(wh 0) vh> + a(wh+uo,v ) =0

(8)
h I
WheViPe=0 = “ToVoVi’ _o

n-1
donde {v } j=1 ©S la base de U construida en la Sec. IL

Substituyendo (7) y (6) en (8) obtenemos:

n-1 h h n-1 h
j£1<vi ' V3 >°3(t) +<g zlmj(t)vj +a(t)v +b(t)v vy >
nil hoh h h _h
+ 1 alvy,vy) aglt) = <f,vy> - <a(e)vh o T bty v, vy
ntl hoh h _h
I <v..vira,(0) = <r, (x) —a(O)v —b(O)v vy
j=1 i) 3 n
Ssi
- _ o>
bi = <f, v > <i=1(t)v0 + b(t)v 1
_ h _h _ h _h
Aij = a(vi,vj) Cij = <vi,vj>

El resolver (8) equivale a resolver el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias.
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.
Calt) + Ax(t) + Y(a(t)) =B
(9)
Ca(0) =4
donde 4, = <r0(x)—a(0)vg-b(0)v:,v? >.

En el Capftulo 9 de [3) se describen varios métodos nu-
méricos para resolver este problema. 7

Por ejempio, el método de Euler para aproximar la solu-
cién de (9) conduce al siguiente algoritmo.

Sea 2

t .
FO para alguna me N, Denotaremos Ei a la

. : > :
aproximacién de a en t = if,

1) Si &, es la solucién de Ca(0) = d.

0

2) Obtenga I resolviendo el siquiente sistema:

i+l
- - - -+ >
Cajpq = Coy +hlb-aa; -y(a;))

Observe que utilizando este mé&todo nos evitamos resol-
ver un sistema de ecuaciones no lineales. Desgraciadamente
este método es poco recomendable para resolver problemas no
lineales. Si utilizamos un esquema implicito como Crank~
Nicolson tendremos necesariamente que resolver, en cada paso,

un sistema de ecuaciones no lineales, logrando, a cambio,

una mejor precisién. El algoritmo es el siguiente:
1) sea &, solucién de C3a(0) = &,

2) a es solucién de

i+l
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s .
Dado que el vector a; se conoce, esto equivale a resolver:

-
¥

. +o .
»> _ 1 > > [%1417% _
F(ai+1) = = Bq, +5Aai+1 +Y[ ] =

N6tese que F es no lineal, por lo que resolver la ecuacién

F(a) = e

requiere utilizar alguno de los métodos iterativos a los que

ya hicimos referencia en la Seccidén IV.

Vi. Conclusiones.

El método de Galerkin ofrece muchas ventajas al ser
aplicado a un problema del tipo de la ecuacifn de Burgers.
Desde el punto de vista tebrico resolver el problema Puc
es mucho mis sencillo que resolver el problema P: desapare-
ce la derivada parcial de segundo orden, permitiendonos
aproximar la solucifén con funciones parecidas a polinomios
de primer grado, y el espacio de funciones donde buscamos la
solucibn es mucho menos restrictivo: Hl(n) en lugar de

CZ(Q). Desde el punto de vista numérico hay varias ventajas:
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Siendo los coeficientes a(t) los que dan la variacién de
la séluciGn aproximada wh(x,t) en el tiempo t, el cllculo
de los elementos de la base {v?}?;i como el de las matri-
ces A, B se hace una s6la vez; esto permite un ahorro consi-
derable de tiempo miquina. Asf también que el que las funcio-

h .
nes base v; se anulen fuera del intervalo [ai

~113411
implica que la estructura de las matrices A, C y D;(a)
sea bandeada. Esto se traduce en menos memoria y menos tiem~
po de cdlculo al resolver F(Zi+1) = &. AGn mds, la natura-
leza del problema PHG hace que A y B sean simétricas y po-
sitivas definidas.

Por Gltimo el f&cil cdlculo de D?(E) permite utilizar
Newton Raphson y por lo consiguiente un método implfcito
para resolver la ecuacifn diferencial (9), que es mucho mds

exacto que uno de tipo Euler o Runge-Kutta.

BIBLIOGRAFIA

[1) Enzo Levi; Mec8nica de Fluidos. Facultad de Ingenierfa
(UNAM) , 1965, .

[2] sail Hahn Goldberg; Distribuciones y Transformadas de
Fourjer. Notas del III Coloquio del Depto, de Matemiti=-
cas (CIEA-IPN), 1983, '

(3] Diego Bricio Hernéndez; Andlisis Numérico: Aproximacidn

y Algorftmica. Notas del III Coloquio del Depto. de Ma~



167

tem&ticas (CIEA-IPN), 1983.

(4] Prenter, P.; Splines and Variational Methods. J. Wiley

and Sons, New York, 1975,






169

UNA INTRODUCCION A LOS PRINCIPIOS

VARIACIONALES Y AL METODO DE RITZ

Hugo Martinez*

Resumen

Una gran cantidad de problemas pr&cticos pueden modelar-
se ya sea por una funcional, (la cual en algunos casos puede
ser interpretada.en términos de la energfa del sistema bajo
consideracifn) como por ejemplo, el principio de minima acci6n
o por ecuaciones diferenciales, como por ejemplo, la segunda
ley de Newton. Si el problema es modelado por una funcional y
la solucién es uno de los puntos criticos de esta funcional
podriamos'entonces utilizar el método de Ritz (el cual des-
cribiremos posteriormente) para encontrar aproximaciones a
dicha solucién. En cambio si el problema es modelado por ecua-
ciones diferenciales y deseamos utilizar el método de Ritz
para encontrar aproximaciones a la solucién de dicho problema,
entonces, lo que haremos es buscar un principio variacional.
Entendiendo por esto, una proposicién que establece la equiva-
lencia entre las soluciones de una basicacién y los puntos
criticos de una funcional asociada, es decir, una funcional
tal que las soluciones de las ecuaciones coincidah con los

puntos criticos de la funcional. Para llevar a cabo la cons-

* Departamento de Matemdticas, Universidad AutSnoma Metropo-
litana, Unidad Iztapalapa :
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truccién de esta funcional asociada, lo que haremos es buscar
un principio variacional; entendiendo por esto, una proposi-
cibén que establece la equivalencia entre las soluciones de
una ecuacién y los puntos criticos de una cierta funciocnal
asociada. Para llevar a cabo la construccién de esta funcio-
nal asociada, primero analizaremos problemas definidos en es-
pacios de dimensién finita y posteriormente consideraremos
problemas definidos en espacios de dimensi6n infinita. En

este estudio s6lo se considerar&n problemas lineales.

Nota. El método de Ritz se podria aplicar si se tiene una
formulacibn 4ébil del problema. Esta formulacidn puede obte-
nerse de varias manefas. En estas notas, esencialmente lo que
haremos, es obtener una formulacién dé&bil via los principios

variacionales.

PROBLEMA 1.

Consideremos la ecuacibn

ax = b a,x,bemr (1)

Seglin lo que planteamos, deseamos encontrar una funcio-
nal f tal que sus puntos criticos coincidan con las solu-~

ciones de (1), es decir, una f tal que
VE(x) = ax-Db

En este caso, es claro que integrando encontramos que
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f(x) = % ax~ -~ bx

tiene las propiedades deseadas.

Obsérvese que si la funcional £ es convexa (a>0) se
tiene un principio variacional de minimo y si la funcional
es c6bncava (a<0) se tiene un principio variacional de mé-~

ximo.

PROBLEMA 2.

Considgremos la ecuacién
Ax = b; A una matriz n n; x,b er”
deseamos encontrar una f tal que
vi(x) = Ax - b ‘ (2).

Si definimos » F:R" » R" por F(x) = Ax - b, entonces
el problema de saber si existe una f que satisfaga (2) es
equivalente a preguntarse si el campo F es potencial y Este
seri el caso si y s6lo si la derivada del campo F forma
una matriz simétrica (véase [1]).

Supongamos gue A es simétrica, por lo anterior sabe-
mos que existe una funcibn potencial y un procedimiento para
encontrarla consiste en integrar parcialmente las siguientes

ecuaciones
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aE )
x; C 211t AapXy t e tagX, - by
Af . -
—;; = anlx1 + a, %, + ...+ annxn bn

De donde obtenemos
f(xl,...,xn) = % <AXx,X> = <b,x>
Aqui

<X,y> = xlyl + x2y2 + s.. + xnyn

Si la funcional f es convexa (A definida positiva) se
tiene un principio variacional de minimo y si la funcional
es cbncava (A definida negativa) se tiene un principio varia-
cional de miximo.

En la construcci6n de funcionales asociadas a problemas
con valores en la frontera en ecuaciones diferenciales proce-
deremos de la siguiente manera: Presentaremos unas funciona-
les y definiremos su gradiente y posteriormente trataremos de
identificar los problemas dados con estos gradientes.

Sea f:C'[a,b] + R definida por:

b
£(¢) = J £(o(t) 9" (L), t)dt. (3)
a .

donde E:]R3 + R es una funcién de clase C2.

Puesto que la diferencial de Fréchet de f en ¢ (la
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que denotamos por df¢) calculada en M = {h C'[a,b]lh(a)v=

= h(b) = 0} esti dada por:

t

ae ) = [ [ o0 @,0 - & [ peem.n)|]neae
¢ a Lo ($00TEE g 3y T T
Por analogfa con la diferencial de una funcidn de varias
variables y tomando en cuenta que el producto escalar para
funciones se da por medic de una integral, resulta natural

definir el gradiente de f en ¢ por:

?

_ 2 \ _d [af '
v, = 3 00,0 - & (2 vw o] (4)

véase [2], donde x = ¢(t), y = ¢'(t).

Nota. El dominio de definicidn del gradiente al igual que la
expresibén misma del gradiente dependen del espacio en el cual
el dominio de la funcional esti contenido. Aquil suponemos que

¢' [a,b] C L?[a,b].

PROBLEMA 3
Consideremos el siguiente problema con valores en la fron-

tera en ecuaciones diferenciales ordinarias

2
Ay = - LB gqp) = &2

at

]
o

$(0)
$ (1)

"
o



174

Puesto que la expresi6n (4) en general es una expresién
de sequndo orden, se espera que podamos encontrar una f de

la forma (3) tal que

2

2
== G0lt) oy - g2,

vE
¢ at

Un procedimiento para encontrar una f (de donde su existen-

cia) es anélogo al del Ejemplo 2.

_of . _a [ f . _ 2.4
Vf¢ = H (¢(t) /¢ (t)lt) 'dT [ W (¢(t);¢ (t) rt)] = '¢(t) t a‘E (¢ (t))

de donde
%% (p(t),9°(t),t) = ¢'(t) =y
g—i (O(E), 6" (£),t) = =¢(t) = £ = -x-t2
que integrando se obtiene
E(X,y,t) = %; - %; - xt2

Por tanto, una f estd dada por:

1 . 2 2
£(¢) = I [¢ ét) - 4’“2") - ¢(t)t2] dat
]

Si ¢ es de clase C2 entonces n6tese que

f(¢) = % <A¢,$> =~ <b,d>



175

donde
1
<f,g> = J f(t)g(t)dt
0
Yy
b(t) = t2.
PROBLEMA 4

Consideremos el siguiente problema con condiciones de

frontera no-homogéneas

. 2

tzcl—‘li'-+tg—i-+ (t2s0)p = 0
dat
P(1) = 2 (5)
$(2) = 4
haciendo el cambio
p = o+2¢

el problema (5) se transforma en un problema con condiciones

de fontera homogéneas.

2

2
£ -1 pe)+2tf =0

t

tem(t) + o' (L) +

$(1) =0 ‘ (6)

$(2) =0

Ahora encontramos una funcioenal asociada para el

1
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problema (6)

de donde

P 2
of _ _ k-1, _ .2 _ _tt-1 .02
H = '—t ¢ 2t t x -2t
que integrando se obtiene
- 2 2
fi(x,y,t) = 92’— - % x2 - 2t2x .

Por tanto, una f est§ dada por:

20 02 L2
to) - [ [EE e o2 - 262t | ae
1

-0=

Ahora sea £:C'(Q) + R definida por:

_ = ] 3
£(¢) = IQ f[x11x21¢(xllx2): ﬁ% ’ 3;?;] dxl'dxz

donde E:Rs + IR es una funcibén de clase C2 Yy 9 es un

conjunto simplemente conexo, cerrado y acotado con frontera
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lisa en mz .

Puesto que la diferencial de Fréchet de f en ¢ cal-

culada en M {tleC'(ﬂ)shl =0}, estd dada por:
aq

3 [ af :
df , (h) 5;;[ 5;;]] h(xl,xz)dxldx2

=g
I
—
o]
/
|
e
]
("
N~
-

resulta natural definir el gradiente de £ en ¢ por:

~ 2 ~
of ] Af
- g
o =% " L w52,
donde
X = (xl,xz)
Y = ¢(x3.%,5)
z'=[aiq>_, 81«9_]
X )

PROBLEMA 5.

Consideremos el siguiente problema. con valores en la
frontera, llamado problema de Dirichlet para la ecuacidn de

Poisson

2 2
= - ] - d =
a0 = - b - e by ena

e N
]

0 en dQ
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Procediendo como en el Problema 3, no es diffcil veri-
ficar que una funcional asociada a este problema estd dado
por:

2 2
{1 (2 1 (2¢)2 _
f‘¢"‘lﬂ [E [Sfi] *3 [SJL] b‘xl'xz’?‘xl'xz)] dx, dx,

Ademfs, si ¢ es de clase Cz— entonces

£(9) = § <A$, 0> - <b,¢>.

En general, si:

a) D denota un subespacio lineal denso de un espacio de
Hilbert real H (con producto interior <,>) (véase [2]).
b) A:D + H es un operador definido positivo, es decir,
i) Es simétrico, es decir, <Ax,y> = <x,Ay> ¥ x,yeD
ii) Existe k2>0 tal que <1*.x,x>2k2|x|2 ¥ xeD

c) Para cada b fija en H, consideramos la funcinal

£f:D » R definida por:

f(x) = % <AX,x> - <b,x>

se tiene el siguiente principio vatiacional.

Resultado 1. Si la ecuacién Ax = b tiene una solucién
en D, esta solucién minimiza la funcional f£; inversamente,

si existe un elemento en D que minimiza la funcional f,
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este elemento satisface Ax = b,

Nota. Puesto que A es definidd positivo, la ecuacifn

Ax = b tiene a lo més una solucién.

Demostracibn. Supongamos que X, es solucién de Ax=Db

de donde

2f (x) = <Ax,x> - 2<x,Ax

0> = <A(x-.—x0),x-x0> - <AXgyrXg>.

Poxr 1lo tanto,' f alcanza su minimo en x = Xqe
Inversamente, supbngase que f alcanza su minimo en
X = Xqs de donde la funcibn f(x0+uz) de a para o0€R Yy

Z€ED alcanza su mfinimo en a = 0. Por lo tanto

a ; =
aa f(x0+uz) ~ = <Ax0-b,z> =90
a=0
Lector(a): iVerifiquelo!
De donde
Axy = b

dado que D es denso en H y 2z€&D era arbitrario.

En esta forma se ha establecido la equivalencia entre
los dos problemas siguientes: Resolver la ecuacifm Ax = b
y determinar el mfnimo de £. En los problemas 3 y 5, D

y H estin dados respectivamente por:
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=]
]

{oec?[o,1] |¢(0) = ¢(1) = 0}; H=12[0,1] y

(=
L}

{oec?ie | =0}; H=1%(Q)
’ 18]

En estos problemas es posible que no exista xeD tal
que Ax = b para bé&€H y por el resultado anterior la fun-
cional correspondiente no alcanzari su mfnimo en D; sin
embargo, como el operador A es definido positivo se puede
extender a un operador autoadjunto, por ejemplo la extensién de
Friedrichs, (véanse referencias [3] y [4]) de tal manera que
£ alcance su minimo. El dominio extendido es un espacio de

Hilbert y ser&d denotado por HLZ(Q), {véanse [5] y [8]).

Nota. Sea @ como antes y C:(Q) denota el espacio vecto-
rial de las funciones f que tienen derivadas de todos
los 6rdenes, las cuéles se anulan fuera de dn compacto
K (el cual depende de f) en @ .

En C?(ﬂ) definamos el producto interior

<o,¥> = L, (v + B¢ 2 2o aixw;] ax, ax

axl axl X, 2

Ahora consideremos la norma inducida por este producto

interior, a saber
1,2
Iel = <¢,0>

Definiremos al espacio Hé’z(ﬂ) como la completacién
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ge {cgj(@,|el}.

PROBLEMA 6.

Consideremos el siguiente problema con valores en la

frontera en ecuaciones diferenciales ordinarias

A(d) = (a,(t)¢")" - (a;(£)¢") '+ a,(t)d = b(t)
¢$(a) =0, ¢(b) =0 (7)
¢"(a) = 0, ¢"(b) =0
donde
agragsajrayiaj,aj ecfa,b], ag(t) > 0.
a ()20, a,(t)2v>0 en [a,b]
Y

b(t) € L°[a,b].

Algunas observaciones

1. b= {sect [a,b]]| ¢ satisface (7)} es un subespacio denso
de Lz[a,b].
2. El operador A:D -+ L2 [a;b] es definido positivo.

La simetrfa del operador A es una consecuencia de la



182

siguiente igualdad:

b
C <A = [ (a,0"¥" +a,¢'y' +a op)dt
s a

La desigualdad de definido positivo, se basa en la desigual=-

dad de Poincaré (véase [5]).

3. Como se menciond, existe una extensibn autoadjunta de A
de manera que la ecuacibn A (t) = b(t) tiene solucibn
generalizada para todo be.L2|a,b|. Para obtener dicha

solucibn generalizada se minimiza la funcional

b[%RW”ﬂ2+ﬁRM&V2+%WW¢F

£(9) = J
2 2

-b¢(tﬂ at,
a

la cual resulta de integrar por partes <A¢(t),¢(t)> en

la siguiente relacién

E(0) = 3 <ag,9> - <b,o>.

PROBLEMA DE DIRICHLET PARA LA ECUACION DE LAPLACE

El uso de los métodos variacionales en ecuaciones dife-
renciales parciales se remonta a Dirichlet con el conocido
principio de Dirichlet (véase [6]), el cual se describe a

continuacibn:

Sea 0 como antes en mz y sea g una funcién con-
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tinua definida en la frontera 32 de {. El problema de
pirichlet consiste en encontrar una funcién ¢ continua en

QUIQ tal que

2 2

) 3¢ _

ax * axi en ®
1 2

¢(x1,x2) = g(xl,xz) si (xl,xz)ean

Un método para estudiar el problema de Dirichlet fue
dado a conocer por Riemann en 1851 que. consistia en lo si-
guiente:

Sea M la familia de funciones definidas en QU3Q tal
que:

Son continuas en Q con primera derivada continua
en Q@ vy coinciden con la funcibn g dada en .

Para ¢€M defina la integral

oo (L[] (8] Tmee

Consideremos la funcifn ¢0ell que tenga la propiedad
de hacer que la integral alcance su valor mfnimo. Si ¢EC2«D
y se anula en la frontera, entonces (¢0 + t¢) €M y ademis
D[¢o+t¢ ¢°+t¢] D[¢o,¢o] que ‘desarrollando se obtiene
2tD[¢0,¢] +t D[¢,¢] >0 > D[¢o,¢] = 0. De otra manera po-

drfamos escoger t con magnitud y signo apropiado para que



184

se cumpla la desigualdad contraria.
Usando la siguiente identidad de Green (v8ase [1])
L1 9¢ ¢
C LTS ) P P PO |
IJQ [axl 8, 3x, ax, 1772 ag P Q 07172

se concluye que

” ¢V2¢0dx1dx2 = 0; para todo ¢eC2(Q) tal que ¢| =0
Q R

lo que es posible solo si V2¢0 =0 en .5.

Por lo tanto ¢° es solucién del problema de Dirichlet.

A la suposicién de que el minimo de (8) existe, Riemann
le dis e; nombre de "principio de Dirichlet" y lo justificaba
argumentando razones fisicas. En 1870 Weierstrass (1815-1879)
hizo la critica del método de Riemann, mostrando que es in-
completo, puesto que no demuestra la existencia de una fun-
cibén de clase C2 que minimice la integral (8). El "princi-
pio de Dirichlet" tuvo gque esperar hasta que Hilbert (1862-
1943) lo rehabilitara encontrando restricciones sobre M y N
que hacen a M compacto y a' D[¢,¢] continua, permitiendo en-
tonces que el minimo de la integral (8) se alcance para algu-
na. funcién ¢0 y podamos en estos casos resolver el problema
de Dirichlet. Posteriormente, Ritz propuso un mé&todo para
aproximarse al minimo de una funcional, el cual vino a forta-
lecer los métodos variacionales. Desde entonces los métodos
variacionales han experimentaod un gran progreso.

A continuacibén describiremos brevemente el mé&todo de Ritz.
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METODO DE RITZ

Ilustraremos el método de Ritz, considerando casos como
los ejemplos 3 y 5, para esto supondremos que el dominio de
A, D(A) = D(f) es el espacio de Hilbert Hé'z(ﬂ) en el cual
la ecuacién tiene solucibn. Si la solucién X, & D le llama-
remos solucién generalizada de la ecuacién Ax = b. El método
de Ritz nos permite obtener aproximaciones a la solucifn ge-

neralizada X, de la ecuacifn Ax = b.

Definicién 1. {xn}Clﬂt’z(Q) es una sucesidn minimizante
para la funcional £ si lim f(xn) = min f(x).

n -+

Supondremos el siguiente (v8ase [4])

Resultado 2. Si {xn} es una sucesifn minimizante para

f entonces {xn} converge a X, en Ht'z(ﬂ).

El resultado 2 indica que para resolver la ecuacién Ax=Db
es suficiente construir una sucesibn minimizante para f y
cualquiera de sus términos puede considerarse como una aproxi-
macibén a la solucidn generalizada de la ecuacibn Ax = b. Espe-~
cialmente el m&todo de Ritz nos permite construir sucesiones
minimizantes para la funcional f.

Sea {¢,)} una sucesién en H%’z(n) (para muchas situa-
ciones précticas es suficiente considerar {¢ }1CD) tal que:

i) {on] es linealmente independiente.
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ii) Completa, es decir, para cada }teﬂé'z(ﬁ) y €>0

existen al,...,unem tales que
?
X - oy ¢ < €
k=1 KK T udr2(q)

Para cada n, entero positivo, Hn = [¢1...¢n] denota el
espacio lineal generado por los primeros n elementos de la
sucesién.

El método consiste en construir el minimo (el cual
existe) de f sobre Hn para cada n y en esta forma se ob~-
tiene una sucesibn que es minimizante (véanse [4] y [5])
para £.

La determinacién del mfnimo en cada subespacio an:D
nos da lugar a los siguientes sistemas de ecuaciones alge-

braicos llamados sistemas de Ritz.

k£1 ay <A¢k,¢i>.= <b,¢i> i=1l...n . (9)
Nota. En la descripcidén del método de Ritz no se dice como
construir las funciones ¢i’ pero desde un punto de vista
prictico es deseable seleccionar H, de manera que las 4
sean tales gque <A¢k,¢i> sea "fécil" de calcular, que la
matriz del sistema (9) sea rala y que dicho sistema esté
bien condicionado. Esto es precisamente uno de los aspectos

que trata el método del elemento finito (véase [7]).
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PROBLEMA 7.

Consideremos el siguiente problema con valores en la

frontera
dz
A = -S4 4 9(0) = -t
4at
$(0) =0
¢(1) = 0

En este caso D = {¢-€C2[0,1]|¢(0) = ${(1) = 0} vy la funcio-

nal asociada al problema estd dada por:

1 ge2 2
£(4) = J [“"2‘” pie) t¢(t)]dt
0

sea {¢ }CD definida por ¢_(t) = t?(1-t); n = 1,2,...
y construyamos el minimo de f sobre H = [t(1-t)]. Substi-
tuyendo xl(t) = clt(lrt) en la funcional'se obtiene una
. 11 2 1 P
funcién de Cyr & saber 35 61 t §C1 Que al minimizarla nos
= -
da €y = 37 ° )

Por lo tanto el minimo de £f sobre Hl, se alcanza en:
X, (t) = - = t(1-t)
1 22 *

Por otro lado, la solucién del problema original estd

dada por:

xg(t) = —2‘37 (ef-e7f - t.
e -
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o=

Calculando Xqg Y X%, por ejemplo en t = 5, encon-~

tramos que

x0(1/2)
xl(1/2)

-0.057

il

~0.056.



(2]

(2]
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(5]
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ESTIMACION DE ESTADOS EN UN REACTOR*

Erick Gamas C.+

Resumen

En el presente trabajo se introduce una alternativa
para obtener los estados de un reactorrquimico (Concentra-
cibén y Temperatura) operando en régimen transitorio, a par-
‘tir de mediciones de la temperatura y cflculo de la derivada
de la temperatura con el tiempo. Mediante esto se "mide"” la
tasa de generacibn de calor, la cual es un término que in-
troduce nolinealidad en las ecuaciones que describen el com-
portamiento del sistema.

Se analiza el esquema global del problema planteando la

solucifn de las ecuaciones diferenciales del sistema, en fun-
-ci6n de una proyeccibén de los estados (C y T) usando el mé-
todo de Colocacién Ortogonal (1,2) y resolviendo numérica-

mente las ecuaciones discretizadas que resultan.

* Este reporte es un resumen del trabajo iniciado por Klaus
F. Jensen y Jesfis Alvarez en la Universidad de Minnesota
(USA) y continuado hasta su terminacién por el mismo JesGs
Alvarez con la colaboracifn de Erick D. Gamas en el Area
de Ingenierfa Qufmica de la Universidad Auténoma Metropo-
litana, Unidad Iztapalapa. El artfculo completo estd cita-
do en la referencia 9.

+ Universidad AutSnoma Metropolitana, Unidad Iztapalapa.
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1. EL PROBLEMA

Supongamos que queremos producir una cierta sustancia B,
la cual se puede obtener mediante la siguiente reaccién qui-

mica,

A

B* *Producto requerido

N/

Esta reaccifn se lleva a cabo en un reactor tubular que
opera en flujo pistén (3,4), de tal forma que los estados
del reactor son s6lo funcibn de la posicibn axial (reactor

unidimensional),

0
]

C(z)

<]
L}

T(z).

Se deseca diseflar un esquema de control del reactor (Fi-
gura 1) en base al conocimiento de la concentracisn de sali-
da de este (CB(z = L)). Esto hace neceshrio predecir la
evolucibn temporal de dichos estados con objeto de calibrar

un estimador din8mico de los estados del reactor.
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Para llevar a cabo la estimacifn de la concentracién de
B a la salida del reactor es necesario disponer de un modelo
del sistema, el cual esti representado por las ecuaciones
que gobiernan el comportamiento de las sustancias durante su
paso por el reactor. Estas ecuaciones se obtienen conside-
rando las leyes de Fick v Fourier (para la difusién de masa
y calor, respectivamente) (5,6,7); las ecuaciones estin re-
presentadas en forma adimensional por el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales parciales:

Balance de Materia

N

%%___ ) _pem%-am(g,n) 0<s<1 (1)
3s
t>0
Balance de Energia
an . 1 3% _ . 3
=g -, 32 + aBR(E,n) + y(n,n) 0<s<1l (2)
e 9s

t>0,

@onde, Pem’ Peh' o, B, Le son constantes adimensionales

dadas por:
2
o _w ~ LZR(Cr,Tr)
em D ¢ DC
r P
em
Le =7
eh
LVpC - (-AH)C
P = —t R B = —om=
eh KL p por

Las ecuaciones est&n sujetas a las siguientes condiciones:
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objetivo se desarrolla la temperatura en funcibn de m+ 2
t&rminos (incluyendo las dos condiciones de frontera) utili-
zando una expansién por polinomios de interpolacién de

Lagrange (Pi(s)) (8),

m+l

T(s,t) ~ ] P;{s;)T,(¢t) (3)
i=0
m

R(s,t) ~ ] P;(s;)R, (t) (4)
i=o

donde Ti(t) son las mediciones y I&(t) es lo que se
quiere conocer.

Sustituyendo (3) y (4) en (2) (los puntos SgrSyre s 1Sy
se eligen de tal forma que el residuo resultante se anule
en estos puntos, los cuales son los ceros del m+ 2-€simo

miembro de la familia de polinomios usada) se obtiene la si~

guiente ecuacibn

m+1

. 1 m+l (2) (1)
T, (t) = I jzo pj (sy)T;(t) =Py izo pj (Si)Tj (t) +
+ aBIl(si,t) + Y(Tw'Ti(t)) (5)

Dado que i =1,...,m, se obtienen m ecuaciones (una
por cada medicifn); el sistema de ecuaciones resultante pue-

de ser representado en forma matricial de la siguiente forma:
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%& =0 s =1
1) : t>0

an _

38 =~ 0

9k _ _ =

36 ~ Pem(t gi) s=1
2) t>0

an _

3s Peh(n ”1)

E(s,0) =Eo 0<s<1
3) t=0

n(s,0) = Ng

2. LA SOLUCION

La estructura de la solucién que se propone es la si-
guiente:
a) Estimacién de la nolinealidad.
b) Simulacibén del reactor (en sustitucibén del sistema
fisico).

c) Estimacibn de los estados (C y T),

a) Estimacibn de la nolinealidad.- Observando las ecuaciones
que describen el comportamiento del sistema (1) y (2}, en

ellas aparece un té&rmino en comfin, la tasa de reaccién
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R(£,n); este término describe la rapidez con que se produce
o se consume una sustancia (ya sea producto o reactivo) y
las expresiones que lo describen son variadas, segln el com-

portamiento qufmico de la sustancia, por ejemplo (3,4):

R =kCR (Modelo Ley de Potencia)
kCB
R = m—B- {Modelo Langmuir-Heinshelwood)

La caracteristica principal en estas expresiones que
describen a R es que aparece un término en comfin, una
constante k = k(T) relacionada por la expresibn de

Arrhenius (4),

o

k = Aexp{- ETE)

Este tipo de funcionalidad exponencial en k, y por tanto en
R, provocan que las ecuaciones (1) y (2) sean ecuaciones
diferenciales parciales no lineales.

Debido a2 la nolinealidad de las ecuaciones', se propone
la estimacién de R en bas2 a mediciones de teinperatura y
célculo de su deiivada con respecto al tiempo usando estas
mediciones.

La estimacifn dez la nclinealidad se basa en la medicidn
de m valores de la tecmperatura, y la evaluacidn de (3T/3%)

usando estas mediciones, a lo largo del reactor; con este
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T(t) = I'T(t) + aBR(t) +w.

De esta ecuacifn se puede despejar IR(t) para obtener la

ecuacién siguiente:

R(t) = &% [ B(t) -TT(t) - w] (6)
fdonde,
r - contiene las derivadas de los polinomios de
Lagrange
a,8,w - son parimetros del sistema

Dado que los valores conocidos son T (t) y T(t), el

valor de IR{t) se estima segin la ecuacibn (6).

b) Simulacifn del reactor.- La simulaci8n del sistema que se

estd estudiando es un recurso Gtil en este tipo de estudios,
dado que la implementacifn, puesta en marcha y operacién del
sistema fisico, es un problema independiente del objetivo de
este trabajo.

La simulaciéé se lleva a cabo resolviendo las ecuacio-
nes diferenciales que describen el comportamiento del siste-
ma cuando éste se encuentra en estado estacionario (es decir,
cuando 3T/3t = 0); esto se hace con el propbsito de obtener

los perfiles de concentracifn y temperatura que representan
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el estado estacionario, el cual va a ser alterado aumentando
bruscamente la concentracién (un pulso) para llevar a cabo
la etapa de estimacibn.

Las ecuaciones que resultan al igualar las derivadas

con respecto al tiempo a cero son:

Balance de Materia

2
3k | & _ -
) 3 Pem T aR(E,n) =0 (7)
s .
0<s<1
Balance de Energfa
1 an an
-~ ~ Pen 3s + aBR(E,n) +y(nw-n)=10 (8) ,
e 9s ) .
0<s<1

Estas ecuaciones estfn sujetas a las siguientes condiciones

de frontera:

oJI [-%]
(3 Tl
"
o
wn
]
[y

1) t >0

@l
olo
]
(=]

wI %)
0™
]
o
(]
E]
—
D
1
™
-
~
0n
it
o

2) t >0

arjar
[} =]
1
-]
0
=3
—~
3
]
3
[y
~—
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Es decir, se obtiene un sistema de ecuaciones diferen-
clales ordinarias no lineales.
La forma en que se plantea la solucibn de las ecuacio~

nes es la siguiente:

Proyeccifn de los Estados.- Los estados del reactor se
proyectan usando el método de colocacibn ortogonal (con lo
cual se reduce el orden de las ecuaciones) de tal forma gue
el sistema de ecuvaciones diferenciales ordinarias se aproxi-
ma por un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales. Las

expresiones para la proyeccifn son las siguientes (1,2,8):

n+1

E(s,t) v ] &.(s)E.(t) (9)
20 3 3
n+l

nis,t) v §} a.{s)n,(t) (10)
530 300

Ei,ni - representan la concentracifn y temperatura en
el i-&simo punto de colocacibn

zi(s) - son los polinomios de interpolacibn de Lagrange

S5i se sustituyen (9) y (10) en (7) y (8) Y se obliga a
que los residuos obtenidos se anulen en SgrSyrecsSpeSy L,
(los nodos de colocacibn), se obtiene un sistema de ecuacio-
nes algebraicas no lineales, el cual se resuelve usando el

método de Newton-Raphson.
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El resultado que da la aplicacibén del método de Newton-
Raphson son los perfiles de concentracifn y temperatura en
estado estacionario, es decir, se obtienen C(z) y T(z)

(o bien, £(z) y n(z), en forma adimensional). .
La gr&fica de los perfiles en estado estacionario-estﬁ

representada en la Figura 2, (9).

3 P P-PUNTO
T(Z) i L CALIENTE

L2;///’

LIF

1.0 $ + + +
C(Z) os}

, - LONGITUD(2)
o

1 ) §
0O Q2 04 06 08 10
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c) Estimacibén de estados.- El objetivo de la estimacibn de
estados es obtener valores de C(z,t) y T(z,t), atlos
cuales se denotard como C(z,t) y T(z,t), que sean aproxi-
mados a los valores "reales"™ de C(z,t) y T(z,t). Esto se
hace por medio de la manipulacibn adecuada de las ecuaciones
(1) y (2) utilizando la estimacibn obtenida de la nolineali-
dad, una proyeccién usando colocacibn ortogénal y aplicando
la teoria de estimadores (10).

Usando colocacidn ortogdnal para proyectar las funcio-
nes de estado del‘reactor y sustituyendo estas expresiones
(ecuaciones (9) y (10)) en las ecuaciones (1) y (2), el re-
sultado es que las ecuaciones diferenciales parciales se
aproximan por ecuaciones diferenciales ordinarias no 1inea--
les.

En las ecuaciones obtenidas se sustituye el t&rmino de
estimacidn de la nolinealidad (ecuacibn (6)) para obtener el
siguiente sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordina-

rias no lineales (n puntos interiores de colocacibn):

:-—5 = G.,€ + h, - aR*(t) *Estimada
= 9o + by + aBR*(t) ¢/ Lh, by R* R
Ec'gm ot
gc,gT - Matrices constantes que representan la parte lineal
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del operador (imcluyen difusidn y conveccién)
EC'ET - Vectores constanteg que contienen las condiciones
de entrada y en la pared en el reactor.

Este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales se resuelve utilizando como datos de entrada los
valores del estado estacionario, los cuales son alterados
mediante un pulso en la concentracidn para observar el com-
portamiento del estimador. Los perfiles estimados C y T
se obtienen resolviendo el sistema de EDO's aplicando el mé-
todo de Runge-Kutta de 42 orden (se obtiene C(z,t) Y

T(z,t)).

3. RESULTADOS

El comportamiento del estimador se evalub comparando
los valores de concentracifn estimados en z =L (por ser
el objetivo de control) con los valores obtenidos de la in-
tegracibén de las ecuaciones (1) y (2) después de habeé sido
prayectadas mediante el m8todo de colocacibn ogtogonal, sin

incorporar la estimacibn de la nolinealidad, usando el méto-

do de Runge-Kutta. Los resultados de ambas integraciones se
muestran en la Gréfica 1.

pado que cuando se hacen mediciones, se hacen cllculos
o se modela un sistema de cometen errores, se probS la sen-

sibilidad del estimador a desviaciones inducidas en el mode-
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lo, en las mediciones de la temperatura Y en el c8lculo de
la dérivada de &sta, observindose que tanto el modelo como
las mediciones presentan gran sensibilidad a las desviacio-
nes, mientras que las mediciones de la derivada son comple-
tamente insensibles a éstas; esto fué predicho "a priori"
analizando las ecuaciones del estimador (9). Con esto se
concluye que es necesario disefiar una técnica de medicién
que permita que estas presenten la menor desviacifn posible
del valor real. Estos resultados se muestran en las gr&ficas

2, 3y 4.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se muestra la utilidad que presenta el
tratamiento matemitico de los problemas fisicos, ya que se
logra obtener una gran informacifn acerca del comportamiento
del sistema sin que sea necesaria la construccién del mismo
(el reactor para nuestro caso especifico); asf mismo, se
puede cdnocer‘informacién‘del comportamiento del sistema que

no puede ser obtenida experimentalmente.
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Grifica 1. Comportamiento del estimador (1inea punteada) con
respecto a los valores "reales".
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Notacibn
A Factor de Frecuencia
BM Desviacibn en el modelo
BT Desviacibén en las mediciones
BTD Desviacibén en la derivada
(o Concentracién.dimensional
c Concentracién estimada
Cp Capacidad calorifica
D Difusividad
Ea Energia de activacién
AH Entalpia de reaccién
k Constante cinética de reaccibn
kL Difusividad térmica
L Longitud del reactor
Le Grupo adimensional de Lewis
m Nmero de mediciones
n Nfimero de puntos de colocacibn
Pi (s) Polinomios de Lagrange
Pem' Peh Grupo adimensional de Péclet para masa y calor,
respectivamente
R Tasa de reaccibdn
R Constante de los gases
s Longitud adimensional
T Temperatura dimensional
T Temperatura dimensional estimada
t Tiempo
\'4 Volumen del reactor
a, B, ¥ Parimetros del reactor que surgen al adimensiona~-

lizar las ecuaciones

Concentracibn adimensional

Densidad del fluido

Temperatura adimensional

Temperatura adimensional en la pared del reactor

e > © W™
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LA ESTRUCTURA DE UN LIQUIDO; SOLUCION NUMERICA

DE ECUACIONES INTEGRALES NO~LINEALES

L. Mier y Terén C.*

1. 1NTRODUCCION ‘1Y)

Uno de los propbsitos de la fisica de los liquidos con-
siste en determinar su estructura microscbpica cuando éstos
se encuentran en equilibrio termodinémico. Debido a la agi-
taci6én térmica, él significado del término estructura, en un
1fquido no corresponde, como en el caso del s6lido, a un
arreglo rigido de las molééulas gue lo componen sino gue més
bien tiene un sentido probabilfstico. En un liquido las po-
siciones de las molé&culas no eéstéin tan definidas como en una
red cristalina pero tampoco se encuentran distribuidas en
forma totalmente azarosa. En la determinacidn, tanto tebrica
como experimental, de la estructura de un lf{quido es de gran
importancia el conocimiento de la funcién de distribucibn
radial, g(r). Dicha funcién es proporciocnal a la probabili-
dad de que, tomando como centro a una molécula cualquiera
del fluido, encontremos a otra a una distancia r, medida
desde el centro de la primera. Naturalmente la funcibn g(r)
depende drdsticamente de la temperatura, la densidad, y

desde luego, de las caracteristicas particulares de las mo-
\

* pepartamento de Ffsica, Universidad AutSnoma Metropolitana,
Unidad Iztapalapa, Apdo. Postal 55-534, 09340 Mé&xico, D.F.
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léculas que componen el sistema.

La mec8nica estadfstica proporciona varios caminos para
determinar en forma aproximada la funci6n de distribucién
radial. Una de esas rutas, la de las aproximaciones integra~
les, requiere resolver ecuaciones integrales no-lineales en
forma numérica, pues s8lo se han encontrado soluciones ana-
liticas de ellas en casos muy particulares. Con el prop6sito
de calcular la funcibén g(r) seglin estas aproximaciones inte-
grales, se han aplicado varios métodos numéricos iterativos
que han proporcionado una cantidad enorme de informacién,
sin embargo esos métodos presentan serias dificultades de
convergencia en algunas regiones termodinimicas de interés.
Por ejemplo, en la regibn de densidades altas y temperaturas
bajas, es decir, jéstamente en el estado liquido.

En este trabajo presentamos un método numérico iterati~
vo que estd basado en té&cnicas de elemento finito y que ha
resultado ser muy eficiente en la solucibn de esa clase de

ecuaciones integrales.(z)

Asimismo mostraremos algunos re-
sultados obtenidos con ese método numérico para una aproxi-

macidn conocida como Aproximacibn Esférica Promedio (MSA)}3)
El modelo potencial intermolecular utilizado es el de "pozo

cuadrado™ que definiremos mis adelante.
2. LA ESTRUCTURA DEL FLUIDO Y SUS PROPIEDADES TERMODINAMICAS

El potencial de interaccibn entre dos partfculas de un

fluido simple, es decir,‘aquel que esti formado por molécu-
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las con simetria esférica, puede dividirse en dos regiones
importantes; una parte repulsiva que opera a distancias cor-
tas y otra atractiva que se manifiesta a distancias interme-
dias. En un fluido simple el potencial decae rédpidamente a
cero para distancias grandes. En la fig} 1.a) se presenta
una forma tipica de un potencial de esa clase: Correspbn-
dientemente, en la fig. 1.b) se muestra la forma cualitativa
dé la g(r) de un liquido densé. Debido a la fuerte repulsién
intermolecular que se presenta a distancias cortas, la g(r)
tiende a valer cero cuando r tiende a cero. El primer méximo
de g(r) se encuentra localizado en una posicibn cercana al
minimo del potencial. Los "picos" de la funcién g(r) son los
remanentes, en el estado liquido, de las capas de vecinos
que rodean a una mol&cula en una posicifn de una red crista-
lina. A distancias grandes la funcibn g(r) tiende al valor
unidad, lo cual significa que, a esas separaciones intermo-
leculares, la correlacifn entre partfculas se vuelve nula.
Muy pocos fluidos reales caen dentro de la clasificacibn de
fluidos simples. S6lo las moléculas de ios gases nobles pre~
sentan muy aproximadamente esa forma de potencial intermole-
cular.

Como ya se mencion6, en este trabajo se utilizé al po-
tencial de pozo cuadrado como modelo de la interaccién entre

pares de moléculas. Ese modelo est8 definido como
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©, r<dgd,
(1) ¢(r) = -g, 0<r<Ag,

0, r>c.

A pesar de que a primera vista el modelo de interaccifn
definido por la ec. (1) parece muy poco realista, se trata
de una funcién de tres parémetros (g,e,A) que ha demostrado
tener las caracteristicas fisicas necesarias para adecuarse
a las moléculas de los fluidos simples. De este modo, median-
te el potencial de pozo cuadrado se han podido representar
las propiedades de fluidos simples como el Argbén o el Kripton
en forma bastante precisa.

En la mecSnica estadistica de los liquidos se hace ge-
neralmente la suposicibn de qué la energia configuracional

de un sistema de N moléculas se puede escribir como

(2) ¢ = L i3

2

N
Y o(x. ).
3

Esta es la suposicibn conocida como de "aditividad por pares”.
Si se utiliza esa suposicién, el conocimiento de 1la funcién
g(r) permite calcular las propiedades termodindmicas del

sistema. Por ejemplo, la energfa interna, U, se puede obte-

ner como
U _ 3 27 ® 2
(3) W-f+ﬁ.[o ¢ (r)g(r)rlar
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en donde T es la temperatura absoluta, k es la constante de
Boltzmann y p= N/V es la densidad de partfculas encerradas
en un volumen V. A su vez, la ecuacibn de estado para la pre-

8ién, pV, del sistema se puede escribir como

V. -]
vV_, _ .2t 3 d¢(x)
@ B - e | r S gwar.

La compresibilidad isoté&rmica, KT = % [%%] , €8 una canti-
T
dad termodinimica de importancia, que est& relacionada con

la funcién g(r) a través de la ecuacién:
* 2

(5) 4np I (g{r)-1)r"dr = kaKT-l.
0

A la funcidn g(r)-1 se le suele denotar por h(r) y es cono-
cida como la funcifn total de correlacibn. Es importante
hacer notar que, a diferencia de las ecs. (3 y 4) el poten-
cial ¢(r) no aparece explfcitamente en la ec. (5), esto se
debe a que en la deduccibn de esta expresibn no es necesario
utilizar la suposicibn de aditividad por pares.

De este modo, la funcién g(r) no sélo nos'da informa-
cibn acerca de la estructura del fluido sino también sobre
su termodin&mica. M&s aGn, la funcibn g(r) puede ser obteni-
da mediante experimentos de dispersién de rayos X o de neu-
trones. Esto Gltimo permite, en principio, la comparacifn de
la g(r) calculada mediante alguna teorfa con la obtenida en

forma experimental.
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Interesados en el tratamiento de los fenfmenos que

ocurren en la regi6n critica de un fluidé; Ornstein y

Zernike definieron en 1914 a la funci6n directa de correla-
cidén, c(r). Debido a gue la correlacibn total, h(r) = g(r)-1,
entre pares de particulas del fluido es generalmente de mayor
alcance que el potehcial, lo cual es matemdticamente incon-
veniente, Ornstein y Zernike buscaron una funcibén que tuvie-
ra un alcance semejante al de ¢(r). Definieron asf a la fun-
cibn directa de correlacibn entre dos particulas, 1 y 2, por

medio de la relacién integral(l)

-
(6) h(rlz) = c(rlz) + p Iv c(r13)h(r23)dr3.

La integral en el miembro derecho de la ec. (6) se efect@a
sobre el volumen total del sistema, V, y d;3 representa al
elemento de volumen en gue se encuentra una tercera particu-
la cualquiera del fluido. El sentido fisico de esta defini-
cibn se ve mids claramente cuando se reemplaza sucesivamente
a.la misma ec. (6) dentro de su propio integrado. Resulta

entonces que
>
h(rlz) = c(rlz) + 0 Iv c(rla)c(r23)dr3
+ p2 . ) ar.ar ,+
P v clr,3lclry, clr,,)drdr,+...

De esa manera podemos ver que la correlacibn total, h(rlz),
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se descompone en una correlacibén directa entre 1 y 2 y una
correlacién indirecta a través de todas las posibles cadenas
de correlaciones directas.

La relacidn de Ornstein-Zernike, ec. (6), es, como ya
dijimos, una definicibén de la funcién c¢(r) y no puede ser
resuelta si no se cuenta con una relacibn adicional entre
c{r) y g(r). varios autores han sugerido diversas formas
aproximadas para esta relacifn de "cerradura". Entre las mis

importantes se encuentran la de "cadena hipertejida"”,

(7) (HNC) clr) = gtr)-1~ g(r) - $ZL

la de Percus-Yevick,

(8) (PY) c(r)

- ¢ (r)
g{r) [1 exp ’
y la de la aproximacién esférica promedio

g({r) = 0, r<o,

(9) (MsA)

n

}
—
a3
—

c(r) X7+ I>o0.

La aproximacibn esférica promedio estd definida para poten-
ciales de coraza repulsiva impenetrable, es decir, para

aquellos en los que
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(10) . ¢(x) = o, r<a.

El potencial de pozo cuadrado, definido en la ec. (1), tiene
esa forma.

La combinacién de relaciones de "cerradura", como las
de las ecs. (7), (8) y (9) con la relacién de Ornstein-
Zernike, ec. (5), produce ecuaciones integrales no lineales
para la funcibn g(r). En el caso MSA, si se aprovecha la si-
metria esférica del potencial ¢(r) para llevar a cabo las

integrales sobre las coordinadas angulares, se obtiene qm§3)

[e] r+s
-r = C{r) + 2mp [ J C(s) I H(t)dtds
0

|r-s|
(11)
«© r+s -
-8B I s¢ (8) I H(t)dtdsJ . r<ao,
R s-r
o r+s
H(r) = -rB¢(r) + 27p [ I C(s) I H(t)dtds
0 |z-s
(12) ’
« r+s
- B J s¢ (s) J H(t)dtds],
g |x-s

para r > o. En las dos ecuaciones anteriores se ha usado que,
C(r) = r c({r) y B(r) = r h(r) y 8 = 1/kT. En la siguiente
seccibn describiremos un método numérico que es aplicable a

la solucién de este tipo de ecuaciones integrales.
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3. EL METODO NUMERICO

En la solucibn numérica de las ecuaciones integrales de
la teoria de liquidos se han utilizado, con mayor o menor
éxito, un cierto nfimero de métodos. Entre los m&s importan-
tes podemos mencionar el de iteracién directa(4) y el de

(5). Recientemente(z) ha sido desa-

transformacidn de Fourier
rrollado otro método numérico que, basado en técnicas de
elemento finito, ha demostrado poseer un gran poder de con-
vergencia y versatilidad para diversas aplicaciones. Por ser
&ste el método utilizado en este trabajo trataremos de des-
cribirlo con cierto detalle en esta seccibn.

El algoritmo que formularemos aqui esti desefiado para

resolver ecuaciones de la forma
(13)  vi(y(n)) + Iw(E;s.y(S))(K(IE-El;TS)y(IE-EI)-l)dE = 0,

en donde y(r) es la funcibn incégnita y @ y B son dos con-
juntos de parimetros. Integrada sobre las coordenadas angu-
lares la ecuacibn anterior puede ser reescrita como

Ir+s

(14) vy +2r rj wia;s,y(s))«[K(t;B)y(t)- t;.—Sdtdé‘v =0,

0/ |r-s

en donde t = |r-s!. Usando ahora las definiciones

Y(r) = ry(r),



v{r) = rv(r),

w(a;s,y(s)) = swla;s,y(s)),
la ec. (14) se transforma en
r+s - _
(15) V(Y(x)) + 2n IQJ W(u,s,Y(s))'Dk(t;B)Y(t)-t]dtds = 0.
0/ |r-s :

El propbsito del método de elemento finito es el de

transformar una sbla ecuacidn, digamos
(16) L(y(r)) =0,

en un sistema algebraico de ecuaciones. Esto se hace median-
te una subdivisién del K dominio de las variables del problema
en subdominios de tamafios y formas apropiadas y utilizando
formas funcionales simples para representar a la solucibn en
cada subdominio o elemento.

En este caso la funcibn incbgnita y(r) es aproximada
mediante una base de funciones linealmente independientes

{wj}, es decir,
N
an Y3 (r) = }

Los coeficientes {qi}, que son inicialmente desconocidos,

son los valores de la solucidén en las intersecciones o nodos
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de los elementos.
De acuerdo al criterio de minimizacién conocido como

(6),

colocacién la funcién residual, L(ya), es reducida a

cero en los nodos de los elementos
(18) fL(ya) (r—ri)d3r =0

en donde é(r-ri) es la funci6n delta de Dirac.

Aunque en principio, el dominio de la funcibén y(r) es
infinito, podemos imponer una condicibn asint6tica sobre la
ecuacidn integral (15). Esto es, requeriremos a la funcién
y(r) tomar una forma asint6tica para valores grandes de r.
La posibilidad mis simple consiste en suponer que la funcidn
se haga cero para r mayor que un cierto valor R. Los efectos
de esta condicifn asintética sobre la 'solucién, pueden ser
estimados variando el valor de R.

Para resolver la ec. (15), es posible dividir el inter-
valo 0 <r <R en elementos finitos elegidos adecuadamente y

usar una base de funciones lineales definidas por

. (r-rj_l)/(rj—rj_l), r., .<rsr,.,
pl(r) = (rj+1-r)/(rj+l—rj) rorysrsry

. 0 en el resto.

en donde rj es el valor de r en el nodo j. La localizaci®n

de los nodos, (rj}, puede elegirse de modo de concentrar més
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elementos en aguellas porciones del dominio en donde la fun-
cién varfa m8s fuertemente. Si se desea obtener una aproxi-
macifn mejor a la solucibn, es posible buscar posiciones 6p-
timas para los nodos o simplemente incrementarlos en n@nero.
Para formar el sistema de ecuaciones algebraicas

F, ( ay ;2,8 =0, 1i=1,...,N, para los coeficientes del de-
sarrollo (17), es necesario sustituir a esa aprox1mac16n en
la ec. (15) y aplicar el criterio de minimizacién dado en la
ec. (18)., Este conjunto de ecuvaciones no-lineales puede ser
resuelto por un método iterativo, como el de Newton} por
ejemplo. Como es bien sabide, el método de Newton proporcio~
na un sistema lineal de ecuaciones para los coeficientes del
desarrollo en la iteracién n+l, en términos de los mismos
coeficientes en la iteracién n. En notacibn compacta, esto

es

g(a(n)) (a(n+1)_a(n)) (n))

= - F(q

en donde J es la matriz Jacobiano. Ese proceso iterativo
debe continuarse hasta que la norma Euclideana(7), de la
diferencia entre dos iteraciones sucesivas se vuelve menor

que un nfimero pequefio, A, estipulado previamente,

- N 1/2
l (l‘l+1) (n)l = 2 (q(n+1)_q(n))2 < A.

R 3

(0)

Este proceso requiere una estimacibn inicial a suficien~
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temente precisa para caer en el dominio de convergencia del
método. Encontrar una buena aproximacidn inicial puede ser
dificil en algunos casos, pero es frecuente que se tengan
soluciones asint6ticas para algGn valor limite de los pari-
metros. Una vez que se ogtiene la soluci6n para ciertos va-
lores de los pardmetros, es posible contar con bqenas aproxi-
maciones iniciales para otros valores de los mismos, median-
te una técnica de continuacibn paramétrica. Si, por ejemplo,
se desea obtener la solucién §(u0+Aa) del sistema algebraico
en un valor del parémetro a, u0+Au, cuando ya se cuenta con
la solucibn q(ao) en el valor LTy podemos‘resolver el siste-

ma lineal dado por
Z(Qlug)) (@lagraa) ~qlay)) = ~&lalay)),
en donde
G, (dlag)) = OF,/da

Esta iltima derivada se evalfia en a = age

4. RESULTADOS(3)

Para ilustrar la velocidad y precisién del método, asi
como las cualidades predictivas de la ecuacibn integral re-

suelta, en esta seccibn presentaremos algunas soluciones de
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la ecuacibén integral (MSA) para el modelo de interaccifn de
pozo cuadrado (1), con A = 1,5. Para 6btener esas soluciones,
se utilizé la estrategia de progresar isotérmicamente desde
soluciones de baja densidad hasta las de muy alta densidad
utilizsndo la técnica de continuacibn paramétrica descrita
anteriormente. Con el criterio de convergencia A = 10_6 se,
obtuvieron soluciones en una a tres iteraciones para saltos
en densidad reducida pu3 de 0.1. Es importante hacer notar
que ese poder de convergencia persistif incluso en las re-
giones del diagrama de fases tradicionalmente dificiles y
atin en la regién de inestabilidad termodindmica.

La convergencia lograda con el método de descrito, con-
trasta grandemente con la que se obtiene mediante el método
de iteracibn directa o de Picard que requiere hasta de va-
rios cientos de iteraciones paré lograr el mismo nivel de
preqisién a altas densidades y bajas temperaturas. Con 151
nodos igualmente espaciados y una distancia de corte R=7.50.
(La funcibn de correlacifn se supone igual'a uno para r >R),
se ocbtuvieron soluciones en 21 isotermas de temperaturas entre
fe = 0.0 y 2.0, La densidad reducida p03 se varib entre cero
Y f.OS. Esta filtima corresponde a un liquido muy denso. Es
conveniente analizar el comportamiento de las funciones h(r)
y c(r) en varias situaciones de temperatura y densidad. La
fig. (2) muestra la funcibn g(r) a tres distintas densidades
pc3 = 0.1, 0.4 y 0.7 a la temperatura supercritica ge = 0.6.

LA de menor densidad, 0.1, muestra una estructura casi
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inexistente. La de densidad intermedia. 0.4, muestra oscila-
ciones mds pronunciadas que se vuelven mucho mis notables en
la de alta densidad, 0.7. Las tres funciones tienen un com-
portamiento oscilatorio en el que la posicifn del primer
pico se desplaza a valores de r/¢ menores conforme aumenta
la densidad. El valor de g(r) en contacto, g(o+), se incre-
menta muy notablemente con la densidad. La fig. (3) muestra
las funciones c(r) correspondiente a los mismos tres puntos.
En este caso es el valor de ~-c(0) el gque se incrementa nota-
blemente con la densidad.

Para mostrar el efecto de la densidad sobre las funcio-
nes de correlacién en una temperatura subcrftica, en la
fig. (4) aparece la g(r) en las mismas tres densidades ante-
riores, es decir, po> = 0.1, 0.4 y 0.7 para Be = 1.7. Esta
Gltima es una temperatura cercana a la del punto triple del
sistema de pozo cuadrado. Nuevamente se presenta una estruc-
tura que va hacié&ndose m&s y mis pronunciada conforme se in-
crementa la densidad. La funcién de densidad intermedia, 0.4,
' corresponde a un punto dentro de la regibn espinodal del
fluido, es decir, la compresibilidad isqtérmica,kT=%(8m@p&,
es negativa alli. Ese hecho se manifiesta en el alcance de
g(r). La fig. (5) muestra las funciones c(r) correspondién—
tes a los mismos tres puntos de Be = 1.7.

Por lo que se refiere a las propiedades termodin&micas,
puede decirse que hay una coincidencia casi total con. las

calculadas previamente por otros autores(s). De todas las
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cantidades termodindmicas, la compresibilidad isotérmica es
la m4is difficil de calcular con precisibn. S5in embargo, l;
coincidencia entre los cilculos hechos por Smith et.al.(s) y
los calculados con el presente método es excelente. -En la
regién de alta densidad y baja temperatura, Be = 2.0 y
p03 = 0.9, por ejemplo, los datos obtenidos en este trabajo
discrepan de los de Smith et.al. por menos del 0.3%.

La fig. (6) muestra la presi6n virial obtenida para
seis isotermas, tres de ellas subcriticas. En la Fig. (7) se
muestra la cantidad B(ap/ap)T para varias isotermas. En ella
se puede ver como a(ap/ap)T es positiva, para todas las den-
sidades, en las isotermas supercriticas. Conforme se dismi-
nuye la temperatura, las isotermas llegan a tocar el valor
cero en los puntos espinodales, éstos corresponden a los
méximos y minimos de las isotermas de presifn mostradas en
la fig. (8). La temperatura critica es aquella en la que

.B(ap/ap)T se vuelve cero una sdla vez.

Para una ecuacibn de estado del tipo van dér Waals,
como la que resulta en nuestro caso, es posible emplear la
construccibn de Maxwell para determinar la regi6n del equi-
1librio entre fases. En la fig. {(8) se han trazado en lineas
punteadas parte de las ramas vapor y liquido de la regibén de
coexistencia;

La regifn del diagrama termodindmico cercana al punto

critico es motivo de particular inter&s desde el punto de

vista ffsico., Utilizando el método presentado aqui se ha po-
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dido hacer un andlisis muy detallado del comportamiento pre-
dicho por la aproximacibn MSA para la compresibilidad isotér-
(9)

mica en esa regién . resultando ser un comportamiento "cl&-
sico" es decir, similar al de la ecuacién de estado de van

der Waals.

CONCLUSIONES

La relacidén de Ornstein-Zernike (1) con "cerraduras"
como las HNC (7), PY (8) y MSA (9) producen ecuaciones inte-
grales no-lineales. La finica forma de evaluar la naturaleza
de estas aproximaciones integrales es entender, como con
cualquier ecuacién no-lineal, la naturaleza de su espacio de
soluciones; esto es, el espacio de funciones aumentado por
los pardmetros, condiciones a la frontera o asint&ticas Yy
otras constricciones.

El método utilizado, basado en elemento finito y las
técnicas de residuos ponderados, resulta ser muy poderoso,
generan&o soluciones adn en regiones tradicionalmente diff-
ciles. M4s alin, con poco esfuerzo éomputacional adicional,
esta técnica puede proporcionar informacién acerca de la es-
tabilidad y sensibilidad matem&tica de la ecuacibn dependien-
do de los valores de los par8metros, asf como de las posibles

(2)

bifurcaciones que aparezcan en su espacio de soluciones,
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