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1. INTRODUCCION.

Un resultado fundamental en la teoria de las superficies de Riemann es

el teorema- de unformizacién de Koebe y Poincaré [Ko][Po]. Este teorema

establece que cualquier superficie de Riemann simplemente conexa es homeo-
morfa, mediante un homeomorfismo conforme, ya sea a la esfera de Riemann,
el plano complejo o el disco unitario abierto en el plano compiejo. Cada

2, el plano complejo C y el disco

una de estas superficies, la esfera S
unitario Ao posee una métrica riemanniana completa con curvatura 1, 0, y -1,
respectivamente. Con estas métricas 52, C y A son modelos de la geometria
eliptica_ (o esférica) euclidiana (o parabélica) y no euclidiana (o hiper-
b61lica), respectivamente. En realidad en el caso de la geometria eliptica
se toma como modelo el plano proyectivo.

Desde tiempos de Euclides se trat§ de demostrar que la dnica geometria
consistente del espacio era la geometria euclidiana. En particular, se
preguntaba si el postulado V era dependiente de los otros, es decir, si su
negacidn no conducia a contradiccién alguna. En la primera mitad del siglo
pasado fueron encontrados los primeros modelos de geometrias nd euclidia-
nas por los matemdticos K.F. Gauss (quien, desafortunadamente, no publicé
sus descubrimientos), N. Lobachevsky y J. Bo]yai. En estos modelos el
axioma de las paralelas (postulado V) deja de ser vdlido. Los primeros tra-
bajos de Lobachevsky datan de 1826 y sus publicaciones en e]vtema van de
1830 a 1840. Los trabajos de Bolyai empezaron alrededor de 1823 pero no
fueron publicados sino hasta 1832. En 1868, E. Beltrami demostrd due la

geometria hiperbdlica plana no es otra cosa que el estudio de las superfi-




cies simplemente conexas con una métrica completa de curvatura constante
negativa. En general, la geometria hiperbélica n-dimensional consiste del
estudio de Tas variedades riemannianas completas y simplemente conexas con
curvatura seccional constante y negativa. En este modelo los e]ementos 1i-
neales de Ta geometria, es decir, los puntos, rectas, planos,..., etc.,
son las subvariedades cerradas y totalmente geodésicaé. La posibilidad de
tal intefpretacidn se debe en gran parte a la teorfa de variedades riema-
nnianas iniciada por Riemann. Para una variedad de dimensign n con curva-
tura seccional constante K, Riemann da la expresion local de la métrica
mediante 1a férmula siguiente:

ds = [1+% [x§+ +xr2‘)]'1(dx§+ +dx§)1/2.

Si se considera el hemisferio superior de la esfera centrada en el ori-

gen de ]Rn+1, de radio a>0,

n _ n+l 2 2 _ 2
S+(a) = {(xl,...,xn+1)61R 3 Xpteotxo = a ,x1>0}
con la métrica
_ 2 2 172 -1
ds—K(dx1+...+dxn+1) X1 K>0,

entonces S:‘_(a) tiene curvatura constante negativa Yy es completa. Este es

el modelo de Beltrami.

Si Dngi_IRn es el disco unitario abierto

2+...+X2<1}:

n _ n,
D' = {xER ’Xl n



con la métrica

2

2 _ 2 2\4-2
ds” = 4[1—(x1+ ...4-xn)] (dx1

2
+ ..t dxn)

entonces, con esta métrica D" tiene curvatura seccional negativa y se ob-
tiene otro modelo de la geometria hiperbdlica n-dimensional. Este modelo
se obtiene del modelo anterior proyectando estereograficamente, desde el
polo sur, el hemisferio superior en el disco abierto de R" y en la litera-

tura se le conoce como el disco de Poincaré. Recomiendo al lector leer los

comentarios de John Milnor en su articulo [Mi].
Si M es una superficie de Riemann, el teorema de uniformizacibn implica
que la superficie de Riemann M, que recubre universalmente a M es analiti-

2, C 6 A . Del hecho anterior se sigue que M se ob-

camente equivalente a S
tiene de M al tomar el cociente de M con respecto a la accidn del grupo de
1os automorfismos del recubrimiento, en otras palabras, existe un subgrupo-
discreto, T, de automorfismos (homeomorfismos conformes) de M que actia
propia, libre y discontinuamente. en M y M se obtiene de M al identificar
como un solo punto a todos los puntos que estén en Ta misma 6rbita bajo la
accidon de r. Cuando M es A, se sigue del lema de Schwarz que cualquier
funcién conforme y biyectiva de A sobre A, que preserve la orientacidn, es
una transformacién de Moebius T de la forma indicada en la ecuacién (2.12)
de 1a préxima seccién. Ahi verificaremos directamente que T es una isome-
tria con respecto a la métrica de Poincaré. Como consecuencia, una conclu-
sién que se obtiene del teorema de uniformizacidn es la de que toda super-

ficie de Riemann cuya superficie recubridora universal es 4 tiene una mé-

trica con curvatura constante -1. Esta relacién entre la teoria de la va-




riable compleja, Ta geometrfa diferencial y las construcciones geométricas
que se apoyan en la geometria hiperb6lica,resulta sumamente fructifera.
Dada una superficie topolégica, metrizable y orientable M, existe un
atlas con el cual M es una superficie de Riemann en el sentido de la va-
riable compleja. Esta G1tima afirmaci6n la cual garantiza la existencia de
coordenadas locales isotérmicas es debida originalmente a Gauss, luego en
forma mds refinada a Korn [Kor], Lichtenstein [Li], y Morrey [Mo]. Una vez
mds, el teorema de uniformizaci6n implica que toda superficie orientable,

distinta de 52

y el toro T2, posee una métrica con curvatura constante

negativa. En virtud del teorema de Gauss-Bonnet, la finica obstruccién para
dotar a una superficie compacta y orientable con una métrica de curvatura
negativa es su caracteristica de Euler. De ahora en adelante 1lamaremos a
una métrica riemanniana compelta con curvatura seccional constante -1 una

estructura hiperbdlica. Diremos que M es una variedad hiperbélica cuando

ésta admita una estructura hiperbélica.

La teorfa de las superficies de Riemann demuestra que es posible dar a
una misma superficie dos estructuras hiperb6licas sin que necesariamente
exista una isometria entre Tas dos estructuras. Lo anterior es consecuen-
cia del hecho de que dos superficies de Riemann pueden ser homeomorfas sin
que necesariamente sean analiticamente equivalentes: existen subgrupos
isomorfos T y T' de isometrias del disco de Poincaré A, tales que r y r'
no son conjugados dentro del grupo de isometrias de A y tales que actdan
propia, libre y discontinuamente en A. Esta abundancia de estructuras hi-
perbdlicas en las superficies contrasta con 1a rigidez que existe en las

variedades hiperbdlicas de dimensidn superior a dos. E1 teorema de rigidez



de Mostow [Mo] implica que dos variedades hiperbflicas M1 y M2 tales que
dim M1 = dim M2> 2, con grupos fundamentales isomorfos y con volimenes
finitos son necesariamente isométricas;

si M" es una variedad hiperb6lica de la clase que investigaremos mas
adelante, entonces la variedad que recubre universalmente a M" es el disco
de Poinqaré D". Existe una proyeccién de recubrimiento n:Dna-Mn, tal que
m es una isometria local. La variedad M" es isométrica a D"/r, donde T es
un subgrupo discreto y sin puntos fijos del grupo de isometrias de p"
(siempre se supondrd que D" tiene la métrica citada anteriormente). De las
afirmaciones previas vemos que para que una variedad M posea una estruc-
tura hiperb6lica es necesario que el espacio recubridor universal sea "
(que es contractible) y, como consecuencia, es necesario que todos los
grupos de homotopia "i(M) sean nulos cuando i>1. E1 teorema de Mostow
puede ser parafraseado de la manera siguiente: supbngase que Dn/FP leVrz
son dos variedades hiperbdlicas con volidmenes finitos y que Iy y T, son
isomorfos, entonces, si n>2 existe una isometria ¢:D"/r1a-D"/r2.

E1 teorema de Mostow nos dice que el grupo nl(M) de una variedad hiper-

b61ica, con vollmen finito, determina por completo tanto la. topologia

como la geometria de M cuande la dimensidén de M es superior a

dos.

Recientemente William P. Thurston ha obtenido resultados profundos
sobre la existencia de estructuras hiberbé]icas en una clase muy amplia de
variedades topoldgicas de dimensidn tres. Las variedades tridimensionales
en las cuales Thurston ha encontrado estructuras hiperb6licas satisfacen,

en un cierto sentido, las hipdtesis minimas necesarias; por ejemplo, la




variedad debe ser recubierta universalmente por DB, el grupo fundamental
debe tener centro trivial y no contener subgrupos abelianos libres de ran-
go superior a dos, ademds, debe satisfacer hipétesis (como la de ser sufi-
cientemente grande en el sentido de Waldhausen) que garantizan el poder
aplicar métodos de variedades tridimensionales. Puede decirse que los teo-
remas de Thurston son Tos andlogos, en dimensifn tres, de el teorema de
uniformizacidon de Koebe y Poincaré. Thurston ha "uniformizado" a una infi-
nidad de variedades y este Togro formidable permitira eventualmente obtener
resultados importantes en el estudio de las variedades tridimensionales.
Como ejemplo citemos que una clase muy amplia de complementos de-nudos y
enlaces en 53 admiten una estructura hiperbélica (en el caso de nudos las
nicas excepciones son los nudos de tipo"satélite" y los nudos toroidales),
hecho con el cual fué posible demostrar la famosa conjetura de Smith sobre
la trivialidad del nudo que constituye el conjunto de puntos fijos de una
transformacidn periddica y diferenciable de S3 que tenga al menos un punto
fijo.

Las inotas de Thurston "The Geometry and Topology of 3-Manifolds" publi-
cadas en una versién preliminar por la Universidad de Princeton, contienen
una gran cantidad de resultados, ideas e informacién y son objeto de estu-
dio en seminarios organizados en muchas universidades del mundo. Las notas
de.Thurston requieren del lector, ademas de un gran esfuerzo, versatilidad
de conocimientos e intuicién geométrica, pero el paisaje hiperbdlico que
nos presenta Thurston es bello y profundo. -

Las presentes notas estdn basadas en los primeros cuatro capitulos de

Tas notas de Thurston y son producto del material que se tuvo que cubrir a



To largo de un seminario realizado en el Departamento de Matemdticas del
Centro de Investigacién y de Estudias Avanzados del IPN, en México. Parti-
ciparon en este seminario mis colegas E. Antoniano, D. Gallo y M. Porter y
muchas de las ideas en la presentacién del material y contenido de estas
notas son debidas a las discusiones y comentarios que se suscitaron duran-
te ese seminario. E1 G1timo mencionado también ayudd con la preparacidn
del manuscrito final. Qu%ero expresar aqui mi agradecimiento a mis colegas.
He tratado de hacer un poco mds accesible el contenido. de los primeros
capitulos de las notas de Thurston, expandiendo algunas de las ideas e in-
formaciones que estdn implicitas en ellas. Al hacer esto, estoy conciente
de que nunca Ta versidon de un aprendiz puede igualar a aquella de su maes-
tro, pero si con estas notas logro motivar al lector a estudiar las notas

de Thurston, consideraré mi propdsito mds que satisfecho.
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2. GEOMETRIA HIPERBOLICA PLANA

Hacia los finales del siglo XIX el método axiomdtico para fundamentar-
la geometria alcanzé un punto culminante con el libro, ahora cldsico,
"Grundlagen der Geometrie" de David Hilbert (publicado en inglés por Open
Court Publishing, La Salle, I]]inois, 1965, bajo el titulo "Foundations of
Geometry"). Hilbert se basa en conceptos primitivos tales como "punto",
"recta" y "p]aho" y en nocienes primitivas que relacionan Tos conceptos
previos, tales como la nocidon de "incidencia", la nocién de que un punto

P "quede entre" los puntos distintos A y B en la recta determinada por

ellos y la nocién de “"congruencia" entre parejas de puntos. Con estos con-

ceptos Hilbert establece axiomas sobre Jos cuales se apoya la geometria
euclidiana del espacio. Los postulados de Hilbert para la geometria eucli-
diana plana se dividen en cinco grupos:
1. Postulados de Conexi6n (o de Incidencia)
II. Postulados de Orden
III. Postulados de Congruencia
IV. Postulado de Paralelismo
V. Postulados de Continuidad.

Aunque no discutiremos aqui los axiomas de Hilbert, si conviene mencio-
nar que el grupo II permite orientar a cada recta y que una vez elegida
una orientacién en una recta es posible introducir un orden total en el
éonjunto de puntos della misma. Usando todos los Qrupos de axjomas, con
excepcién del V grupo, es posible introducir una “41gebra" con los segmen-

tos orientados de la recta, con la cual se obtiene un campo ordenado K.
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Los axiomas del grupo V dicen, en esencia, que el campo K tiene un orden
arquimidiano compelto y es, por lo tanto, isomorfo al campo de 1os nlimeros
reales. Una vez elegida una unidad de medida Yy usando el concepto de con-
gruencia se puede introducir una métrica (es decir, una nocién de distan-
cia en el sentido topoldgico) en el conjunto de puntos.

Para 1a'geometrTa n-dimensional, si n>3, se tienen ademds de las no-
ciones de "punto", "recta" y "plano", nociones de elementos lineales de
dimensién k (3=sk=n-1), por ejemplo, existen hiperplanos que son elemen-
tos lineales de dimensién n—l.>También se definen objetos geométricos tales
como angulos, dhgulos diédricos, rayos, po]fgonoé, semirectas, etc.

ET grupo V en realidad consiste de un solo poétu]ado, el de las parale-
las: |

V. Por un punto A exterior a la recta m pasa exactamente una recta

que no corta a m.
Los axiomas de 1a geometria eliptica plana se obtienen reemplazando
este postulado por el siguijente:

Vl‘ Cualquier pareja de recias distintas ¢ y m se cortan.

Los axiomas de la geometrfa hiperbdlica bidimensional se obtienen reem-
plazando V por el postulado:

la recta m pasan por lo menos dos rec-

V,. Por un punto A exterior

tas distintas que no cortan a m.

Otro punto de vista para desarrollar la geometrfa, introducido por

Sophus Lie, se basa en el concepto de grupo contfnuo de transformaciones.
Este punto de vista tuvo como su mejor abogado a Felix Klein, quien en su

"Programa de Erlangen” define Geometria en térmings de grupos continuos de
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transformaciones (grupos de Lie). Es importante describir, para cada tipo
de geometrfia, el grupo de isometrfas (o congruencias) asociado al mismo.
Un ieorema cldsico en la geometria diferencial, debido a E. Cartan,
dice que toda variedad riemanniana, completa, simplemente conexa, de di-
mensién n y con curvatura.seccional constante K, donde K = 0,1,-1, es iso-
métrica a]Rn, s" o al disco de Poincaré D" segiin K sea 0, 1, -1, respecti-
vamente GR" es el espacio euclidiano, con su métrica usual y " es 1a es-
fera unitaria en]Rn+1 con la métrica inducida). Como se habia mencionado
antes, E. Beltrami descubrid que Tos modelos para las diferentes geome-
trias no son otra cosa que variedades con curvatura seccional constante.
A continuacién vamos a seguir este punto de vista aunque, dadas las limi-
taciones de espacio de estas notas, no nos serd posible definir y demos-
trar todo. Se sugieren como referencias los libros de L. Ahlfors [Ah],
L.Santald [Sa], M. Do Carmo [Do 1] [Do], E. Lima [L 1] [L 2], W. Magnus
[Ma] asi como los articulos recientes de J. Milnor [Mil]y de N. Wielenberg
[Wi]. Naturalmente, la referencia principal es "The Geometry and Topology

of 3-Manifolds" de William P. Thurston [Th].

2.1. Geometrfa Eliptica.

Sea P" el espacio proyectivo de dimensidn n obtenido a partir de la es-

fera S" al identificar los puntos diametralmente opuestos y supdngase que
dotamos a P" con 1a métrica riemanniana m, inducida por la métrica estan-
dar de S". Si 7:S">P" es la identificacidn antipodal, entonces m es una .
proyeccién recubridora doble y a la vez es una- isometria local, con res-

pecto a la métrica inducida, por lo tanto, la métrica m tiene curvatura




12

seccional igual a 1. Con la métrica m, P es el ambito de la geometria
eliptica n-dimensional. Los puntos de P" son los puntos de la geometrfa,

las rectas elipticas son las 1ineas geodésicas de pl (es decir, las pro-

yecciones en p" bajo = de Tos circulos maximos de Sn); los planos y los
elementos Tineales en general son las subvariedades lineales proyectivas
de P" (en términos de coordenadas homogéneas proyectivas las subvariedades
lineales. son los subconjuntos de ph que son ceros comunes de sistemas de
ecuaciones lineales homogéneas), o sea, los subproyectivos de PN se puede
verificar (aunque éeria tedioso) que todos los axiomas de Ta geometrfia
eliptica n-dimensional son vdlidos. E1 grupo ortogonal 0(n+l) es el grupo
de isometrfas de S" y cada transformacidn ortogonal manda a cada pareja de
puntos antipodales de s" en una pareja de puntos antipodales y por lo tanto
induce una transformacién de P" que es una isometria. Reciprocamente, cada
isometrfa de P" se levanta a una transformacidn ortogonal. De lo anterior
se sigue que el grupo de isometrias de pn (con respecto a la métrica m) es

el grupo PO(n) de las transformaciones pﬁoyéctivas ortogonales. Como grupo

de Lie, PO(n) es isomorfo al grupo cociente O(n+1)/{I,-1} donde I es la
identidad y, -I'es la aplicacién antipodal. Obviamente existen transfor-
macionés proyectivas que no son isometrias y que permiteh transformar con-
figuraciones formadas con elementos lineales en otras configuraciones del
mismo tipo (1o que queremos enfatizar es el hecho de que hay colineaciones
elfpticas que no son isometrias). E1 grupo PO(n) acta transitivamente en
los elementos lineales de la geometria elfptica n-dimensional: dados dos
subproyectivos k-dimensionales existe una transformacién ortogonal proyec-

tiva que 1leva a uno en el otro. En esta geometria dos elementos lineales
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de dimensién complementaria siempre se cortan y todas las rectas tienen

longitud finita e igual a =.

2.2. Geometria Euclidiana.

Esta geometria es la que nos es mds familiar y perceptualmente mids in-
tuitiva: tiene como ambito al espacio euclidiano n-dimensiona]ﬁRn, con su
métrica usual. Los elementos Tineales de esta géometria son los subespa-
cios afines de R". EI grupo de isometrias de]anes el grupo de las trans-
. formaciones afines ortogona]es.AQ(n), es decir, transformaciones TR">R"

de Ta forma
T(x) # A(x)+b, beRM

donde A: R" +R" es una transformacién lineal ortogonal de R". Como en el.
caso eliptico, el grupo de isometrias de R" actda transitivamente en los
elementos lineales deith; dados dos sybespacjos afines L, ¥ L, de dimen-
sién k, (0<ksn-1), existe TEAO(n) tal que T(Ll) = L2.

En Ta geometria eliptica una colineacidén (es decir una transformacién
que aplique a toda terna de puntos colineales en otra terna de puntos co-
lineales) que preserva angulos es automdticamente una isometria, Esto no
es cierto en la geometria euclidiana, ya que la dilatacién T(x) = AX,
»€R, x €R", (» #0), preserva dngulos pero sélo es isometrfa cuando
A = #1. Esta es la razén por la cual no hay una unidad natural para medir
las distancias en la geometria euclidiana. En ]a»gepmetrfa eliptica una
unidad natufal serfa, por ejemplo, la ]6ngitud‘comﬁn de todas las rectas

elipticas (equivale a fijar Ta curvatura K>0).
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2.3. Geometrfa Hiperbdlica.

Esta geometria posee varios modelos, cada uno de los cuales tiene ven-
tajas para entender o enfatizar ciertas propiedades. Todos Tos modelos son
isoméiricos a una n-variedad riemanniana completa simplemente conexa con
curvatura negativa -K. Tales espacios tienen una unidad natural de medida
y es posible escoger 1a unidad de medida de tal suerte que Ta curvatura
del espacio sea precisamente igual a -1. A un espacio asi normalizado 16

11amaremos espacio hiperb6lico n-dimensional y To denotaremos H", Los es-

pacios H2 y H3 son 1lamados simplemente plano hiperbdlico y espacio hiper-

b61ico, respectivamente.

Empezaremos por definir el modelo de H2 T1amado disco de Poincaré y

enunciar algunas de sus propiedades.

2.4. DEFINICION. E1 disco de Poincaré de dimensién dos es el disco

02 = {{x,y) é]Rz;x2+y2< 1}, provisto con la métrica riemanniana conforme

cuya forma fundamental estd dada por:

ds? = 4(1-x2-y2)'2(dx2+dy2).

Aclaremos primero que quiere decir esta métrica. Dados dos vectores V
y W, anclados en el punto iéEDz, el producto escalar [V,W]Z, que define a
la métrica en el disco de Poincaré coincide con el producto escalar en R2
mu]tipficado por el factor (1-x2-y2)'2, si z = (x,y). Utilizando la iden-
tificacion (x,y) <+ x+iy, de ]R2 con el plano complejo C y usando notacién

de los nimeros complejos, la métrica viene dada por la férmula:
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2

(2.5) ds = 4(1-]2|%)2|dz|%; |z|<1.

En o futuro pasaremos libremente de ]Rz‘g Cvial

identificacién men-

cionada.

Si c:[a,b]—)-D2 es una curva diferenciable, entonces por definicién 1a

Tongitud hiperbdlica de ¢, denotada 2(c) estd dada por Ta férmula

b
(2.6) 2(c) = fCZ(l-lc(t)Iz)'lleI - j 2(1-]c(t)]2) e (e) |at,
da

donde ¢(t) es la derivada de la cantidad compleja c(t) con respecto a t.
En general si @cC es una region del plano complejo y si p:2 ~R es una

funcién positiva y de clase C, entonces una métrica del tipo siguiente:
(2.7) ds? = [p(2)1%]d2|%; zea,

se 1lama una métrica conforme. Ya que el dngulo o entre dos vectores vV, W

anclados en ze€q con respecto a una métrica arbitraria de2+2Fdxd_y+Gdy2 es
dado por [v-w]=lviliwicos o -donde [y.w] = Evlwl-kF(y1w2-+v2w1)-FGVZWZ y

1/2, se sigue que el angulo que forman dos vectores con respec-

i = (vev)
to a 1a métrica conforme coincide con el &ngulo euclidiano. Las Tongitudes
de las curvas, sin embargo, son distorsionadas debido a la presencia del
factor p de proporcionalidad. La curvatura gaussiana de la métrica (2.7)
es una funcion K:2 +~R que, para la métrica (2.7) estd dada por una formu-

la muy simple:

(2.8) K(z) = ~[o(z)T%(s(10g0) (2)),
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2 2
donde A = jLﬁ + iL? es el laplaciano. La demostracidn de (2.8) es un calculo
X Ay

directo usando el hecho de que las curvas coordenadas x = constante,
y = constante, son mutuamente ortogonales con respecto a la métrica (2.7) y
por 1o tanto con respecto a estas curvas los sfmbolos de Christoffel se
expresan en términos simples de las primeras derixfdas parciales de logp
(ver temma 4.2.4, pdg. 77 del libro de Klingenberg [K1i]).

Si aplicamos la férmula (2.8) a la métrica conforme (2.5) del disco D2

obtenemos la siguiente:

) ,
2.9. PROPOSICION. El disco D con la métrica (2.5) tiene curvatura constan-

te igual a -1.

2.10. Grupo de isometrias de D2,

Considérese una transformacién de Moebius

(2.11) T(z) = 2 ,

definida en el plano cbmp]ejo extendido y tal que a y b son nimeros comple-
. . ' !
jos que satisfacen |a|2-|b|2 = 1. Una tal transformacién aplica conforme-

mente a 02 sobre &1 mismo. La transformacién T puede también ser escrita

de la forma

(2.12) T(z) = el® 223

1-az

donde 6 es un nimero real y a es un nimero complejo tal que fal <1 (la
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barra indica conjugacién compleja).

2.13. PROPOSICION. Una funcién F:0% +D? es una isometria del disco de

Poincaré, que preserva la orientacién, si y solo si F es una transforma-

ci6n de Moebius del tipo (2.12). En particular, las rotaciones T(z)= e

son isometrias hiperbélicas.

ie z-a
: 1-az
muy sencillo implica la siguiente 1gua1dad:

DEMOSTRACION. Sea T = e y sean z;, z, dos puntos de DZ. Un cédlculo

T(z 2572,

1-zlz2

(2.14) I 1)-1(z,) |=

1-T(z)T(z))

La igualdad (2.14) nos dice que la funcidn

S:Ax A=A,
|21-22|
6(21,22) = —=

es invariante bajo transformaciones del tipo (2.12). Ahora bién, si

v:(-1,1)+A es una curva diferenciable tenemos

1| x(t)-y(0) ' =;| T(x(£))-T(v(0))
1-3e)v(0) | T 1T T(v(0))

Tomando 1imites cuando t +~0 se tiene
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- LLJ_Z L=/,
1-[y(0)|™  1-|T(v(0))|

La igualdad (*) nos dice que T preserva la norma, con respecto a la
métrica (2.5), de los vectores tangentes a curvas y esto, a su vez, impli-
ca que T es una isometria en el sentido de la geometria diferencial. Reﬁf-
procamente, supdngase que F:Dz-+D2 es una isometria (en el sentido de la
geometria diferencial). Entonces, F es diferenciable Yy preserva una métri-
ca conforme y por 1o tanto preserva dngulos euclidianos. Se sigue que F
debe satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir, F es una fun-

cién analitica de 02 sobre Dz. E1 lema de Schwarz implica que F es de la

forma (2.12) (Q.E.D).

NOTACION. Sea I(D2) el grupo de isometrias hiperbdlicas que preservan la

orientacién de Dz.

2.15. DEFINICION. Si M es una variedad riemanniana decimos que un subcon-

Junto LSM es una 1inea geodésica si L es la imagen de una curva gdeodésica

y:(a,b) + R, parametrizada por su longitud de arco y tal que el intervalo
(a,b) es maximal con respecto a estas propiedades (aqui se permite que

a=-o0queb=w),

Si y:[O,l]-)-D2 es una curva regular tal que y(0) = 0, v(1) =z # 0,

entonces la curva
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donde z = reie, tiene longitud hiperb6lica que no excede a la longitud
hiperbélica de y. De esto concluimos que las geodésicas que parten del
origen son curvas radiales y por lo tanto las 17neas geodésicas que con-
tienen al origen son de la forma Lr102, donde L es una recta que pasa por

el origen.

2.16. DEFINICION. ET haz tangente unitario sobre DZ consiste del conjunto
2

de todos los vectores tangentes a D®, que tienen norma hiperbélica uno.

Escribiremos Tl(DZ) para denotar a este haz. Sea p:-cl(Dz)-rD2 la proyec-
cidn candnica.
Si TE I(Dz), entonces su derivada, f, aplica difeomorficamente 11(02)

sobre Tl(DZ) y se tiene el diagrama

Por 1a regla de la cadena tenemos que si T = T2°T1, entonces %= %2°i1’

2

por lo tanto, via diferenciales, la accién de I(DZ) sobre D™ se levanta a

una accidn sobre 11(02).

2.17. PROPOSICION. E1 grupo I(D2) actla transitivamente en p y las dife-

renciales de los elementos de I(Dz) actdan transitivamente en 11(02).
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DEMOSTRACION. La demostracidn es practicamente evidente: si T es de 1la

forma (2.12) entonces T(a) = 0, luego, se puede transformar cualquier pun-
to a de D? en el oiigen. Por el otro lado, ya que 6 es el argumento de la
derivada de T en 0, variando 6 vemos’que cualquier vector unitario tangen-
te en a puede ser enviado en cualquier vector tangente a 02 en 0. De esto

se siguen las propiedades transitivas de I(Dz) (Q.E.D.).

geodésicas y por lo tanto las lineas geodésicas son los circulos ortogona-
2

les al circulo unitario st=q0? = {z€C;|z| = 1} (con mis precisién: las

11neas geodésicas son la parte de dichos circulos que estd contenida en
2) , l

D
DEMOSTRACION. Obviamente una isometria manda a una 1inea geodésica en otra
1inea geodésica, y una 1inea geodésica queda completamente determinada por
uno -de sus. puntos y un vector tangente en dicho punto. Ahora bien, las
transformaciones de Moebius mandan circulos en circulos o rectas, y son
isogonales (es decir, preservan angulos entré curvas). Las rectas que pa-
san por el origen son perpendiculares a st y por 2.17 toda geodésicaes la
imagen par una isometria de una geodésica que pasa por el or%gen. E] coro-
lario entonces queda demostrado si cdnsideramos a las rectas euclideanas
como un tipo especial de circunferencias (de radio infinito, si se quiere).
Nos apegaremos a este terminologia cuando sea conveniente en estas notas.

Sea C = CU{=} el plano complejo extendido. Identifiquemos en la manera
2

usual a C con la esfera S° mediante proyeccién estereogrdfica en la que =
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corresponde al polo norte. Sea J(z) = (2)"1 (con Ta convenci6n usual

J(0) = », J(=) = 0). La funcién J es la inversién con respecto a S{ Si z,w,

2, entonces la circunferencia que pasa por

son dos puntos distintos de D
los tres puntos z, w y J(z) pasa también por J(w) y es invariante bajo J.
Sea S{z,w) tal circunferencia. Ya que J deja invariante a S1 y a S(z.w) y
preserva dangulos, se sigue que. S(z,w) es ortogdna] a S~1 y S(z,w) es de
hecho la dnica circunferencia que contiene a z y w y que es ortogonal a §u
Recordemos que si z es un punto de 02 diferente del origen, entonces
z* = J(z) se construye fdcilmente con regla y compds. Si P, ¥ P, son los
extremos de la cuerda de S1 que es perpendicular al radio que pasa por z,

entonces z* es el punto donde se cortan las rectas tangentes a S1 que

pasan, respectivamente, por P1 y P2 (ver Figura 1).

1
Pareja de puntos inversos y un circulo ortogonal a S°.

2

Sean z,wEED2 puntds distintos y séa L(z,w) = S(z,w)nD%; L(z,w) es un

arco de circunferencia que es ortogonal a Sl.
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Ahora tenemos el modelo del disco de Poincaré de la geometrfa plana no
euclidiana: un punto no euclidiano es un punto de 02 y una recta no eucli-
diana es un arco del tipo L{a,b), es decir, 1a parte comiin con D2 de las

circunferencias ortogonales a BDZ (vef Figura 2).

Fig. 2

Rectas no euclidianas

2.19. Distancia Hiperbdlica.

Por definicidn la distancia hiperbdlica o no euclidiana de dos puntos

z,weiDZ, escrita d(z,w), se defire mediante la férmula:

(2.20) d(z,w) = inf 2(vy),
Y EQ
donde @ es el conjunto de curvas diferenciables y:[a,b]e-Dz, tales que
v(a) = z, y(b) = w.
Si ré;Dz es un punto en el eje real, entonces el infimo (2.20) que de-
fine a d(0,r) se alcanza con un arco geodésico cuya imagen debe estar con-

tenida en. el eje real, Tuego, la distancia d{0,r) estd dada por la férmula
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r

= 2dt _ 1+r
(2.21)  d(o,r) = jo 20t < vog 27

Con 1a formula (2.21) podemos calcular ficilmente la distancia hiperbd-

2

lica entre cualquier pareja de puntos 25 2y Sea T la isometria de D° de-

finida asi:

donde

‘- |22-21| (1-2122)

11-z;2,|  (z5-2;)

Se tiene |K| = 1, Tuego T es efectivamente de la forma (2.12). La trans-
formacion T envia a z, en el origen y a z, en el punto real t,

) |22-zl|

11-212, |
por lo tanto,

_ 1+t
(2.22) d(zl,zz) = log it -

Recordemos que la expresion,

(z1-23) (zp-2,)
(2.23) R(zl,zz;23,24) = 121:227. TEE:ZET

€,

es la razdn doble de la cuaterna ordenada (21’22’23’24)' Si T:C»C es una

transformacion de Moebius arbitraria, entonces
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(2.28)  R(zpszp2402,) = R(T(2;)5T(2,)37(23)4T(2,)),

es decir, toda transformaci6n de Moebius preserva la razén doble. Otra ma-

nera de escribir la férmula (2.22) es Ta siguiente:
(2.25) d(zl,zz) = log R(zl,22;23,24),

donde z3 Y z4 son los puntos donde S(zl,zzj corta a S! (se supone que
z; # 22) y los indices se escogen de tal forma que los puntos 205 295 23 Y
z, estén ordenados ciclicamente en S(zl,zz) (ver Figura 3). La formula

4
tiene sentido puesto que R(zl,zz;z3,24) es real y positivo.

23

Fig, 3
Zy4

La formula (2.25) puede tomarse como una segunda‘definicién de Ta dis-
tancia hiperb6lica. Usando esta férmula y la invariancia de la razén doble
bajo transformaciones de Moebius se puede redemostrar que las 1sometr7as
de p2 son del tipo (2.12).

Hemos definido 1a distancia hiperbdlica a la manera de la geometria di-

ferencial, tomando el infimum de las 1ongifudes de las curvas rectificables
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que conectan dos puntos (en realidad usamos curvas diferenciables pero
estc da la misma distancia), por lo tanto la distancia asi definida satis-
face los axiomas de distancia en el sentido topoldgico, en particular, la
desigualdad del tridngulo. Se puede demostrar directamente que la distan-
cia h%perbé]ica definida mediante 1a férmula (2.25) satisface la desigual-
dad del tridngulo y que el espacio métrico obtenido es completo. E1 teore-
ma de Hopf-Rinow implica que una variedad riemanniana es completa siy solo
si toda geodésica se puede prolongar para tener como dominio a todo RR.

Esta propiedad 1a verificaremos a continuacién.

Siy: 1R—+D2 es la curva
et 1 t
(2.26) y(t) = T tanh(f)
e +1

Se tiene;
- . 2e 12
(2.27)  2y(t) = —— = 1-[v(£)]".
(e71)

La 1magen de y es e] 1nterva1o real (-1,1) y este iﬁterva1o es una 1inea
geodésica. Puesto que la ecuacidn (2.27) 1mp11ca que los vectores tangeMms
a lo largo de y tienen norma hiperb61ica 1gua1 a uno, se sigue que y es una
geodes1ca parametrlzada por 1ong1tud de arco.

Una vez teniendo ]a geodes1ca (2.26) podemos encontrar la ecuac16n de

cualquier geodes1ca cualquier geodé51ca es de 1a forma

(2.28)  g(t) = T(y(ct)),

donde ¢ € R-{0} y TEI(DZ). Explicitamente,. si zoévD2 y V es un vector tan-

gente a Dz-en z, cuyo argumento es 8, ¥y cuya norma hiperb6lica es ¢>0,
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entonces la (lnica geodésica, Yy cuyo vector tangente en cero es V, tiene

por ecuacién (2.28), cuando T es

(2.29)  T(z) =e © 0

2.30. DEFINICION. Sea T(Dz) el haz tahgente a D y seat, (Dz) el p1a%o

‘o
tangente a 02 en el punto zotiDz. La aplicacifn exponencial E:T(Dz)->-D2 es

la funcién definida asf:

E(v) = v, (1).

La restriccién de E a T, (Dz) la escribiremos EZ T (Dz)->D2 y se llama

)
la exponencial en el punto z,.
Como tenemos una expresidn explicita de E,, usando las férmulas (2.28)

(0%)

OZO

y (2.29), se puede ver ficilmente que Ez T, N es un difeomorfismo:

0 0

2.31. PROPOSICION. La aplicaci6n exponencial EZ es un difeomorfismo para
. o
todo z €D. Ademds, la diferencial de E, en el punto z

0

o &3 la identidad.

La proposicién 2.31 es caracterfstica de las variedades riemannianas,
completas, simplemente conexas con curvatura seccional negativa (no nece-
sariamente constante). Esto es un teorema de E. Cartan (ver J. Milnor

“Morse Theory", Princeton University Press, Theorem 19.2, pag. 102).

2.32. COROLARIO. E1 disco de Poincaré p? £&s un espacio métrico completo,

con respecto a la distancia hiperb8lica.
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Ya que la funcién exponencia1 estd definida en todo el haz tangente, D2
es geodésicamente completo, luego, como corolario al teorema de Hopf-Rinow
se tiene que 02 es completo como espacio métrico (ver Corollary 10.10 deT
1ibro de Milnor).

En realidad no se necesita apelar al teorema de Hopf-Rinow, de hecho,
si {zn} es una sucesidn de Cauchy con respecto a la métrica hiperbélica
entonces por (2.22)

|z -z,
lim —1_ - o,
M- |1—znzm|
Ya que el denominador |1-znzm| es menor que 2, 1im|zn-zm| = 0, y 1a suce-
sién es de Cauchy con respecto a la métrica euclideana, convergiendo por
To tanto a algin punto z*. De nuevo por (2.22) tenemos

d(0,2,) d(0,z)

|2,] = (e (e a7

mientras por la hip6tesis original hay un Tndice N tal que d(zN,zn)< 1
cuando nzN. Luego d(O,zn) < d(O,zN)+1, y vemos que es imposible que

|zn|-+1. Hemos probado que 1*6502; y es fdcil demostrar que

Tim (zn,z*) = 0.
N->o

2.33. COROLARIO. Dos puntos distintos z, w estdn conectados por una dnica

geodésica parametrizada por longitud de arco (salvo desde Tuego por un

cambio de pardmetro de la forma t- t+c).

Ya habfamos observado que dos puntos distintos de 02 estdn contenidos
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en una {inica recta hiperb6lica ¥ esto implica el corolario.

Dados puntos distintos Z,.¥ 2z, de sl = aD? existe un Gnico circulo or-
togonal a sl que pasa por 2, ¥ 2z, (es el cfrculo que pasa, ademds, por
J(zl) y J(zz)). Este cfrculo determina una recta no euclidiana a la que
también 1lamaremos L(zl,zz). Los puntos z, ¥ z, se 11aman los puntos im-

propios de Ta recta o los puntos al infinito de la recta. Si Ly ¥ L, son

dos rectas hiperbdlicas, existen tres posiciones relativas segin (1) L1 Y
L2 se corten en D2; {2) no se corten en 02 pero tengan un punto al infini-
to comln; o bién (3) no se corten en 02 ni tengan algiln punto‘aJ infinito
comin. Esta tricotomia caracteriza a la geometria no euclidiana plana y
nos dice que por un punto exterﬁo a una recta éxisten dos‘c1ases de para-
lelas a la fecta que pasan por el puhto externo: aquellas que sin cortar a

Ta recta son, sin embargo, asintéticas a ella y aquellas que estén a dis-

tancia positiva de la recta.

2.34. DEFINICION. Sean L1 Y L2 dos rectas hiperbélicas. Se dice que L1 y

L2 son paralelas si tienen un punto comin al infinito., Se dice que L1 Y L2

son ultraparalelas si no se cortan en D2 y si no tienen punto al infinito

comin (ver Figura 4).

Notemos que en la definicibn (2.34) se utilizaron propiedades del mode-
1o en cuestidn, concretamente, realizamos ‘Tos puntos al infinito como pun-
tos de la circunferencia S!. Es posible introducir 1a nocidn de punto al

infinito de una recta de manera intrinseca, y esto 1o haremos ahora.
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paralelas ultraparalelas

Fig. 4

2.35. DEFINICION. Dos geodésicas yl(t) y yz(t) son positivamente asintéti-

cas si existen t1 y t2 en R y constantes s C positivas tales que:

tre

Si en la definicion se toma el 1imite cuando t-+ -~ entonces decimos que

Y1 ¥ v, son negativamente asintGticas.

La relacidn de ser positivamente asintdtica es una relacidn de equiva-
Tencia entre las geodésicas. Intuitivamente, una clase de equivalencia
consiste de geodésicas que convergen al mismo punto del “horizonte". Se
puede definir un punto al infinito como una tal clase de equivalencia. Tal
definicién es intrinseca. '

Dados una recta hiperb6lica L, que es la imagen de la geodésica v(t), y

un punto P externo a L, existen exactamente dos rectas paralelas a L que

pasan por P. En el modelo D2 esto es muy claro: Si zl,zzélsl son los pun-
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tos al infinito de la recta L(zl,zz) y si zEED2 es un punto externo a la
recta, entonces las circunferencias que contienen, respectivamente a las
ternas (zl,z,J(z)) y (zz,z,J(z)) son ortogonales a s y determinan rectas
que pasan por z y que son paralelas a L(zl,zz) (ver Figura 5); Estas dos

rectas son constructibles con regla y compés.

‘Las dos paralelas que se mencionan en el pdrrafo anterior se pueden

construir intrinsecamente usando el siguiente:

2.36. LEMA. Sea y(t) una geodésica parametrizada por su longitud de arco

Y gue no contiene a z en su imagen. Sea para cada u € R, yu(t) la geodési-

ca gque empieza en z y gue pasa por y(u). Sea V(u) = y,(0) el vector tangen-

te a v, en z y supdngase gue cada v, estd parametrizada con su longitud de

arco. Entonces existen los 1imites

1im V{u) = Vs

U~ to

y los vectores V. y V_ determinan a las dnicas geodésicas gue sonasintéti-
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cas a y (ver la Figura esquemitica 6).

Y . Fig. 6

DEMOSTRACION. Para cada u,v € R considere el tridngulo hiperb6lico que
tiene como vértices a los puntos z, y(u) y y(v). Sean A(u,v), B(u) y C(v)
lTos dngulos internos del tridngulo, en los vértices z, y(u) y y(v), res-
pectivamente. Sean a(u,v), b(v) y c(u) las longitudes de los lados opues-
tos a A, B y C, respectivamente (Eigura 7). Evidentemente, tenemos

a(u,v) = |u-v|. Tenemos la siguiente desigualdad que proviene de la trigo-

nometrfa hiperbélica Y que serd demostrada posteriormente:

(2.37)1 bz(v)-cz(u)-]u—vl2 s 2b(v)c(u)cosA{u,v).

A(u,v)
b(v)

c(u)

Fig. 7 ' a(u,v) C(v)

B(u)
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Si se aplica la desigualdad del tridngulo a 1os.pdntos w=rv(0),zy

y(u), se obtiene
c(u) = |u| +d(z,w).
Usando un razonamiento andlogo obtenemos
b(v) < |v] +d(z,w).
Tstas dos desigua1dades asi como la desigualdad (2.37) implica que

(2.38) 1im cosA (u,v) =1
U~
U+

Por lo tanto, existe

Tim V(u) = V_

U+ o
La demostraci6n de Ta existencia de V_ es andloga. E1 lector puede ve-
rificar las propiedades de unicidad. (Q.E.D.)
En el lema anterior e dngulo entre 1}3 direcciones asintéficas Vo y v
siempre es menor que w, a mMenos qué z pertenézca a la recta L. Esta propie-
dad nos da otra diferencia con la geometrfa euclidiana. Un observadbr hi-

2 moverfa su cabeza un dngulo estric-

perb6lico bidimensional situado en D
tamente inferiof a = para observar a todos los puntos de una recta.

Algunas propiedédes de .7a geometria euclidiana siguen siendo v&lidas en
Ta geométria hiperbdlica (de‘hecho, todas las concTusiones que se pueden
deducir 16gicamente Sin_e1'uso del Postulado de Paralelismo). Por ejemplo,
el lugar geométrico de los puntos del plano hiperbélico que equidistan de

dos puntos distintos z, w, es la recta hiperbGlica que bisecta al segmento

hiperb6lico determinado pro z, w y que es perpendicular a‘dicho segmento.
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Dicha recta también se 1lama la mediatriz del segmento. Si denotamos con
[z,w] el segmento determinado por los puntos z, wy si P es el punto en
este segmento que equidista de z y w, entonces mediante una isometria se
puede 1levar P al origen. Efectuando una rotacidn en el origen el segmento
[z,w] se puede transportar isométricamente en el segmento, [at-ai], del eje
imaginario. Ya que la conjugacién H(z) = z (aunque no preserva orientacién)
es una isometria hiperb6lica, se sigue que la recta (—1,1)§;D2 es ei lugar
geométrico de los puntos que equidistan de ai y ai y también es 1a media-
triz de dicho segmento.

En 1a geometria hieprb6lica también sigue siendo cierto que las rectas
notables de un tridngulo son .concurrentes: las mediatrices, las bisectri-
ces interiores, las alturas y las medianas de un tridngulo hiperbdlico son
ternas de rectas hiperbdlicas concurrentes. En general los tres puntos
donde concurren las alturas, las medianas y las medfatricés\no son coli-
neales en la geometrfa hiperbdélica (a menos de que el tridngulo sea isdsce-
Tes), 1o que demuestra que Ta recta de Euler en geometria euclidiana debe

su existencia al axioma de Tas paralelas,

2.39. PROPOSICION. Dado zesD2 y la recta hiperbélica L existe una y sélo

una recta que pasa por z y que es perpendicular a z.

DEMOSTRACION. La propiedad que queremos demostrar es invariante bajo iso-
metrias. Sea T una isometrfa que transporta a z al origen; Si T(L) contiene
al origen entonces T(L) es un didmetro euclidiano de Dz, menos sus extre-

mos; y s6lo hay una recta hiperb6lica ortogonal a T(L) que pasa por el
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origen. Si T(L) no contiene al origen, entonces T(L) es un arco de una cir-
cunferencia S del plano con centro a # 0. La dnica "circunferencia" eucli-
diana 2 que pasa por el origen y es ortogonal a S es la kecta euclidiana

que pasa por a y 0. Por To tanto la Gnica recta hiperbdlica que pasa por 0

y es ortogonal a T(L) es 2 € Dz. (Q.E.D.)

2.40. PROPOSICION. La distancia hiperb6lica del punto z a la recta hiper-

b6lica L es igual a la distancia de z al pié de la perpendicular de z a L.

DEMOSTRACION. Sin perder genera]idad se puede suponer que z es el origen.
Si L.contiene al origen no hay nada que demostrar. La distancia del origen

a un punto weD? es

1+|w|
2.41) d(o,w) = 1o
( ‘ g 1-Tw]

Recuérdese que si SS;D2 es un subconjunto, entonces d(0,S) es por defini-

cion la cantidad

-d(0,S) = Inf d(0,w).
wes

Si |w;| = |w,| entonces

1wy ] 1|

1-|w1| 1—|w2|

Tuego,

1+c

d(O,S) = 109 T-_C

donde
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c = Inf |w].
WES

Por 1o tanto,
d(0,L) = Inf |w|.
WEL
Geométricamente 1a demostraci6n de 2.40 ahora es muy clara: existé un dnico
punto P€L tal que d(0,L) = d(0,P); P es el punto donde el segmento eucli-
diano que une a P con el centro de la circunferencia que determina a L
corta a L (ver Figura 8). E1 punto P es el pié de la perpendicular hiper-

b6lica de 0 a L. (Q.E.D.)

Fig. 8

2.42. Discos y Circunferencias no euclidianas.

si zep? y rz0, entonces 1a circunferencia no euclidiana centrada en

z y de radio r, designada con el simbolo Sr(z) es el lugar geométrico de
los puntos -de D2 cuya distancia hiperbdlica a z es r. Usando la férmula

(2.41) vemos que

5,.(0) = {zenz; z =-er—‘1},
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es decir, Sr(O) es una circunferencia euclidiana centrada en el origen y

de radio euclidiano

Tenemos que la familia {Slr,(O)}M;0 es e1‘conjunto de circulos centradds
en el 6rigen y contenidos en Dz. Las 1fneas geodésicas qﬁe pdsan por el
origen son ortogonales a esta familia. Si T€ I(Dz) entonces SF(T(z)) =
= T(Sr(z)), por to tanto, si T(0) = z, tenemos Sr(z) = T(Sr(O)). Puesto

que T préserva circulos y angulos tenemos:

2.43. PROPOSICION. Para cada z € D? y cada t>0, Sr(z) es un circulo eucli-

diano. La familia {Sr.(z)}r‘20 es ortogonal a las 1ineas geodésicas que pa-

san por z (ver Figura 9).

. ~
Fig. 9 / 2% =0(z)"®
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Notese que aunque Sr(z) es un cfirculo euclidiano su centro y su radio
euclidianos no son necesariamente z ni r,respectivamente. La familia

{Sr(z)} es la parte en 02 del haz de los circulos de Apolonio con vér-

rz9
tices z y z* = J{(z).
Sr(z) consiste de los puntos waD2 que satisfacen Ta ecuacidn

|w-z|

v el
[1-2w] &'+
E1 disco abjerto hiperbdlico, centrado en z y de radio r, denotado
Dr(z) es el conjunto de puntos cuya distancia hiperb6lica a z es menor que

r, es decir,

<

lw-z|  r
|1-zw]  e"#1

DJZ)={W€¥;

Dr(z) tiene como frontera a Sr(z) y es un disco euclidiano de C cuyo
centro no es necesariamente z (ni su radio necesariamente r).

Cuando {zn} es una sucesidn de D2 y {rn} es una sucesidn de reales no
negativos tales que {zn} tiende a un punto zoé.aD2 yra+ey tales que la

sucesion

converja a un real positivo, entonces {Sr (zn)} es una sucesién de cfrcu-
n

Tos que converge a un circulo tangente a 302 e interior a 3D2 (ver Figura

10). Tales cfrculos se 1laman oriciclos y juegan un papel importante en 1la

geometria hiperbdlica. Se puede decir que los oricicios son circunferencias
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Pig. 10

no euclidianas de radio infinito y con centro al infinito. Una definicién

intrinseca y mds precisa es la siguiente:

2.44. DEFINICION. Un oriciclo es una curva que corta ortogonalmente a to-
das las geodésicas de una clase de equivalencia de geodésicas posit#vamen-

te asintéticas (ver Figura 11).

Las isometrias de 02 actdan transitivamente en el conjunto de ariciclos.
E1 subgrupo de Tas isometrfas que fijan a un oriciclo h actla transitiva-

mente en este oriciclo. Pado un vector tangente unitario Vet (D,) existe
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un y sé6lo un oriciclo tangente a este vector.

2.45. Modelo del hemiplano superior.

Sea H2c ]R2 el hemiplano superior:

2

2 = ((x.y) € R%;y > 0.

Démosle a H2 1a métrica

- : 2,2
(2.46)  ds? = MY
y

H2 con la métrica (2.46) es geodésicamente completo y tiene curvatura

constante -1. E1 modelo se 1lama hemiplano de Poincaré y es muy itil para

efectuar ciertos cdlculos en geometrfa hiperb61HCa. La transformacion de

Moebius

(2.47)  T(z) = —i—};—}

aplica conformemente H2 sobre D2 y alin mds, T es una isometria. Por esta
razén, H2 es completo y tiene curvatura constante -1. La métrica en H2 es
también una métrica conforme.

En 1o que sigue escribiremos simplemente H en lugar de Hz.

Como la transformacién T 1leva geodésicas en geodésicas, circulos en

circulos y preserva dngulos, tenemos la siguiente:

2.48. PROPOSICION. Las 1ineas geodésicas en el modelo H son los circuios
ortogonales al eje real (como siempre, consideramos 1a$ rectas perpendicu-

lares al eje real como circulos) (Figura 12).
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£ N b

Geodésicas en X Fig. 12

Usando notacién comp1ej$ tenemos
H={z€&C;Im(z) >0}

y la métrica se escribe

\ ds? = _LQELE__

La curva y(t) = iet parametriza al semieje imaginario positivo y es una
geodésica parametrizada con su longitud de arco. Transportando esta geodé-

sica con isometrfas es facil encontrar la ecuacidn de cualquier geodésica.

2.49, PROPOSICION. E1 grupo de isometrias que preservan la orientacifn de

H es el grupo de transformaciones de Moebius

_ aztb
(2.50) T(Z) —E—ZTC‘ .
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tales que a,b,c,d € R y ad-bc = 1.

DEMOSTRACION. En efecto, como 1a m&trica en H es conforme, toda isometrfa
debe de ser una funcién analftica que preserva el hemiplano superior, lue-
go, toda isometrfa es una transformacién de Moebius. Una transformacidn de
Moebius que preserva al eje real debe tener coeficientes reales. Si, ademds,
preserva el hemiplano superior la matriz asociada a 1a transformacidn de
Moebius debe tener determinante positivo. Toda transformacidén de Moebius
con coeficientes reales y determinante positivo se puede escribir en la

forma (2.50). (Q.E.D.)

NOTA. E1 grupo completo de Tas isometrias de H que preservan o no la
orientacién de H estd generado por 1a simetria (x,y)~ (-x,y) y las trans-
formaciones del tipo (2.50). Para simplificar la discusion "isometrfa"
significard isometria que preserva orientacion.

Designemos con el sfmbolo I{H) al grupo de las isometrias de H. Este
grupo es isomorfo al grupo-de matrices reales 2x2 al identificar cada ma-
triz con su negativa. Sea SL(2, R) el grupo de matrices 2x2 con determi-

nante uno. Ya que 02 es isométrico a H tenemos

1(0%) = I(#) = SL(2, R)/{I,~I} = PSL(2, R),

donde 1as dos primeras igualdades indican isomorfismos y la G1tima define

a PSL(2, R) quien es Tlamado grupo proyectivo especial lineal y es un gru-

po de Lie de dimensién tres y, por lo tanto, una isometria queda determi-

nada por tres nimeras reales.
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Para cada ndmero real r, la translacién euclidiana T(z) = z+r y la

homotecia euclidiana T(z) = rz, (r>0), son isometrias de H.

En el modelo H Tas semirectas ortogpna]es al eje real son 1ineas geodé-
sicas que parametrizadas por su longitud de arco de tal forma que la parte
imaginaria sea creciente son todas positivamente asintdéticas. Estas rectas
determinan un punto impropio al que 1lamaremos . Para cada punto t en el
eje real se tiene una clase de geodésicas asintéticas, a saber, todas las
semicircunferencias, ortogonales al eje real, contenidas en H y que pasan

por t (ver Figura 13).

(t =)

i

t

Los puntos al infinito los podemos pensar como puntos de RU{~}, donde
R denota al eje real.

Los'oricic]os'que corresponden al punto = son las curvas de H que cor-
tan perpendicularmente a todas las rectas verticales, es decir, los orici-
clos asociados a = son las rectas horizontales y = ¢, donde ¢ es una cons-
tante positiva. Para puntos distintos de « 1os oriciclos son las circunfe=
rencias euclidianas contenidas en el hemiplano superior cerrado y tangen-
tes al eje real (hay que suprimir, obviamente, el punto de tangencia, ver

Figuras 14 y 15).



43

o TN
SN\

v

oriciclos que corresponden a una clase de equivalencia
de geodésicas.

Sea h el oriciclo que tiene por ecuacidn y = c, c>0 y sea z = a+ib un
punto en H. Sea y(t), astsp una curva diferenciable tal que y(a) =z y

v(B)E h. Se tiene

B B
2ly) = j <x(t)2+y(t>2)“zty(tn'ldtsj ly(t) | Iy(t)] Lat,

o o

donde y(t) = (x(t),y(t)), por To cual se tiene:



44

2(y) = |Togb-1logc|.

Por el otro lado, d(z,a+ic) = |logb-logc| (d es 1a distancia hiperbé-

lica-en el modelo H). Concluimos 1o siguiente:
(2.51) d(z,h) = |Togb-1logc|.

De la férmula (2.51) se sigue:

2.52. PROPOSICION. Los oriciclos hl’ h, que tienen por ecuaciones y = oF

y = ¢, (con €ysCy > 0) son curvas equidistantes de H que estdn a distancia

hiperbdlica |logc, - logc,].

E1 adjetivo "equidistante" que usamos en la proposicidn anterior quiere
decir que la distancia hiperb6lica de un punto variable de h1 al oriciclo

h2 es constante.

2.53. Vecindades tubulares de 1fneas geodésicas.

Sea L la 1fnea geodésica que corresponde al semieje imaginario positivo

en el modelo H. Sea 6§>0 y sea TG(L) definido asf:

TG(L) = {z € H; d(z,L) < &8},

TG(L) es la é-vecindad o 1a 6-vecindad tubular de L.

2.54. PROPOSICION. La §-vecindad tubular es el conjunto de puntos de H que

estdn en el sector
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(z€H;-a <arg(-iz) <a}, donde o = 2 tan"'(¢’) -1 .

DEMOSTRACION. Como ya se vi6 antes, la distancia no euclidiana de un punto
z a una recta no euclidiana L0 es igual a la distancia no euclidiana d(z,w),
donde w es el pié de la perpendicular de z a w. Las rectas no euclidianas
perpendicuTareé al eje imaginario son las semicircunferencias centradas en
el origen y contenidas en H. Para cada g tal que-%> B >0 todos los arcos
de estas circunferencias que quedan comprendidos en el sector -g<arg(-iz)<g
son isométricos puesto que se puede transformar cualquiera de estos arcos
en cualquier otro, mediante isometrias del tipo T(z) = az,-donde a es un

real positivo (ver Figura 16).

Fig. 16 vA

Todos los arcos son
isométricos

v

En el modelo H Ja distancia entre dos puntos 2y, 2y, estd dada por la

férmula:
(2.55) d(zl,Zé) = log R(zl,zz;z3,z4),

donde 23y z, son los puntos en Tos que la Tfnea geodésica que une a 2,y
z, corta a RU{=}; los puntos z,, z,, z3, z, estdn ordenados ciclicamente

en RlJ{w}==Sl. La férmula (2.55) es consecuencia de 1a férmula (2.25)
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puesto que la transformacién (2.47) preserva la razdn doble. Volviendo a
1a demostracidn de (2.54), vemos que la distancia del punto z = re'®c H a

la recta L es:

d(z,L) = log R(ri,re1e;r,~r) = log R(i,e1e;1,—1)

Si 0<eg% ,
luego,
_ seng | _ ) , 3
d(z,L) = 1ogl T-cos el = log tan( 5 Y, si 0<a8 £3
y.

Nz¢)z1oguﬁ@%%,si%<e<n.

Por 1o tanto,

(2.56) § = d(z,L) = log tan(“tfa),

’ >
donde 0 <d‘f% es el dngulo que forma la recta euclidiana 0z con el eje

imaginario positivo. De 1o anterior se sigue inmediatamente la proposicidn.
(Q.E.D.)

N6tese que en el curso de Ta demostracién de la proposicidon (2.54) he-
mos demostrado algo mas: el lugar geométrico de los puntos que equidistan
de la recta L con una distancia & consiste de dos semirectas euclidianas,
contenidas en H, con vértice en el origen y formando un angulo a con L

(vér Figura 17).
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Fig. 17

)

curva equidistante

Una curva que equidiste de una geodési;a en el plano hiperbélico se
T1ama un hiperciclo. En el modelo H los 8-hiperciclos (es decir, las cur-
vas que equidfstan de una geodésica una distancia &) son todas las circun-
ferencias y rectas euclidianas de H que cortan al eje real en un angulo
constante %'-a = q-2 tan'l(eé). Se puede demostrar fdcilmente que las iso-
metrias de H actlan transitivamente en el conjunto de’1os s-hipercicios y
que el subgrupo de las isometrias que fijan a un hiperciclo, actdan tfan-
sitivamente en este hiperciclo. Como corolario de las observaciones ante-
riores tenemos: las curvas de H que tienen curvatura geodésica constante k
son los circulos euclidianos que cortan en un dngulo constante al eje real

(esta constante se puede calcular en términos de k).

Tenemos dos corolarios de 1a proposicién (2.54):

2.57. COROLARIO. Si L es una Tinea geodésica arbitraria entonces la

s-vecindad tubular T6(L), es la regidn que contiene a L y que tiene como

frontera Tos dos arcos de circunferencia euclidiana que pasan por los pun-

(ver Figura 18).
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Fig. 16

Dos  §-hiperciclos como

frontera de TG(L)

2.58. COROLARIO. Sean L, y L, dos rectas hiperbélicas que son ultraparale-

las, entonces existe c>0 tal que

d(Ll’Lz) = inf d(z.,w) = c.
zeL1

w€:L2

En el modelo H, hemos visto que la é-vecindad del eje 1mag1nar1o p051—
tivo es un sector como e1 de la figura 16, Las 1magenes dP dicho sector,
bajo isomelrias de H son "lunas" como en la f1gura 18. Ya que el grupo de
isometrfas de H actda transitivamente sobre las 1ineas geodésicas se sigue
el primer coro]ar1o | |

Si L] y L2 son como en el segundo corolario, usando una 1sometr1a pode-
mos suponer que L, es el semieje imaginario positivo. Como L, es ultrapa-
ralela de L1 se sigue que sus puntos al infinito son nlmeros reales (dis-
tintos de =) del mismo signo y por lo tanto ex1ste una recta euclidiana
que pasa por el origen y que es tangente, en el punto P, al circulo que
determina a L2‘ Esta recta y su simétrica con resbecto aly determinan un

sector que es ajeno a L, y por lo tante L, estd a distancia positiva de
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L,. Esto demuestra el segundo corolario. De hecho, hemos demostrado més:

1
existe una dnica 1inea geodésica que es perpendicular a Ly y L2. Esta
inica perpendicular es la semicircunferencia en H2 que tiene centro eucli-

diano en el origen y que pasa por P.

Resumiendo:

2.59. PROPOSICION. Dos ultraparalelas en el plano hiperb6lico tienen exac-

tamente una perpendicular comin. La distancia hiperbdlica entre las dos

rectas es igual a la distancia entre los piés de la perpendicular comin a €lla.

\

En el modelo H se puede construir con regla y compds la perpendicular
comin a dos ultraparalelas. Sean C1 y 02 los circulos de C que determinan
a las 1fneas geodésicas. Sea E el eje radical de dichos circulos (el Tugar
geométrico de los puntos equipotentes con réspecto a los circulos). Enton-
ces E es una recta vertical que corta al eje real en el punto, digamos, Q.
E1 punto Q tiene que ser externo a alguno de los circulo y se puede cons-
truir una tangente, en el punto P, a este circulo. La semicircunferencia

con centro en Q y QUe pasa por P es la perpendicular comin (ver Figura 20).
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Cuando las semicircunferencias son concéntricas la perpendicular comln es

la semirecta en H perpendicular a R y con vértice en el centro.

Perpendicular comGn

Fig. 20

En el modelo D2 se tiene una construccidn andloga usando también ejes

radicales.

2.60. Areas.

Es posible desarrollar una teoria del &drea no euclidiana de figuras
planas basdndose exclusivamente en los axiomas de Hilbert, sin embargo,
basdndonos en 1os modelos concretos que hemos construido es mds facil de-
finir el drea de conjuntos medibles, en el sentido de Lebesgue, usando el
elemento de superficie (una 2-forma) que es inherente a cada modelo. Por
ejemplo, en el modelo del disco de Poincaré el elemento de superficie estd

dado por la 2-forma

(2.61)  dp = —AdXdy
)

en otras palabras, para cualquier conjunto medible QCIDZ, el drea de @,
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designada con el simbolo Ata), se obtiene mediante la férmula:

4dx-d
(2.62)  Ag) = u (17%}27 .

E1 elemento de drea en el modelo H es

(2.63)  dA = dxody

y el drea de un conjunto medible QCH se obtiene asy:

(2.64)  AlQ) = U %l .

Las formulas (2.61) y (2.63) provienen de la definicidn usual de ele-

mento de drea en la teoria de las superficies iniciada por Gauss. Si
2 _ 2 2
(ds)® = E(x,y)dx" +2F(x,y)dx-dy + G(x,y)dy

es el elemento de 1inea de una métrica riemanniana en una regidn del plano,

entonces el elemento de drea es:
dA = vEG-F2 dx-dy

Si a:[a,b]=H, a(t) = (x(t),y(t)) es una curva cerrada, simple y dife-
renciable en pedazos y si @ denota la regién.en H interior a @, entonces

el drea euclidiana de @, que denotaremos Ae(Q) se calcula asi:

b
A (a) = J y(t)%(t)dt.

Esta férmula es un caso particular de la férmula de Green. Para calcular
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el drea no euclidiana, A(Q), utilizando el teorema de Green se obtiene la

formula:

(2.65)  A(o) = J: 3%} dt.

Obviamente la férmula (2.65) no depende de las reparametrizaciones dea.

Apliquémos la férmula (2.65) para calcular el drea no euclidiana (o
hiperb6lica) de un poligono S cuya frontera es una curva cerrada simple
formada por un nimero finito de arcos geodésicos. Sean Opseee 50 los arcos

geodésicos que determinan la frontera del polfgono S (ver Figura 21).

Fig. 21

De la férmula (2.65) se obtiene:

~135

b, .
-t
A(S) = JTX‘()

dt,
L by, 7

donde ai:[ai,bi]—+H, ai(t) = (xi(t),yi(t)), es una parametrizacidn de o

Los arcos @; SOn arcos de circunferencias cuyos centros estén en el eje

real. Supdngase que a; pertenece al circulo centrado en el punto real C;

de radio rys entonces, o tiene una parametrizacién del tipo (ver Fig. 22):
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ai(e) = (r'].cose tepury sene ), By S0SYy,

Tenemos asf:
B " n B
J -(risen 9) rysenede = - )

1 Y.i =

A(S) =
1

I~

ahora bien, como 3S es una curva cerrada tenemos

A(S) = 'Y-i'B.i =
1

6. -27K,
1 i=1 !

)

ne-13

1

donde 6; son los &ngulos externos en cada vértiée.y K es el nlmero de ro-
tacidn de la curva. Se sigue del "Umlaufsatz" de Hopf, ya que la frontera
del polfgono es una curva simple, que K=1 (ver Teorema 2.2.1 de [K1i]).

Tenemos finalmente la proposicidén siguiente:

2.66. PROPOSICION. Con las notaciones previas tenemos el drea de S expre-

sada asf:
n
(2.67)  A(S) = (n-2)n- | o.,
i=1

donde n es el nimero de lados del polfigono cerrado simple y donde {¢;} son

Jos dngulos internos del polfigono.
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2.68. COROLARIO. EI. &rea hiperbélica de un tridngulo a, con angulos inter-

nos a, B, v €s:
(2.69) A(A) = n-0-B-v.

E1 miembro derecho de la igualdad (2.69) se 1lama el defecto del tridn-
gulo. E1 corolario nos dice que el drea de un tridngulo no degenerado es

igual a su defecto.

2.70. COROLARIO. E1 &rea de un tridngulo hiperbdlico nunca excede = y queda

completamente determinado por los dngulos del mismo. La suma de los dngulos

internos de un tridngulo hiperbdlico no degenerado es menor gue m.

E1 hecho de que el drea de cualquier tridngulo hiperbdlico esté acotada
por © contrasta con el caso euclidiano donde hay tridngulos de drea arbi-
trariamente grande. K.F. Gauss observd que el postulado de las paralelas
es equivalente a admitir la existencia de tridngulos de 4rea arbitraria-
mente grande. Por el otro lado, en la geometria euclidiana existen trian-
gulos con &ngulos iguales que no son congruentes. Wallis demostrd que el
postulado de las paralelas es equivalente a Ta existencia de‘triéngu1os

semejantes que no son congruentes.

NOTA. La proposicién (2.66) pudo haber sido demostrada usando el teorema
de Gauss-Bonnet y el hecho de que la curvatura de H es -1. De hecho, 1la

proposicidn da otra demostracidon de que H tiene curvatura -1.
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NOTA. La férmula (2.67) es vadlida también para poligonos impropios, es
decir, poligonos que tienen alguno o todos sus vértices en el cfrculo al

infinito (ver Figura 23).

=

Algunos poligonos impropios

2.71. DEFINICION. Un poligono fdeal es un polfgono con todos sus vértices

en el infinijto.

Fig. 24

Tridngulo ideal

La demostracidon de la férmula (2.67) en el caso de poligonos impropios
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procede asi: se trunca el poligono en cada vértice v; en el infinito, con
una circunferencia centrada en el vértice;v{ y de radio rs pequefio y
hacemos tender todos los r; a cero. Un c&lculo directo demuestra que el
irea de los pedazos que truncamos tiende a cero cuando los radios tienden

a cero (Figura 25).

//////////////////////IIIIIlllu:
Poligon

Fig. 25

geodésica que trunca

Poligono truncadc en el vértice impropio Vi
2.72. NOTA. Claramente los dngulos internos en los vértices impropios de

un poligono son cero. Por lo tanto el &rea de un poligono ideal de n lados

es (n-2)r. En particular el drea de un tridngulo hiperbdlico ideal es .

E1 drea de un cuadrildtero hiperbdlico cuyos lados no se cruzan es me-
nor que 2n (es exactamente 2w cuando el cuadrildtero tiene todos sus vér-
tices impropios). Por lo tanto, la suma de los dngulos internos de un cua-
drildtero propio es menor que 2m y esto sigue siendo vdlido para cuadrila-

teros cruzados como en Ta figura ésquemdtica 26.
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Fig., 26

a+tB+§+tu<ar

Historicamente, 1os cuadrildteros jugaron un papel importante en tratar
de probar el postulado de las paralelas. Esto es debido al padre jesuita
italiano Girolamo Saccheri (1667-1733) quién considerd cuadrildteros del

tipo presentado en la Figura 27:

Cuadrilitero de Saccheri

Excluyendo el axioma de las paralelas nada impide que o pueda ser agudo
u obtuso. En 1a geometria hiperbdlica o« tiene que ser agudo. Saccheri
puede ser considerado también como padre de la geometrfa no euclidiana.

Ahora probaremos algo mds fuerte que 1a afirmacién del Corolario 2.70.

2.73. PROPOSICION. Dados dos tridngulos hiperbélicos Ay ¥ b, con angulos

correspondientes iguales, existe una isometria del plano hiperb6lico que

1leva a uno en el otro (suponemos que los tridngulos no son degenerados).
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DEMOSTRACION. Primero notemos que hay una ambigiiedad en el enunciado pues-
to que tenemos que decir qué significa transformar un vértice impropio en
otro. Esto significa lo siguiente: hemos definido punto al infinito in-
trinsecamente como una clase de equivalencia de 1ineas geodésicas orienta-
das y una isometria manda clases de equivalencia en clases de equivalencia,
Tuego, toda isometria se extiende de manera Gnica a una correspondencia
biunivoca entre Tos puntos al infinito. Esto no depende del modelo y por

1o tanto somos libres de usar el modelo D2.

Ahora bien, sean 215 Zy5 23 y' Wis Wo, W los vértices de Al y A2,
respectivamente. Supéngase que Tos angulos internos en indices iguales son
iguales. Si los dos tridngulos son ideales entonces sea T:Ce-é la trans-

formacion de Moebius w = T(z) que satisface
R(T(z),wy3Wy5W3) = R(z,21525,25).

Si el orden ciclico, en Sl, de Wis Wy Y W coincide con el orden cicli-
co de 215 255 23, entonces T preserva a D2 y es por lo tanto una isometria.,
Reordenando los puntos siempre se puede lograr esto. Luego, Al y A2 san
isométricos. Existen 6 isometrias exactamente de Al en Az, tres que pre-
servan la orientacion y tres que la invierten. Las isometrias que invier-

ten Ta orientacidn son del tipo
R(w,wl;wz,w3) = (2,21;22,23),

Si uno de los tridngulos es propio el otro necesariamente es también

propio (no hay tridngulos propios, no degenerados con dngulo en un vérti-
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ce igual a 0 ¢ w). Usando jsometrias se puede suponer que Al y A2 tienen
al origen como vértice comiin y a dos segmentos radiales como lados (ver

Figura 28).

Fig. 28

2, T(z) = z podemos suponer que los tridngu-

Usando la isometrfia T:Dze-D
los tijenen la misma orientacién. Una vez superpuestos Ay Y A, hay dos

posibilidades como lo muestra la figura esquemdtica 29:

Fig., 29

Si al superponer los tridngulos no fuesen congruentes, se tendria un
cuadrildtero (que puede ser de los dos tipos sombreados en la Figura 29)
cuya suma de sus dngulos internos seria 2w, 1o que contradice la proposi-

cion 2.66.
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Dejo al lector verificar la proposicidn en el caso en el que By Y By

tienen vértices propios e impropios. (Q.E.D.)

NOTA. Si el lector prefiere una demostracion analitica de la proposicidn

puede hacer 1o siguiente: La transformacién T(z) = w que satisface
R(w,wyswyiws) = R(z,252,,23),

de dos tridngulos con angulos iguales en indices iguales y con la misma
orientacifén, preserva Dz. La demostracion usando cuadrildteros la hemos
tomado del bellisimo 1ibro de L. Santalé: "Geometrias no Euclidianas"

EUDEBA, Buenos Aires, 1961.

2.74. Angulo de paralelismo.

Como se ha visto ya, por un punto externo a una recta hiperbdlica
existe una y s6lo una perpendicular y exactamente dos paralelas a la rec-
ta, que pasan por el punto externo. Queremos calcular el &ngulo que for-
man estas paralelas con la normal, en funcidn de la distancia del punto
a la recta.

En el modelo H la pareja que consiste de una recta no euclidiana L y
un punto externo P, a distancia d de la recta, siempre puede ser llevada,
por una isometria a la pareja que consiste del semieje imaginario positivo
y el punto eie, donde 0< e<-% y log tan Iég = d (ver Figura 30).

El dngulo de paralelismo 6 de la recta L con respecto al punto externo

P, a distancia hiperbdlica d de 1a recta, es el dngulo que forman las pa-

ralelas a L, que pasan por P, con la normal de P a L. De la Figura 30,
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concluimos que las paralelas L1 y L2 por el punto P a distancia d de L
tienen dngulo de paralelismo ¢ = n—2tan'1(ed). (Por 1o tanto, el angulo
que forman las dos paralelas siempre es inferior a 7.) La férmula para ©
puede también escribirse en la forma mds bonita, debida a Lobachevsky,

siguiente:

(2.75)  tan % = e

Figz. 30 i 1

2.76. Unidad de medida.

Tanto en 1a geometria euclidiana como en la geometrfia no euclidiana
existe un dngulo privilegiado: el recto. Este &ngulo sirve como unidad
natural para medir dngulos. Sin embargo, en la geometria euclidiana no
existe una unidad natural para medir distancias, que se obtenga de los
axiomas de Ta geometria. Esto es debido al hecho de que existen figuras
semejantes que no son congruentes. Como contraste, en la geometria hiper-
bélica plana Tos modelos son superficies con una métrica completa de cur-

vatura constante negativa k y simplemente conexas (por lo tanto homeomor-
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fas a un disco de RZ). Fijar una unidad de medida ya sea de longitudes
o de dreas es completamente equivalente a escoger un modelo con curvatura

fija K<0. Resulta natural tomar K =-1.

2.77. Como se topologiza el "horizonte".

Si H es el plano hiperbdlico, es decir cualquier superficie complieta
de curvatura constanté -1 y simplemeni. rconexa, entonces, todas las geo-
désicas parametrizadas con su longitud <2 arco que parten de un punto
PEH estdn determinadas por su vector tangente en P. Ademds, toda geodé-
sica de H es positivamente asintética a exactamente una de Tas geodésicas
que empiezan en P. Luego, las geodésicas que emanan de P con velocidad
uno forman una clase completa de representantes de 1a relacidén de equiva-
Tencia de asintoticidad positiva.‘Por lo tanto, tenemos una corresponden-
cia biyectiva entre los puntos ideales y los vectores unitarios tangentes
a H en P. Estos vectores tangentes anclados en P tienen una topologia na-
tural con la cual forman un circulo (la topologia es Ta inducida en estos
vectores unitarios por el producto interno del p1ano'tangente a P). De
esta manera hemos topologizado el conjunto de puntos ideales con una mé-
trica que To hace isométrico al circulo unitario. Una isometrfa de H in-
duce un homeomorfismo del conjunto de puntos ideales con la topologfa an-
terior, es decir, cada isometria induce un difeomorfismo del circulo. La
topologia ciertamente parece depender del punto P puesto que la identifi-
cacion del "horizonte" con S1 depende de P, sin embargo, si se hubiése

1

escogido'otro punto, P-, Tas identificaciones difieren solamente de una

transformacidn proyectiva del circulo. No es dificil demostrar de que la
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accién de las isometrfas en el "horizonte" es equivalente a la accidn de

PSL(2, R) en Sl, es decir, a la accidn del grupo proyectivo PSL(2, R) en

1 1

ST =P,

2.78. E1 plano proyectivo Pz.

Recordemos que el b]ano proyectivo real RP2 o simplemente, P2 se

obtiene del plano euclidiano R2 afiadiéndole un conjunto de puntos ideaies

2 2

que forman Ta recta al infinito. Luego, P"= IR"UL_ donde L_, Tlamada

recta al infinito es el conjunto cuyos puntos son las clases de equivalen-
cia, en el conjunto de rectas euclidianas de Rz,que corresponde a la rela-
c¢ion de equivalencia de paralelismo entre rectas.‘E1 conjunto de rectas que
pasan por el origen es un conjunto completo de representantes para L_. Una

representacidn o realizacidn geométrica. concreta de IP2

es la siguiente:
Sea M un plano en el espacio euclidiano R3. Consideremos a 1 como el
op]ano IR2 al cual agregamos la recta ideal L_ como an el pdrrafo anterior
para formar un plano proyectivo ﬁ. Fijemos un plano I paralelo a 1 y una
esfera S con su centro en el punto O en Iy, de tal suerte que S es tangente

a Il en un punto que 1lamaremos A, como en la Figura 31.

Cada punto P de T determina una (nica recta L de IR3 que pasa por A.
Claramente L no estd contenido en Hl’ y reciprocaﬁente toda recta L pasan-
" do por A y de este tipo determina un Gnico punto P de . Por otra parte,
un punto de la recta al infinito L_ para It es por definicién el conjunto
[M] de todas las rectas de T paralelas a una recta dada M de 1. Existe
exactamente una recta L en ]R3 que pasa por A y que es paralela a M, es

decir, esta contenida en ms reciprocamente, toda L de este tipo determina
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una Gnica clase de paralelas de I, o sea, un punto al infinito de 7. He-
mos definido una correspondencia biyectiva entre My la familia de todas
las rectas L de BR3 que pasan por A, bajo Ta cual L corresponde a un punto
de I si y solo si no estd contenjdo en 1.

Ya que cada recta L que pasa por A intersecta a S en un par de puntos
antipodales Xy xz'obtenemos una segunda representacidn concreta de IP2,
como el espacio obtenido de S al identificar puntos diametralmente opues-

tos. Se podria suponer, desde luego, que S es la esfera unitaria centrada

en el origen.

2.79. Coordenadas y transformaciones proyectivas.

Dos puntos distintos X, y, de IR3,(distintos del origen) determinan una
recta que pasa por el origen si y solo si existe un nimero real, no nulo,
A tal que X = Ay. Sea "-" la relacién de equivalencia en R3-{0} definida

-

ast:
X~y <> existe AER, A # 0, tal que X = Ay.

Denotemos con RB-{O}/~ al espacio cociente bajo esta relacién de equi-
valencia y sea (xO:x1:x2) la clase de equivalencia a la que pertenece
(xo,xl,xz) e:m3-{0}. Tenemos una correspondencia biunivoca entre ]R3-{O}/~

y el conjunto de rectas que pasan por el origen, dada por

(xO:xl:xz) <> recta que pasa por el origen y por (xo,xl,xz);

Tenemos que IR3-{0}/~ es otra representacidn de IP2, es decir, tenemos

una correspondencia biyectiva
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it R3-{0y/~ » P2,

- con la cual identificamos a los dos conjuntos.

2.80. DEFINICION. La clase de equivalencia (xO:xlzxz) se 1lama coordenadas

. 2 - _
proyectivas del punto P € IP® tal que J((xolezxz)) = P.

Toda transformacion lineal

A: RS RS,

1leva rectas que pasan por el origen en rectas que pasan por el origen, y
planos que pasan por el origen en planos que pasan por el origen. Si A es
invertible, entonces A manda biyectivamente al conjunto de rectas sobre el
conjunto de rectas y al conjunto de planos sobre el conjunto de planos.

Por 1o tanto, A induce una biyeccion

(2.81)  A: P 12,

En términos de coordenadas proyectivas A estd dada como una funcién

Tineal de las mismas:
A(xo:xlzxz)‘= (y1:y2:y3)
donde

tagyX,

Yo = 3p0%0* 201%1
Y T ¥t an Xt ageX,

Y3 T 30Xgt A%t a50X%s
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La matriz ((a;.)), (0£1i,j=2) es la matriz asociada a A con respecto

a..
1J
a la base estandar de ]R3. La transformacion A se 1lama la transformacidn

proyectiva inducida por la transformacidén lineal A. Las transformaciones

proyectivas forman un grupo 11amado grupo lineal proyectivo real de dimen-

sibn dos. A este grupo lo designaremos con el simbo1o PL(2,IR).

Si A,B:IR3 +]R3 son dos transformaciones lineales invertibles, entonces,
1nducén la misma transformacidn proyectiva si y solo si AB-1 fija a cada
recta que pasa por el origen. Esto {ltimo ocurre si y solo si AB'1 es un

miltiplo escalar de la identidad:

AB"l = A1, A€R, I = identidad.

3

Sea GL(3, R) el grupo de automorfismos lineales de IR°. Si A€GL(3, R),

sea AE&PL(Z, R) la transformacidn proyectiva inducida por A. Obviamente,
A8 = A-B;

luego, si ¢:GL(3, R)+PL{(2,R) es la funcién
W(A) = A,

se sigue que ¥ es un homomorfismo de grupo: se 1lama homomorfismo de pro-
yectivizacion. E1 homomorfismo ¢ tiene por nlcleo al subgrupo ACGL(3, R)
de las transformaciones escalares de ]R3 (mG1tiplos no nulos de la iden-
tidad). Es fééi] verificar que A es el centro del grupo GL(3,R) y es, por

lo tanto, un subgrupo normal. Como consecuencia tenemos:

2.82. PROPOSICION. PL(2, R) es isomorfo al grupo cociente GL(3, R)/A y por
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tanto es un grupo de Lie de dimensidn 8.

Siguiendo el programa de Felix Klein, se define la geometria proyectiva

plana como el estudio de las propiedades y estructuras invariantes de IP2,

bajo la accifn del grupo PL{2,IR). Los puntos proyectivos son 1os puntos
2

de IP, las rectas proyectivas son, topoldgicamente, circulos y son las

imdgenes, bajo j, de los planos que pasan por el origen (suprimiendo al
origen). Las transformaciones proyectivas mandan rectas proyectivas en
rectas proyectivas y una tal transformacidn queda completamente determina-
da por su valor en cuatro puntos en posicién general (es decir, que ningu-
na terna sea colineal). Esto {1timo es evidente puesto que una transforma-

3

cién lineal e invertible de IR” queda fija una vez que se conoce su valor

en cuatro rectas tales que ninguna terna sea coplanar (también es conse-

ZXPZXPZXPZL

cuencia del hecho que PL(2, R} tiene dimensidn 8 asi como IP
E1 grupo SO(3), de las rotaciones de m3 es un grupo compacto de

GL(3, R) y su proyectivizacidn, el grupo y(S0(3))EPL(2, R) se 1lama el

grupo ortogonal proyectivo y 1o denotaremos con el simbolo PSO(3). Si da-

2, por la identificacidn antipodal, ve-

mos a IP2 la métrica inducida de S
mos que PSO(2, R) actua isométrica y transitivamente en ]Pz. Las propieda-
des y estructuras invariantes bajo esta {ltima accion definen a la geome-

tria eliptica plana.

2.83. Cdnicas.
L.os ceros de un polinomio real, homogéneo y de grado n, p(xo,xl,xz),

determinan un conjunto de puntos de lP2 al que denotamos con Z(p):
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(p) = {(x0:x1:x2) € Pz;p(xo,xl,xz) = 0},

Ya que p es homogéneo, Z(p) estd bién definido, aunque pudiera ser
vacio, por ejemplo si
_.2,.2,.2 =
p(xo,xl,xz) = x]+ X5t X3, entonces Z(p) = ¢.

2.84. DEFINICION. Una cdnica proyectiva Q es el conjunto de puntos Z(p)

que son ceros del polinomio homogéneo de segundo grado,

2
P(XnsXqsX ) = ) @siX:Xs.
0°71°% i,J=0 1313
Asociada a cada cénica tenemos una matriz 3x 3, real y simétrica

A = ((aij))’ (0=i,j=2) tal que

30 %1 %2 X0

PlXgsXyaXp) = (XgoXysXp)| g 23y agp | | Xy |

a a

20 21

0 en notacidn matricial

p(x) = xART.

Cuando det(A) = 0 (pero A # 0) decimos que Q es una cénica degenerada.

En este caso Q # ¢ y Q es 1a unidn de dos rectas proyectivas. Si A es po-

sitiva o negativa y detA # 0, entonces manifiestamente Q = .

2.85. DEFINICION. Dos conicas, no vacfas, Q1 N 02 son proyectivamente
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equivalentes si se puede pasar de la una a la otra por una transformacién

proyectiva, esto es, si existe A€PL(2, R) tal que A(Ql) = QZ‘

2.86. PROPOSICION. Dos cénicas Ql’ Q, no vacias y no degeneradas siempre

son proyectivamente equivalentes.

DEMOSTRACION. Sea A = ((aij)) yB = ((bij)) dos matrices simétricas que
definen a Q1 ¥ Q,, respectivamente. Por hipétesis det(A) y det(B) no son
nulos. Basta demostrar que existe C no singular tal que CACT = B. Por ai-
gebra lineal y formas cuadrdticas sabemos que dada una matriz simétrica S,

existe una matriz ortogonal 0€S0(3) tal que

T _ .
0S0' = diagonal (Al,xz,x3)
A 0 O
= 0 AZ 0
0 O A3

para algunos xl,AZ,A3 ER,
Luego, toda cénica no degenerada y no vacia es ortogonalmente equiva-

lente a una cbénica del tipo

2.2 ,.,2
(2.87) a x0+b X

2. czxg =0, con a,b,c>0.

(el caso con coeficientes estrictamente positivos no es posible, pues la
cénica es no vacia).

Si utilizamos la transformacidn proyectiva que proviene de la matriz
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diagonal ((/5)'1,(/5)-1,(/3)'1) vemos que la cénica (2.87) es equivalente

a la cOnica

(2.88) xg + xf - xg = 0.

Por 1o tanto, toda cOnica no degenerada y no vacia es equivalente a 1la

cénica (2.88).

2.89. COROLARIO. Si Q E]Pz es una cénica no degenerada y no vacia, enton-

ces

i) Q es topoldgicamente un circulo.

i1) La cénica separa en dos componentes conexas a Pz: una, 1lamada

interior, es topolégicamente un disco abierto y la otra es topo-

16gicamente una cinta de Moebius Y Ja 1lamamos el exterior de Q.

iii) Existen una infinidad de rectas que no cortan a Q.

iv) Q es contractible a un punto, en P2

Aunque no daremos en completo detalle la prueba del corolario 2.89, si
haremos las suficientes observaciones para que el Tlector pueda'completar
los huecos. En primer lugar, notemos que .PZ es, con la topologfa cociente
de IRB-{O}/~, una superficie diferenciable, compacta y no orientable, cuya

estructura diferenciable hace que 1a aplicacidn canénica
m: R3-{0} » PP

sea una funcidn diferenciable que es una submersién (adn mds, una fibra-

cion localmente trivial). La imagen inversa w“l(P) es L.-{0}, donde L es
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una recta de IR3 que pasa por el origen. Si a:(a,b)~ R3-{0} es una curva
tal que o(t) y &(t) son linealmente independientes para todo t €{a,b) (es
decir, si o no es tangente a ninguna de las rectas qhe pasan por el ori-

gen), entonces moa €S una submersidn. Andlogamente, si ¢:U +]R3-{0} es una

2, y tal que ¢ es trans-

fun citjn diferenciable, definida en el abierto USR
versal a la familia de rectas que pasan por el origen, entonces mo¢:U ->IP2
también es una submersidn. En particular, Si SS;]RB-{O} es una superficie
diferenciable que corta transversalmente a todas las rectas de ]R3, que
pasan por el origen, entonces la restriccion de = a S es una submersion.
Si ademds, S corta a cada recta que pasa por el origen en a fo mas un pun-
to, entonces w restringida a S es un difeomorfismo en su imagen (que es un
abierto de ]Pz). Sea Q una cénica arbitraria. E1 grupo PL(2, R) actla di-
feomorficamente en ]Pz (cada transformacidn proyectiva es un difeomorfis-
mo) y por lo tanto para demostrar el corolario se‘puedé suponer que Q es

la cénica especial (2.88). E1 lugar geométrico C, de los puntos (x,y,2) de

R3 que satisfacen la ecuacién

C: x2+y2-22= 0

es un cono circular recto cuyas generatrices son rectas que pasan por el

origen. E1 &ngulo del cono en el vértice (que es el origen) es 5 (ver Fi-

M

gura 32).

3

E1 cifrculo de R° que es la interseccién de C con el plano z =1y que

tiene por parametrizacion

a(t) = (cost , sent , 1),
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Fig. 32

) 2
Superficies de nivel de f(x,y,2z) = x? + y2 -z .
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corta a todas las generatrices de C y no es tangente a hinguna generatriz.
Sea K este circulo. Obviamente tenemos 7(K) = Q, luego, la cénica Q es un
circulo encajado en Pz. Ahora bién, si C(r) = f'l(r) denota a la superfi-

cie de nivel de la funcién

f(x,y,z) = x2+y2— 22,

entonces C(r) es una superficie cerrada y diferenciable de IR3, para todo
r# 0. Ademds, ya que el gradiente de f en el punto (xO,yO;zo) es el vector
(2x0,2y0,-220), se sigue que el producco escalar de (xo,yo,zo) con este
gradiente es 2(xg+-yg- zg), luego, este producto escalar es diferente de
cero en todos los puntos del complemento del cono C = C(0). Tenemos, como
consecuencia, que todas ias superficies de nivel C{r) son transversales a
las rectas que pasan por el origen cuando r# 0. Como resultado de 1o ante-
rior tenemos que la restriccién de n a C(r) es una submersién si r#0.
Para cada r< 0, C(r) es un hiperboloide de revolucién con dos hojas y con
eje de revolucidn el eje z. Cuando r> 0, C(r) es conexo y es un hiperbo-

loide de revolucién también (ver Figura 32). Sea S(-1) la hoja superior

de C(-1), es decir,

3,..2..2 .2

S(-1) = {(x,y,z) € R”;x"+y“-2z° = -1, z> 0}.

Cada recta que pasa por el origen corta a S(-1) en a lo mds un punto y
por lo tanto # restringido a S(-1) es un difeomorfismo. Claramente la
"copa" S(-1) es difeomorfa a un disco, luego, m(S(-1)) es difeomorfa a un
disco. Ya que S(-1) es asintdtica al cono C, tenemos que w(S{-1)) tiene

como frontera a Q. Por el otro lado, C(1) es difeomorfa a un cilindro
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S1 x R y es simétrica con respecto al origen. Puesto que w(x,y,z) =
= w(-X,-y,-z) tenemos que m restringida a C(1) es una proyeccién recubri-
dora doble de su imagen. E1 espacio obtenido al identificar en C(1) pun-
tos simétricos con respecto al origen es una cinta de Moebiuslque es difeo-
morfa a w{C(1)). Como C(1l) es asintética a C, tenemos a(n(C(1))) = Q. De
esta manera se demuestra que el interior y el exterior de Q son un disco
abiérto y una cinta de Moebius, respectivamente. Ya que Q es la frontera
de un disco, Q es contractible a un punto en Pz. Todbs los planos de ]R3
que cortan al cono C exactamente en el origen ée transforman bajo m en
rectas que no cortan a Q.

En términos de coordenadas proyectivas el interior y el exterior de Q

a quienes designaremos con los simbolos i(Q) y e(Q), respectivamente, se

pueden dar, usando la forma cuadrdtica que define a Q, asi:

o . 2.2 2 2
{(XO'Xl'XZ) EP 5%y # X = X5 < 0}

-
-
LD
~
]

= vy . 2.2 2 2
e(Q) = {(xo.xl.xz)é.P sXg T X] = X5 0} .

2.91. E1 modelo proyectivo del plano hiperbélico.

En este modelo los puntos de la geometria son los puntos de i(Q) y las
rectas no euclidianas son las intersecciones de las recias proyectivas
con i{(Q). Todos los axiomas de 1a geometria no euc]idiana plana son vali-
dos si la nocidn de congruencia entre parejas de puntos de i(Q) es la si-
cuiente:

Dos punfos a,b€1i(Q) son congruentes a la pareja de puntos c,d €i(Q)
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si existe A PL(2, R) que es una transformacidn proyectiva tal que A(Q) =Q
y tal que A(a) = c, A(b) = d.

La cénica Q se suele 1lamar la conica absoluta y, siguiendo la defini-

ci6én de Felix Klein, decimos que la geometria no euclidiana plana consis-
te del estudio dellas propiedades y estructuras invariantes en i(Q), bajo
el grupo de las transformaciones proyectivas que fijan a la conica absolu-
ta.

Sea P(Q)<CPL(2, R) el subgrupo de las transformaciones proyectivas que
fijan a 1a conica Q. Notemos due aunque IP2 no ‘es orientable, i(Q) al ser
difeomorfo a un disco si es orientable. Sea P+(Q) el subgrupo, de indice
dos, de P(Q) que consiste de las transformaciones proyectivas que fijan a

Q y que preservan la orientacion de I(Q).

2.92. PROPOSICION. P+(Q) actda transitivamente en i(Q) y también actia

transitivamente en las rectas no euclidianas de i(Q).

DEMOSTRACION. Cada transformacién’AEiP+(Q) es la proyectivizacion de una

transformacién lineal,

A:R3->R3,

que preserva la forma cuadratica en R3, siguiente:

g(x,y,z) = x2+y2- 22,

Denotemos con la misma letra g a la forma bilineal asociada a la forma

cuadratica, es decir
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g: R3x R3+ R,

9((xg2%55%5) 5 (¥g¥7 5¥5)) = XY+ X1¥; = X,
0 bién:
(2.93)  g(x,y) = xFy",

donde x = (xo,xl,xz), y = (yo,yl,yz), F = diagonal (1,1,-1).

La forma bilineal (2.93) define un producto 1hterno, indefinido, de ]R3
de signatura (2,1) (es decir, de indice de positividad 2, e Tndice de ne-
gatividad 1. La signatura también se suele escribir (+,+,-)).

Sea x = (xo,xl,xz) y supongamos que g(x) = -1. Sea F(x) = {yeEIR3;
g(x;y) = 0}, Por &lgebra lineal, (el teorema de Sylvester) se‘tiene que
F(x) tiene dimensién dos y la restriccidn del producto interno g a F(x)
es positivamente definido (esto es, un producto escalar euclidiano). Geo-
métricamente es mds facil demostrar lo anterior y, de hecho, podemo§ vi-
sualizar F(x) de la siguiente manera: Sea P(x)‘el subespacio de iR3 que

es ortogonal a x con respecto al producto interno euclidiano usual'de']R%

3 enR3 Ta reflexién con respecto al p]and‘(x,y),‘T(x,y,z) =

Sea T: R
= (x,y,-z). Se tiene F(x) = T(P(x)). Ya que el plano F(x) corta.al cono C
solamente en el origen, se tiene que g restringida a F(x) debe ser positi-
vamente definida.

Sea {e;,e,} una base ortonormal de F(x) con respectb al productbkinter-

no g. Entonces {el,ez,x} es una base g—ortonormaT, es decir
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(2.94) g(x,e;) = 0; i=1,2

Luego, se tiene el siguiente:

2.95. LEMA. Para todo x tal que g(x) = -1, existen e Y e tales que

{e15€5,X} £S una base g-ortonormal en el sentido de que satisface (2.94).

Ahora podemos probar fécilmente que P(Q) y P, (Q) actian transitivamente
en i(Q). Si a,bei(Q), entonces existen X1 2Xo € R3 tales que n(xl) = a,
n(xz) = b; g(xl) = g(xz) = -1; ademds, existen vectores e;, e,, fl, f2
tales que {el,ez,xl} y {fl’fZ’xz} son bases g-ortonormales de ]R3. Si
BEGL(3, R) es la transformacién lineal tal que B(ei) = f., B(xl) = Xo3
i = 1,2, entonces B preserva la forma cuadrdtica g y, por lo tanto, su
proyectivizacidn B preserva Q y ﬁ(a) = b. Renumerando & y e, se puede
hacer que B preserve o invierta Ta orientacidn de i(Q).

Pasemos a demostraf que P,.(Q) ¥y P(Q) actfan transitivamente en el con-
junto de 1ineas no euclidianas en el modelo en discusiéﬁ. Sean a,b€i(Q)
puntos distintos y sean x,y R3 dos puntos que se proyectan en a y b,
respectivamente, y tales que g(x) = g(y) = -1. Sea F(x,y) = {z E]RB;
g(z,x) = g(z,y) = 0} . Evidentemente, x, y, deben ser linealmente indepen-

3

dientes y generan un subespacio de R”, E(x,y), tal que la signatura de g

restringida a E(x,y) es (+,-). E1 teorema de Sylvester implica que F(x,y)
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es de dimensién uno y g(z)> 0 para todo z €F(x,y), z#0. Otra vez, es
geométricamente obvio F(x,y) es la recta que se obtiene al reflejar, con
respecto al plano (x,y), la recta que pasa por el origen y que es perpen-
dicular (en el sentido euclidiano) al plano E(x,y). E1 proceso de ortogo-
nalizacion de Gram-Schmfdt para productos internos indefinidos implica
que existe una base, {el,ez}, de E(x,y) que es g-ortonormal, es decir,

tal que
g(el,el) = -1
g(ez,ez) =1
g(el,ez) = 0.
Sea zé&F(x,y) tal que g(z) = 1. Luego, {el,ez,z} es una base g-ortonor-

mal. De 1o anterior se sigue:

2.96. LEMA. Sean F, y F, dos subespacios gg..R3 tales que g restringida a
F1 Y F, sean de tipo (+,-). Entonces existen bases {el,ez,e3} Yy {fl’f2’f3}

tales ggg_{el,ez} es base de Fl, {fl,fz} es base de Fz.x tales que ambas

son g-ortonormales:

g<e'i’ej) = g(f'i’fj) =0, i#J

g(el) = g(fl) = '1‘

[{a]
—_
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™

~——
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= g(fz)

Este lema implica la transitividad de P+(Q) y P(Q) en el conjunto de
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rectas no euclidianas, ya que dos rectas determinan dos subespacios de H@
como los del enunciado del lema 2.96. Basta tomar la proyectivizacibn de
las funciones Tineales que se obtienen de las correspondencias ei+a-fi, v
bién, e« fl’ e2+ﬂ-f3, e3++-f2.

2.97. Dualidad.
Un plano de ]R3 se proyecta, bajo m, a una recta tangente a la conica

Q si y solo si el plano es tangente al cono C:x2+-y2- z2

= 0. Por "tangen-
te" entendemos que el plano contiene a una recta generatriz del cono. Ya
que el dngulo del cono en el origen es %-, para que un plano que pasa por
el origen sea tangente al cono es necesario y suficiente que su complemen-
to orotogonal (en el sentido euclidiano) sea una generatriz del cono. Ana-
1{ticamente, esto lo podemos expresar asi: Si ax+by+cz = 0 es la ecua-

24b2-c? = 0.

cién del plano P, entonces P es tangente a C si y solamente si a
Si P corta al cono C solamente en el origen entonces su complemento orto-
gonal queda "adentro" del cono. Analiticamente: PNC = {0} a2+b2-c2 <0,
Por G1timo, el plano P corta al cono C en dos generatrices distintas si y
solamente si su complemento ortogonal queda "afuera" del cono. Analitica-

mente: P corta a C en dos generatrices distintas < a2+ b2

- c2 >0. Estas
tres posiciones relativas de P se traducen a las tres posibilidades de
una recta, con respecto a la cdonica Q. La recta‘puede ser tangente, ajena
o cortar en dos puntos a Q (ver Figura 33, en la que tenemos una version
bidimensional de C y P).

-La clarificacion del concepto de ﬂua]iggg se la debemos a Pliicker y

aquf vamos a usar algunas de sus ideas para interpretar perpendicularidad
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Fig. 33

en el modelo proyectivo de la geometria no euclidiana. La biyeccion Ll
entre rectas que pasan por el origen y planos que pasan por el origen,
que asigna a cada recta L su complemento ortogonal L, puede ser descrita
analiticamente asf: a la recta que pasa por (a,b,c) # (0,0,0) y el origen
se le asigna el plano cuya ecuacién es ax+by+cz = 0. De ésta vemos que
el conjunto de rectas proyectivas se puede parametrizar con lP2 mismo.

Las coordenadas proyectivas (a:b:c) se 1laman las coordenadas de Pliicker

de 1a recta proyectiva que corresponde al plano cuya ecuacidn es
ax+by+cz = 0. De Tos comentarios anteriores se tiene un criterio para
determinar si una recta proyectiva es tangente, corta en dos puntos o no
corta a la conica Q en términos de las coordenadas de Pliicker de la recta.

Si a,bei(Q) son puntos distintos que determinan una recta no eucli-
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diana L, sea E(x,y) el subespac%o de IR3 generado por x, y, donde m(x)=a,
w(y) = b. Por lo que se vig en el curso de la demostracién de la proposi-
cién 2.92 existe exactamente un vector, z, tal que z es g-ortogonal a

E(x,y) y tal que g{z) = g(-z) = 1. Por lo tanto tenemos:

2.98. PROPOSICION. Existe una correspondencia biyectiva entre las rectas

no euclidianas en el modelo proyectivo gue corresponde a la cénica Q y

las parejas de putos (z,-z) en R3 tales que g(z) = g(-z) = 1, es decir,

z y -z pertenecen a la superficie de nivel €(1), donde C(1) = {(x,y,z)GIR3;

x21-y2— z2 = 1}. Por 1o tanto, existe una biyeccidn entre las rectas no

euclidianas y los puntos de e(Q).

La proposicién 2.98 nos dice que podemos interpretar al conjunto de
rectas no euclidianas con los puntos de e(Q) y por 1o tanto el conjunto
de rectas no euclidianas se puede parametrizar de manera natural con una
cinta de Moebius.

Por el otro lado, si L es una recta proyectiva que no corta a Q, enton-
ces L corresponde a un plano que corta a C solamente en el origen. E1 -sub-
espacio de ]R3 que es g-ortogonal a este plano es una recta que correspon-

de a un punto en i(Q). Luego, se tiene:

2.99. PROPOSICION. Existe una biyeccidn entre las rectas que no cortan a

Q y Jos puntos de i(Q).

Claramente, las rectas tangentes a Q estdn en correspondencia biyectiva
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con los puntos de Q misma (en la forma obvia).

L

Fig. 3h4

Polos y Polares
Si pei(Q) entonces la recta exterior a Q que corresponde a p se 1lama
la recta polar de p. Si L es una recta no euclidiana entonces el punto
p€e(Q), que corresponde a L se 11ama el polo de L (ver Figura 34).
Con los ingredientes que hemos visto hasta el momento el lector puede

demostrar la siguiente:

2.100. PROPOSICION. Sea L la. recta no euclidiana que corresponde a 1

recta proyectiva que corta a Q en lo$ puntos distintos Py ¥ Py Entonces,

el polo de L es el punto de intersectidn de las rectas tangentes a Q en

Jos puntos p; ¥ Py Sea L la recta polar que corresponde al punto pei(Q).

Entonces L es el lugar geométrico de los polos de las rectas no euclidia-

nas gque pasan por p.

Aungque no hemos introducido alin una noci6n de distancia y una manera

de medir dngulos, sabemos que de Tos axiomas de Hilbert es posible hacerlo
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(y nosotros 1o vamos a hacer mds adelante), sin embargo, podemos ver ya 1o

siguiente:

2.101. Sea L una recta no euclidiana, en el modelo en discusidn, que co-

rresponde a la recta proyectiva que corta a Q en los puntos distintos P Y

Po- Sea p el polo de L. Entonces para cada qel existe A€P(Q) tal que A

fija a todos los puntos de la recta proyectiva que pasa por p y q y tal

que A(p;) = py» Alp,) = pg.

La demostracion de la afirmacién 2.101 es muy sencilla. Se puede supo-
ner que q es la proyeccién, bajo m, del eje z y que la recta L corresponde
al plano (y,z). Luego, el polo p corresponde al eje x. La transformacién

lineal
(X,¥,2) = (X5-y,2),

induce una transformacién proyectiva que satisface las hipdtesis cuando L
y q estdn en esta posicion especial. E1 caso en el que L y q€L estdn en
posicion arbitraria se sigue de la transitividad de P(Q) en las parejas
(qsL), donde L es una recta no euclidiana y q es un punto tal que ge€L.

De la afirmacidn 2.101 se sigue la siguiente:

2.102. PROPOSICION. Sea m una métrica riemanniana en i(Q) cuyas isometrfas

consisten del grupo P(Q) y cuyas 1ineas geodésicas son las rectas no eucli-

dianas en el modelo en discusién (esto dltime es redundante). Entonces

dada una 1inea geodésica L, éuyo polo es p, el conjunto de 1ineas geodési-
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cas ortogonales a L es el conjunto de rectas no euclidianas que correspon-

den a rectas proyectivas que pasan por p (ver Figura 35).

Fiz. 3

Familia de rectas ortogonales a L

Aunque para construir el modelo proyectivo se puede tomar cualquier c6-
. ) - . 2
nica no degenerada y no vacia, es conveniente pensar que IP° es el .plano
RZ junto con la recta al infinito y que Q es el circulo unitario de Rz
centrado en el origen. En este caso, el interior de Q es el disco unitario
abierto que tiene como frontera a Q y las rectas no euclidianas son los
segmentos abiertos que tienen como extremos dos puntos de Q.

En virtud de la proposicion 2.102, que relaciona polos Yy polares con

ortogonalidad es conveniente la siguiente:

2.103. Notacidn.

'S vee(Q), sea vila recta no euclidiana que tiene como polo a v. Si

vei(Q) sea vl la recta exterior a Q que es la recta polar de v.
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2.104. Métrica en el modelo proyectivo.

Sea ACC, A = {z3]z| <1} y sea ¢:A~+4 el-difeomorfismo definido segin

la férmula
(2.105)  ¢(z) = —22 .
1+|z|
E1 difeomorfismo inverso 6'1 es el siguiente:
-1 z
¢ (2) = ————=7
1+(1-|2|%)Y?

2 2

, h(x,y) = (x:y:1) € P®, aplica A difeomorfica-

mente sobre i{Q), donde Q es la cénica cuya ecuacién es x%+~x§- xg = 0.

La funcidn h: -lR2 +P

Identifiquese i(Q) con A mediante.h.

2.106. DEFINICION. La métrica no euclidiana en i(Q) es la métrica rieman-

niana en i(Q) inducida de la métrica de Poincaré en A por el difeomorfis-
mo ¢. En otras palabras, si (x1:y1:1) y (x2:y2:1) son dos puntos de i(Q)

2

(es decir’x§4-y§< 1, x24-y§< 1) entonces la distancia D en i(Q) se define

segiin 1a férmula

D((xy2y,:1)3 (p29:1)) = d(e71 ()67 (W),

donde d designa a la métrica de Poincaré y donde z = x14-iy1, W= xz*-iyz.
Con la métrica D, i(Q) es isom&trico al disco de Poincaré y por 1o
tanto i(Q) es completa y con curvatura constante jgual a -1.
La férmula (2.105) proviene de una construccién geométrica muy simple.
Se considera a C encajado en R3 por medio de la aplicacién x+iy +(x,y,0)

y se toma la proyeccidn estereogrdfica, desde el punto (0,0,1), de la es-
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fera unitaria S, centrada en el origen, sobre el plano (x,y). La proyec-
cién estereografica aplica conformemente A sobre el hemisferio sur de S a
quien 1lamaremos S_. Sea y:A~+S_ la restriccidn de la proyeccién estereo-
grafica a A y sea H:S_-+C§;.R3 la proyeccion ortogonal de S_ sobre A. La

aplicacién ¢ es la composicién Hey (ver Figura 36).

Fig. 36

La proyeccidn estereogrdfica y preserva dngulos y por lo tanto las cir-
cunferencias en el plano C que son ortogonales al circulo unitario sA se
transforman bajo y en circunferencias en S que son ortogonales al ecuador,
es decir, estdn en un plano perpendicular a C. Por lo tanto, las lineas
geodésicas en A con la métrica D son segmentos de recta euclidianos que
tienen sus extremos en aD2 = Q (Figura 37).

La funcién ¢ no es conforme y por lo tanto los dngulos euclidianos que
forman dos rectas no necesariamente coincide con el angulo de 1a métrica
riemanniana inducida por ¢. De hecho, el lnico punto de A donde la dife-

rencial de ¢ preserva dngulos es el origen.
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Rectas no euclidianas
en el modelo proyec-
Fig. 37 tivo.

La expresion de la distancia en este modelo es

oy _ 1
d(Z,W) =7 ]Og |Z-a| TFW'T
donde a,b son los puntos ideales que forman el segmento que determina a la

recta que pasa por z y a (ver Figura 38).

Angulo no eucglidiano
nulo en cada vértice
ideal.

Fig. 38

En el modelo proyectivo podemos detectar facilmente la convexidad de
configuraciones puesto que segmentos euclidianos contenidos en A son tam-

bién segmentos no euclidianos.
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En particular se tiene:

2.107. PROPOSICION. En el plano hiperb6lico todo tridngulo es convexo. Més

que el segmento de recta hiperb6lica que une a cualesquiera dos de sus

puntos estd contenido en el cerrado.

ET interior de todo tridngulo ideal también es convexo y de hecho el
interior de todo poligono ideal es convexo (cualquier poligono cerrado
simple cuyos vértices estén en la adherencia de A y cuyos &ngulos internos
sean menores que 7 es euclidianamente convexo y, por lo tanto, h{perbdli-
camente convexo). '

Dejamos al lector verificar la siguiente:

2.108. PROPOSICION. E1 grupo de isometrfas de i(Q), con respecto a la mé-

trica D, es el grupo P(Q).
Como consecuencia de (2.102) y (2.108) se tiene:

2.109. COROLARIO. Las rectas perpendiculares a la recta no euclidiana L

son las rectas ho euclidianas que estdn determinadas por rectas proyecti-

vas que pasan por L' (el polo de L).

2.110. E1 modelo del hiperboloide (o de la esfera de radio imaginario).

La construccidn de este modelo estd implicita en la construccidn del
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modelo proyectivo. Una vez mds, consideremos la forma cuadrdtica, de tipo

indefinido, de R°,

- 2 2 .-
g(x) = x1+x§-x3; X = (X 5%y5%5)

Denotemos con la misma letra g a la forma bilineal asociada a g,

g(x,y) = x1y1+x2y2-x3y3; X = (X13X23X3) y = (‘yl"yZ"y:‘I)'

Transladando al origen los vectores tangentes a ]R3, se tiene que g
define una métrica de tipo (+,+,~) en R3. La métrica restringida a un
plano afin, cuya ecuacién es ax+by+cz=d, es definitivamente positiva

, , . . . 2,.2
(es decir es riemanniana) si y solamente si a +b

- c2> 0. La hoja del
l hiperboloide g'l(—l) que estd contenida en el semiespacio superior la de-

notaremos con el simbolo S{-1}:

= 3. 2,2 .2 _
S(-l) = {(Xl,xz,x:g)élR H X3>0, X1+x2—x3 = -1},

(E1 hiperboloide completo g'l(—l) puede ser considerado como la es-

- P

fera unitaria de radio imaginario i con respecto a la "norma" nxi =(g(x)y.
Andlogamente, el hiperboloide de una sola hoja g'l(l) puede ser interpre-

tado como la esfera de radio 1, con respecto a la "norma" li.l.)

2.111. DEFINICION. E1 modelo del hiperboloide, del plano hiperbélico, es

el modelo en el cual los puntos no euclidianos son los puntos de S(-1) y
las rectas no euclidianas son las hipérbolas de S(-1) (o mejor dicho las
ramas de tales ) que se obtienen al intersectar un palno que pasa por el

origen con S(-1) (ver Figura 39). Las congruencias en esta geometria son
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las restricciones a S(-1) de las transformaciones lineales de R3 que fi-

jan, como conjunto, a S(-1).

iz, 39

Recta hiperbdlica I, en el modelo S(-1)

Consideremos. ahora 1a métrica riemanniana.en S(-1) definida asi:

[2,?]p = g(X,Y) donde 2,9 son dos vectores tangentes en un mismo punto p,
de S(-1) y X,Y son estos vectores transladado al origen. E1 plano tangen-
te a S(-1) en el punto (Xl’XZ’x3) es perpendicular al vector (Xl’x2"x3)

y por lo tanto el producto escalar [-,-]p es positivamente definido para

todo peS(-1).

Notemos ahora que si X = (xl,xz,xé)‘pertenecé a S{(-1) y si X,Y son vec-
tores tangentes a S(-1) en x (transladados al origen) entonces (X,Y,X) es
una base g-ortonormal. La conexidn riemanniana compatible con la métrica
3

en S(-1) se obtiene de la conexién de R considerado éste como variedad

semiriemanniana con la métrica indefinida g. Sea Dx(y) la derivada cova-
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riante de la conexifn en R3, con respecto a Ta métrica g, de Tos campos
vectoriales X y Y. La conexién D define 1a derivada covariante de dos cam-
pos vectoriales tangentes a S(-1) y satisface para cualesquier pareja X, Y

de campos vectoriales a S(-1):

Dy (Y) = Dy (V) +N(X,Y),

donde N(X,Y) es la componente g-perpendicular y Dx(Y) la componente tangen-
cial, de 5X(Y). (Esto se puede ver en el libro: "Differential Geometry",
Noel J. Hicks, Van Nostrand Mathematical Studies #3, pdg. 75, férmula (9)).

De 1o anterior se sigue:

2.112. Una curva y:(a,b)~S(-1), diferenciable, parametriza a un segmento
de geodésica si y solo si ¥(t) es proporcional a y(t) (es decir, si ¥(t)
es g-ortogonal a S(-1)).

Ya que todos los planos que pasan por el origen y que tocan a S(-1) lo

cortan ortogonalmente obtenemos:

2.113. PROPOSICION. Las ramas de hipérbola que son interseccién de planos

que pasan por el origen con S(-1) son 1fneas geodésicas de S(-1) con res-

pecto a 1a métrica en discusidn.

La demostracidn de la proposicién (2.92) demuestra también lo siguiente:

2.114. PROPOSICION. Sea 0(3,2)SGL(3,R) el subgrupo de las transformacio-

nes lineales que preservan la forma cuadrdtica g y que aplican S(-1) sobre

el mismo. Entonces 6(3,2) actla transitivamente en S(-1) y en el con-
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junto de 1ineas geodésicas de S(-1). E1 grupo 0(3,2) se 1lama el grupo

ortogonal positivo de tipo (3,2) (es un subgrupo de fndice dos del grupo

de transformaciones lineales que preservan la forma cuadrdtica g de tipo

(+9+9'))'

Si J denota a la matriz

0 o0
J = 1 0.,
0 -1

se tiene
0(3,2) = {A€GL(3, R); ATUA =J y g{x)>0=>g(A(x))> 0}.

Siguiendo la rutina de siempre, para encontrar a todas las geodésicas
nos basta encontrar una y después, usando la transitividad de isometrfas,

encontrar las demds. Sabemos que l1a rama de hipérbola

L = {(x,y,2);x%-2% = -1, y=0, z> 0}

es una linea geodésica y no hay nada m&s natural para parametrizarla que

las funciones seno y coseno hiperb6licos.

2.115. AFIRMACION. La curva y(t) = (senht,0,cos ht) es una geodésica, pa-

 rametrizada con su longitud de arco, de S(-1).

DEMOSTRACION. La imagen de y es una 1inea geodésica por lo tanto basta de-
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mostrar que g(v(t)) = 1 To cual se sigue de la identidad coshzt-sen h2t=1.

La funcién y:a~ S(-1) definida asf:

2z 1-[2]2
1-12|% 7 1-]2)

(identificando CxR con ]R3), es una isometria del disco de Poincaré con
S(-1). Dejamos al lector el placer de hacer los cdlculos pertinentes.

Luego, se tiene:

2.117. PROPOSICION. Con 1a métrica en discusidn, S(-1) es una variedad

riemanniana completa.

La funcién‘(2.116) se construyd asi: se identifica a con el disco
D= {(x,y,l);xz-l-y2 <1} y se proyecta radialmente, desde el origen, este

disco sobre S(-1) (ver Figura 40). La identificacidn de A con A es

£(z) -(;-Zl-i—lvz , 1].

Fig. 4o
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2.118. Formulas trigonométricas en la geometria hiperbélica plana.

Usaremos el modelo S(-1) para encontrar férmulas trigonométricas. En el
transcurso de 1a construccidn del modelo proyectivo vimos que cada bunto
x€S(1) determina univocamente al subespacio de ]RB que es g-ortogonal a
X. También vimos que la forma cuadrdtica g debe ser de tipo (+,-) cuando
la restringimos a este plano. Luegd, el plano determina a una recta no
euclidiana, puesto que el ptano debe cortar a S(-1). Por el otro lado, vi-
mos que Ta construccidn reciproca es posible: Cada recta no euclidiana de-
termina a una pareja x, -x de puntos en S(1). Si orientamos a la recta no
euclidiana L, esto corresponde a orientar al plano que determina a la rec-
ta y se puede escoger a x 6 -x segin (el,ez,x) sea una base positivamente
orientada de IR3, ((el,ez) es una base positivamente orientada del plano
que determina a L). La proyeccién n:.R3—{0} > PZ encaja a S(1) y S(-1) en
el exterior e interior de la conica Q que ya se ha discutido tanto. Los
dibujos que ilustran las férmulas trigonométricas los supondremos encaja-
dos en Pz, via m.

Escribamos, para simplificar g(X,Y) = X-Y;X,YEIR3. Denotemos con el
simbolo XN, Ta raiz cuadrada de g(X) = X-X con la convencién de que si

g(X) es negativo, entonces Xl debe ser imaginario positivo. Entonces con

esta notacion
S(1) = {X; XU = 1} y S(-1) = (X = (xl,xé,x3);IIX|I = i, x3> 0},

Es fdcil ver (usando el campo gradiente de la forma cuadratica g)/gf/
el producto interno inducido por g en S(1) es indefinido de tipo/l/v

Definamos la siguiente funcidn con dominio en S(l)LJS(-l),V/
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res reales o imaginarios puros:

.S
(2.119)  <(X,Y) = xfive

Notamos que c(-X,Y) = -c(X,Y) cuando X€S(1) y que c¢(X,X) = 1 para todo
X. La férmula (2.119) estd motivada por la definici6n del coseno del &ngu-
1o entre dos vectores para métricas positivamente definidas. Pare bada
X€S(1) sea ¥ 1a recta no euclidiana dada por la correspondencia citada

antes (X es el polo de Xl).

2.120. PROPOSICION. Sean X,Y dos puntos distintos de S(1). Entonces:
)2

1) c(X,Y)" <1 + X' Y Yl;ggg_rectas no euclidianas que se cortan.

2) c(X,Y)2 SE 1_Yl son rectas no euclidianas que son antiparale-

las, es decir, no se cortan y tienen una perpendicular comin.

3) c(X,Y)2 =1t y vt son paralelas, es decir, representan a geo-

désicas positivamente asintdticas.

DEMOSTRACION. Ya habfamos visto que el producto interno de tipo indefinido
g(X,Y) = X-Y estd relacionado con el producto euclidiano, usual, [X,Y] de

una manera muy simple:
XeY = [X,3(Y)].

donde J :IR3~>]R3 es la involucién lineal de IR3 definida asfi:
J(x,y,z) = (x,y,—z).

S X€S(1) entonces la recta no euciidiana Xl se obtiene de la manera



97

siguiente: Sea P(X) el subespacio bidimensional de .R3 que es euclidiana-
mente perpendicular a X, entonces J{P(X)) NS{-1) es la recta no euclidia-
na X*. Ahora bién, si X,Y&S(1), entonces P(X) y P(Y) se intersecan en una
recta euclidiana L paralela a X xY, donde "x" es el producto vectorial
euclidiano (o producto "cruz") de X y Y. Luego, x* y vt se intersecan en
20

S(-1), si y solo si L intersecta a S(-1) es decir, si y solo si nXx Yl

Por el otro lado, Xl y Yl son paralelas si y solo si L es una generatriz

del cono x2+-y2- z2 = 0, es decir, Xl y Yl son paralelas si y solo si L

2

interseca a S{1), es decir si y solo si yXxYl“>0,

De las férmulas del producto vectorial tenemos:

DX x Y12 = (Xx ¥)+(Xx¥) = [Xx¥,d(Xx¥)] =

DX V,300) % A1) T = ~[X,I0010Y,3(N) T+ [X,9(1)]2 =

2 2

- uXn ||Y|'2+(X-Y) .

es decir, se tiene la férmula
(2.121) uXx Yn2 = -uxu2nYn2+ (X-Y)z-.
Si X y Y pertenecen a S(1), tenemos:
1Xx Y1l = -1+ (x-Y)2 = -1+C(X,Y)2,
y de lo anterior se sigue la proposicién.

2.122. PROPOSICION. Si X y Y pertenecen a S(1), entohces si CZ(X,Y)< 1 se

tiene:
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(2.123) XY = C(X,Y) = cos = (X,Y) = -cos & (XL,v})

donde cos ¥ (XL,YL) L

es el coseno del dngulo que forman las rectas xt yY

(orientadas seglin X y Y) en su punto de interseccién.

(x,y»,z) €S(-1) el punto de interseccién de x* con

DEMOSTRACION. Sea p
Yl, entonces el plano tangente a S(-1), en el puhto p, se obtiene trans-

3 generado por X y Y al punto p (ya que el

ladando el subespacio de R
vector euclidianamente perpendicular a este plano tangente es‘Kp)=(X;y,-z».
Por 1o tanto si se transladan paralelamente hasta p los vectores X y Y,

estos son tangentes a las rectas xt y Yt en el punto p. (Q.E.D.)

2.124. PROPOSICION. Si X y Y pertenecen a S(-1) entonces
(2.125)  C(X,Y) = cosh[d(X,Y)]; (d = distancia hiperbéiica de S(-1)).

DEMOSTRACION. Ya vimos que el plano euclidiano generado por X y Y corta a
S(-1) en una 1inea geodésica que pasa por X y Y y que una parametrizacién
por su longitud de arco, y(t), satisface que ¥(t) y y(t) son Tinealmente
dependientes, ademds ya que iy(t)i =1 se sigue inmediatamente que v(t)

debe satisfacer la ecuacion diferencial vectorial:
Y-y =0,
con las condiciones

v(0) = X
Y(d(X’Y)) =Y.
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La funcidon B(t) = -(X-y(t)) satisface la -ecuacién diferencial escalar

ty = 0
y(0) =1
y(0) =0,

Tuego, Bkt) = cos ht y, por 1o tanto
C(X,¥) = g(d(X,Y)) = cos h(d(X,Y)). (Q.E.D.)

2.126. PROPOSICION. Si X y Y pertenecen a S(1) y si C(X,Y)>1, entonces

(2.127)  ¢(X,Y) = #cosh(d(xt,yl)).

DEMOSTRACION. Considere a S(1) con su métrica indefinida inducida.én su
haz tangente por g (es decir, considerésese a S(1) como variedad semi-
riemanniana). Si y(t) es una geodésica en S(1), entonces la imagen de
v(t) estd contenida en un plano que pasa por el origen y satisface la

ecuacion diferencial
oy =

Si y(t), ademds, tiene "velocidad i" y une a X con Y, se tiene que v(t)

debe de satisfacer:

¥y =
v(0) = X
v(S) = Y ara algin S»0
iy (0) =

4
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3 generado por X y Y. La ecuacidn (*)

Sea [X,Y] el subespacio de R
~ tiene solucién solamente cuando X ¥ Y quedan en 1a misma rama de S(1)N[X,Y]
(esta interseccidén es una hipérbola y sus dos ramas éon T11neas géodésicas
de S(1)). Tomando -X en lugar de X se puede suponer gque (*) tiene so-
Tucidn. Sea g(t) la geodésica de S(-1), que une a los pies de la perpendi-
cular comdn de X1 a Yi.

Si u(t) = y(t)-s(t) entonces u(t) = 0 para todo real t (el lector puede

verificar esto derivando). Se tiene

u(0) = X-g(0) = 0
u(s) = y(s)+8(s) = Yeg(s) = 0
luego, B(s) es el pie de la perpendicular cbmﬂn, aYys-= d(Xl,Yl). Por

el otro lado, la funcidn escalar:

v(t) = i(Xey(t))

satisface

Vtv = 0

v(0) =i

v(d(xt,yh) = ic(x,Y)
luego

(2.128)  C(X,Y) =Z*cos h[d(x},¥})]. Q.E.D.

Un razonamiento andlogo implica la siguiente:
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2.129. PROPOSICION. Si X€S(-1) y YES(1), entonces

L
(2.130)  c(X,Y) = « S€nh d].x Y

Ahora derivamos las férmulas trigonométricas principales de la geome-

tria hiperbélica.

2.131. DEFINICION. Si VeS(1)usS(-1) y V es g-ortogonal a una pareja
Vl,VZES(l)US(-l), decimos que V es dual a (Vl,Vz).

Si Vl’ V2 son Tinealmente independientes en 1R3 y si pertenecen a
S(1) uS(-1), entonces un elemento V dual a (V1’V2) (salvo signo sélo hay

un elemento dual) se calcula muy facilmente:
(2.132) V= tIIJ(leVZ)II'lJ(leVZ)

iJ(Vl x V2)

/vy x V)

2.133. PROPOSICION. Si V es dual a (Vl,Vz), entonces:

i) 8i V{,V,€5(-1) entonces V&S(1) y v es l1a recta que une a V;

con V.
i) Si VisV,€5(1) entonces VES(-1) y V es 1a interseccién de V'le
L
V2.

ii1) S1 V;€8(1) y V,€5(2) entonces VES(1) y V' es 1a perpendicular
1
de V, a Vj.
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Esta proposici6n se verifica en base a la discusién geométrica sobre
la Figura 33. Dada una base (Vl’VZ’V3) se puede construir muy facilmente
una base dual (v',v2,v3), donde V' es dual a (V;,V,) para i,3,k=1,2,3 en
cualquier orden. Luego se puede interpretar sus eiementos seglin Ta propo-

sicidén 2.133. Para hacer trigonometria hiperbdlica, necesitamos la siguien-

te:

2.134. PROPOSICION. Sea (V;,V,.V,) como antes y (V',V°,v°) una base dual.

Sea c;. = c(Vi,Vj) 1_c1j = c(V1,Vj) (j = 1,2,3). Entonces

1]
12 _, %1323

V1 2 /licg3

(2.135) c
‘ iC13

DEMOSTRACION. Tenemos:
J(V, x V

2 3) 3)
nJ(v2 x Vs)" ud(v1 x V3)u

-J(le v

c12 = c(Vl,Vz) = +

Luego,
Jdz [V, xV3,d (V) % V3)]
/(vl-v,)z-l IR
~ i 9

Recordamos ahora la férmula del producto vectorial siguiente:
[axb,VXC] = [a3b]x [b,C] - [a,C]X [b’b]

y tenemos
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[J(axb),d(bxc)] = (a-c)(bsb) - (a-b)(b-c).

Usando esta formula se obtiene de inmediato la férmula (2.135).

APLICACIONES. 1) Si (Vl’VZ’VB) es una base y Vl,VZ,VBEiS(-l), entonces una
base dual (Vl,Vz,V3) satisface Vie's(l) (i =1,2,3) y (Vi)l es el lado que
pasa por Vj y Vk (i,k#1) del tridngulo cuyos vértices son Vl’ V2 y V3.
Por la férmula (2.135) y las férmulas anteriores tenemos; elijiendo pare-

. 1.2 3.
jas de (Vl,Vz,V3,V VOV

COSaCosS B +cCoSy
Séna senf

(2.136) coshC =

donde los dngulos y Tados son aquellos del siguiente diagrama (Figura 41).

Fig. 41

también se tiene:

coshA coshB cosh(
sinhA sinB

(2.137) cosy =

luego
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(2.138) coshC = coshA coshB - sinhA sinhB cosy .

2) Supéngase que (Vl’VZ’VS) es una base de R3 y que viéis(l), i=1,2,3.

1,V2,V3) satisface que ViE-S(l)

Supéngase, ademds, que la base dual (V
(i = 1,2,3). Entonces (V{,V;;Vé,(vl)l,(vz)L(V3)l) son rectas hiperbélicas
que forman los lados de un hexdgono con todos sus dngulos rectos y se

tiene:

cosho coshg + coshy

(2.139) coshC =

sinhe sinhg

Fig. 42

E1 Tector podrd fécilmente obtener férmulas para pentagones con todos

sus dngulos rectos, ecepto uno:



105

Fig. 43

0. bien para cuadrildtero con dngulos rectos adyacentes:

B

Fig. 44

Todas .estas férmulas se obtienen seglin Ta posicidn de una base y su
dual.
La férmula 2.136 implica que para un tridngulo hiperb6lico con un dn-

gulo recto, la siguiente férmula es valida:

Fig. 45

(2.140) coshC = coshA coshB



106

La férmula (2.140) es el Teorema de Pitdgoras hiperbélico. Por lo tanto en

cualquier tridngulo hiperbdlico se tiene:

sinhA _ sinhB _ sinhC
seno. seng seny

(2.141)

La férmula (2.141) se 1lama la ley de los senos y se demuestra descompo-

niendo un tridngulo en dos tridngulos rectdngulos.
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3. GEOMETRIA HIPERBOLICA n-DIMENSIONAL.

Los modelos de la geometria hiperbélica n-dimensional son variedades
riemannianas con curvatura seccional constante -1, y todas son difeomorfas
a un disco abierto de R". Todos los modelos y la expresidn de sus métri-
cas son generalizaciones naturales de los modelos bidimensionales. Los
elementos lineales de la geometria son las subvariedades totalmente geo-
désicas completas, es decir, subvariedades completas tales que una geodé-
sica en la subvariedad (con respecto a la métrica inducida) es también
una geodésica del espacio ambiente. Empezaremos con.e1 modelo del disgo

de Poincaré: .

3.1. Modelo del disco de Poincaré.

Sea Dnc]Rn el disco unitario abierto:

n o_ _ n,.2 2
D' = {x = (xl,...,xn)E]R ,x1+...+xn<1}.

Sea aD" = Sn'l, la frontera de D":
s-1 - {xE]Rn;x§+...+xr2] = 1).

Dotemos a D" con la métrica de Poincaré:

2 2
i 4(dxl+... +dxn)

AV
)

(3.2)  ds?

(1-nxu

2 _ .2 2
donde IIxi~ = x1 + ...4-xn.
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3.3. DEFINICION. D" provisto con la métrica (3.2) se 1lama el disco de

Poincaré n-dimensional.

De una manera andloga al caso bidimensional se demuestra que los dia-
metros de D" son 17neas geodésicas de D". La métrica (3.2) es proporcio-
nal a la métrica euclidiana (es decir, la métrica es conforme), luego, los
dngulos que forman dos subvariedades en un punto comin coincide con el an-
gulo euclidiano. E1 factor de proporcionalidad (1-"XH2)2 es una funcion de
la norma euclidiana y por tanto este factor es invariante bajo el grupo de
las transformaciones ortogonales de R". De 1a qfirmacién anterior se si-
gue que las transformaciones ortogonales se restringen a isometrfias de o".

E1 disco bidimensional

A = ((x,y,O,---,O);x2,+y2< 1}

es isométrico al disco de Poincaré bidimensional. Andlogamente, los discos

de dimensidn k > 2, contenidos en Dn, definidos asf{:
A, = {(X,,x X, ,0 . OYX2+ +x2<l}
k | 1: 23°", k, se ey ’ 1 e k
son isométricos al disco de Poincaré de dimensidon k. Si
70" 0",

es la funcion

T(xl,'--:xn) = (Xl,'-"xn_l’"xn),

entonces, T tiene como conjunto de puntos fijos a bo_q ¥ €s una isometria
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de‘An_l, por lo fanto, una geodésica que tenga como dato inicial un vector
tangente a A, ;. en cualquier punto de A _,, debe tener su imagen entera-
mente contenida en L. (ya que si no ocurriese esto la geodésica y su
imagen serfian dos geodésﬁcés distintas con un vector tangente comin). Se
tiene, asT, que A _, debe ser totalmente geodésico. Inductivamente vemos
que 4, debe ser totalmente geodésico cuando 1sksn,

Posteriormente veremos que el grupo de isometrfas de D" actda transiti-

n . . . .
vamente en D'. Si se supone esto, se tiene la siguiente:

3.4. PROPOSICION. E1 disco de Poincaré D" con la métrica (3.2) es una va-

riedad riemanniana completa con curvatura seccional constante -1. Las 11~

P n . -
neas geodésicas de D son los circulos ortogonales g_S" 1.

DEMOSTRACION. Ya que el grupo ortogonal actla también como grupo de isome-~
trias del disco de Poincaré con la métrica (3.2), se sigue que si P esrun
subespacic de dimensién dos entonces Pg;D" es isométrico al disco de
Poincaré bidimensional y es totalmente geodésico. Luego, la curvatura sec-
cional de D" en el origen es constante e igual a -1. Si el grupo de isome-
trfas de D" actda transitivamente en D", se sigue que p" tiene curvatura
seccional constante -1 en todo punto de D%, Si V es un vector tangente a
D" en cualquier punto, entonces V es tangente a un plano P que pasa por el
origen. Luego, la geodésica que tiene como dato inicial a V tiene como
imagen un arco de un circulo euclidiano contenido en P y ortogonal a Sn'l.

Sea 1(D") el grupo de isometrfas de D", Este grupo es el grupo de las

transformaciones de Moebius n-dimensionales que preservan a D" (es decir,
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los difeomorfismos que preservan dngulos). Si se considera a p" encajado
en Rn+1 y se proyecta estereogrdficamente a D" sobre el hemisferio sur
de S", desde el polo norte N = (0,...,1), entonces I(Dn) es el grupo de
transformaciones de Moebius que preservan al hemisferio sur (ver Figura

46).

N
g
Fig. L6

La transformacion T :Rn U{oo}—>-]Rn U{=} definida mediante la férmula

2
T(X) = x + nzii~-1 (X-Z),

Ix-zl

donde zeR", nzi > 1, T(z) = », T(«) = z, es una inversidn, en R" U=} = Sn,

con respecto a 1a esfera de R" centrada en z y de radio ("2"2_1)1/2_ Esta

1 y por tanto la transformacidn T preserva al

esfera es ortogonal a S~
disco unitario (inversiones en esferas preservan dngulos y mandan esferas
en esferas, luego Sn'1 es preservada y es fadcil ver, ya que z es exterior
a Sn—l, que el disco unitario es preservado). Toda transformacién de

Moebius es una composicién de inversiones en esferas y las transformacio-

nes de Moebius que preservan orientacién son la composicién de un nimero
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par de inversiones en esferas. Ya que esrposible expresar la distancia
hiperb6lica, entre dos puntos de Dn, como funcién de una razén doble entre
cuatro puntos contenidos en un circulo y como las inversiones preservan la
razén doble de cuatro puntos cociclicos, se sigue que inversiones en es-
feras que preservan a Sn'1 son isometrias. Dejamos al lector definir razén
doble de cuaternas ordenadas de puntos en un circulo Yy la expresion de la
distancia hiperbdlica como funcién de esta.

En la geometrfa hiperbglica n-dimensional, la nocién de 17ineas geodé-

sicas asintdticas sigue siendo la misma. Mis precisamente, dos geodésicas

de D" son Positivamente asintSticas si satisfacen las mismas condiciones

que en el caso bidimensional. Igualmente, se define punto al infinito como
una clase de equivalencia de geodésicas positivamente asintticas y en el
modelo de Poincaré podemos identificar a los puntos al infinito como los

puntos de aD". Sigue siendo vdlida la tricotomfa para dos rectas hiperbd-

Ticas: Se cortan, son paralelas o bién son ultraparalelas.

Los elementos lineales de esta geometria son los casquetes de esferas
k-dimensionales que cortan ortogonalmente a 30". Esto se sigue del hecho
de que I(Dn) actua transitivamente en el conjunto de elementos lineales
k-dimensionales y de que los elementos k-dimensionales que contienen al
origen son de 1a forma P€§Dn, donde P es un subespacio k-dimensiong1 de
R".

Muchos de Tos célculos realizados en el modelo bidimensional siguen
siendo vdlidos, sin embargo, el cdlculo de voldmenes de s§1idos n-dimen-
sionales es en general bastante dificil. J.'Milnor ha encontrado una fér-

mula muy bonita para encontrar el voldmen de tetraedros en términos de una
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funcién, que é1 1lama funcién de Lobachevsky, y de los angulos diédricos

en las aristas.

e A — e —

Este modelo se obtiene del modelo D" proyectando estereograficamente
desde n a D" en el hemisferio sur y tomando en este G1timo Ta métrica
riemanniana inducida por la proyeccion estereogrdfica. Ya que Ta proyec-
cién estereografica preserva dngulos, se sigue que las 1ineas geodésicas
son arcos de circunferencias ortogonales al ecuador. En este modelo es
f4cil visualizar y construir elementos lineales perpendiculares a dos ele
mentos lineales (cuando estos existan).

Sea Sng;Rn+1 la esfera unitaria y sea ST el hemisferio sur con la mé-
trica descrita anteriormente. Los elementos lineales en este modelo son
las intersecciones, con ST, de los subespacios afines de Rn+1 que son pa-
ralelas al Gltimo eje coordenado. Si P1 y P2 son dos hiperplanos de Rn+1
que son perpendiculares al ecuador de S" entonces cortan a ST en dos hi-
perplanos hiperbolicos H1 y H2. Ectos dos hiperplanos determinan dos pun-
tos Py Y Py que son exteriores a s" de 1a manera siguiente: p; es el pun-
to de interseccion de todas las rectas tangentes a Sn, en los puntos de
Piglsn, que son ortogonales a esta interseccidon. Tenemos que PiQZSn es
una esfera de dimensién n-1 que corta al ecuador ortogonalmente. Si un
hiperplano de tal tipo contiene al polo norte, entonces todas las rectas
tangentes construidas son paralelas y decimos que se cortan en el mismo
punto al infinito. Todas las rectas tangentes a " a 1o largo de una es-

fera de dimensién n-1 y que son perpendiculares a dicha esfera son las
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generatrices de un cono al que Tlamaremos cono osculador de dicha esfera.

A1 vértice del cono que corresponde a un hiperplano hiperbélico 1o 1lama-
remos el polo de dicho hiperplano. Todos los planos euclidianos que pasan
por el polo de‘un hiperplano hiperb61igo, que son paralelos al (l1timo eje
coordenado, y que cortan al hemisferio sur, determinan a una recta hiper-
bélica ortogonal al hiperplano.

Dos hiperplanos hiperb6licos P1 y P2’ cuyos polos son Py ¥ Py, Se cor-
tan, son paralelos o son ultraparalelos, seglin la recta euclidiana que
pasa por p; y p, sea externa a Sn, tangente a s" o corte a S” en dos pun-
tos distintos. Cuando P1 y P2 son ultraparalelos existe una (nica perpen-
dicular hiperbdlica comln y se construye asi: se toma el plano euclidiano
que pasa por los polos de los hiperplanos y que es paralelo al Gltimo eje

coordenado y se toma la interseccidn de dicho plano con el hemisferio sur.

3.6. Modelo del hemiespacio superior.

Este modelo se obtiene del modelo del hemisferio sur asi: se toma un
punto x en el ecuador y se proyecta estereogrdficamente desde x al hemis-
ferio sur sobre el hiperp]ano de R" que pasa por el origen y que es orto-
gonal a X. La imagen del hemisferio sur es un hemiespacio en el subespacio
ortogonal a x. Se puede suponer sin perder generalidad que esta imagen es

el hemiespacio:

no_ n,
H —{(Xl,-.-,xn)em ,Xn>0}

La métrica inducida en H" por 1a proyeccibén estereografica es
p Y
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=2 )

dx§+...+dx
(3.7) dsf-—L 0

P - . n
Las geodésicas en este modelo son semicircunferencias en H , cuyo cen-

{(x{s+..sx_1,0)}, que son ortogonales a rL e

1

tro estd en Rn'l =

. . . n- P .
particular las semirectas en H, perpendiculares a R y con vértice en

Rn'l son 1ineas geodésicas. Los elementos 1ineales de dimensién k son

hemisferios de esferas k-dimensionales ortogonales a Rn'l (y por To tan-

n-l) (

to centradas en R ver Figura 47).

Fig. 47 | @

El grupo de isometrias de H" es el grupo generado por las inversiones
n-1

en esferas de dimensidén n-1, centradas en R . Si A es una transformacién

n-1

ortogonal de Rn_L, si A es un real positivoy si b R entonces la trans-

formacisn T:H" > H" dada por la formula

n-1

(3.8) T(x,y) = (AA(x)+b,ny); x€R 7, y>0,

es una isometria.

3.9. El modelo proyectivo.

. . n -
E1 espacio proyectivo P se construye de manera andloga a la correspon-
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diente a PZ :P" es el conjunto de todas las rectas que pasan por el origen
en R"*1 y se puede identificar con el cociente obtenido de S" al identifi-
car puntos antipodales. Todas las construcciones realizadas en el caso bi-
dimensional se pueden generalizar a dimensiones superiores. En particular,

n : .
a cada punto x€P' se Te asignan sus coordenadas proyectivas

(xl:x2:,...,:xn+1). La cuddrica Q:

— . . . - n' 2 2" 2 =
Q = {(Xl'XZ"""'Xn+1)€]P ;X1+"'+Xn xn+1 0},

Jjuega el mismo papel que el que juega la cénica en el caso bidimensional.

Procediendo de manera andloga al caso en dimensién dos se demuestra que Q
. n-

es difeomorfa a una esfera S 1 ¥ que sépara en dos componentes conexas a

P".

Una de estas componentes se 11ama el interior de Q y la denotamos con
el simbolo 1(Q). EIl 1nteridr de Ta cuddrica Q es difeomorfo a un disco
abierto de R". La otra componente, 1lamada el exterior de Q y escrita e(Q)
es difeomorfa al haz de Hopf de 17neas sobre el proyectivo Pn°1. Este

G1timo haz se obtiene asi: Sea J:Sn—]'XR—*Sn-lx R, Ta involucidn

J(x,t) = (-x,-t),

entonces el haz de Hopf citado se obtiene al tomar el cociente de Sn'lx R
bajo esta involucidn. Para ver que en efecto e(Q) es difeomorfo a dicho
haz basta notar que e(Q) se obtiene de la hipersuperficie de Rn+1, cuya

ecuacion es

2.2
Fooe Xy o Xy = L

- N

al identificar puntos simétricos con respecto al origen. Esta hipersuper-



116

1

ficie es difeomorfa a s xR puesto que la proyeccidn central, desde el

origen de Rn+1, 11eva difeomorficamente al "cilindro" C:

- n+l 2 2 _
C = {(xl,...,xn+1)€]R sXp ¥ e X 11,

sobre la hipersuperficie. Tenemos que C = Sn'lx R y la involucion que in-

tercambia puntos simétricamente situados de la hipersuperficie es equiva-
Jente a J (es interesante notar que el haz de Hopf puede ser descrito por
una desigualdad polinomial en términos de coordenadas proyectivas). Existe
Ja misma dualidad dada por polaridad como en el caso bidimensional: cada
punto pee(Q) es el polo de un hiperplano proyectivo que interseca a i(Q)
y por 1o tanto el conjunto de tales hiperplanos estd en correspondencia
biyectiva con e(Q).

Las transformaciones proyectivas se obtienen al proyectivizar transfor-

ntl

maciones lineales de R ~. El grupo proyectivo n-dimensional PGL(n) es

jsomorfo al cociente del grupo GL(n+1,R), de automorfismos lineales de

Rn+1

, dividido entre su centro que consiste de los midltiplos escalares de
la identidad.

E1 subgrupo de PGL(n) de las transformaciones proyectivas que preservan
a la cuddrica Q, 1o designaremos con el simbolo Pn(Q). Existe una Gnica
métrica riemanniana en i(Q) tal que Pn(Q) es el grupo de isometrias de Ta
métrica y tal que el drea de un tridngulo geodésico con sus vértices en Q
sea n (esto equivale a fijar la curvatura igual a -1). Usando el proceso
de Gram-Schmidt, como en el caso bidimensional se puede demostrar fdcil-

mente que Pn(Q) actia transitivamente en los subespacios proyectivos de la

misma dimensién, que intersecan a i(Q).
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Tenemos que i(Q) es difeomorfa a la hoja superior del hiperboloide

n-dimensional:

_ 2 2 2 _ ..
H(-1) = {(xl,...,xn+1),x1+... X=X 1,xn+1> 0}.

n+
la

Proyectando centralmente desde el origen de R H(-1) sobre el dis-

n
coD

NI 8 2 _
D' = {(xl,...,xn,l),x1+...+xn 1},

contenido en el subespacio a fin de Rn+1, cuya ecuacion es Xl = 1. Este
hiperplano y el disco 6" Tos podemos identificar, de la manera obvia con
R" y el disco de Poincaré D". Con esta identificacién vemos que el modelo

proyectivo puede ser representado asi: el disco D" con la métrica

(3.10)  d(psq) = % tog 120l lazal

Cuando representamos al modelo proyectivo en el disco D" con la métrica
(3.10) vemos que los elementos lineales de Ta geometrfa son de la forma
PND" donde P es un subespacio afin de R". Se tiene que Sn'l = 30" corres-
ponde a la cuddrica Q y parametriza al conjunto de puntos al infinito.

Un complejo simplicial euclidiano con sus vértices en D" corresponde a
un complejo hiperb6lico cuyas caras son elementos lineales hiperbélicos.

Si alguno de los vértices del complejo queda en aDn, decimos que se trata

de un complejo impropio. Si todos Tos vértices estdn en Sn"l decimos que

es un complejo ideal. En particular un simplejo euclidiano con todos sus
1

vértices en S"* se 1lama un simplejo ideal. La siguiente proposicidn es
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evidente:

3.11. PROPOSICION. Todo simplejo hiperb6lico (propio o impropio) no dege-

nerado es convexo.

E1 modelo proyectivo representado por la métrica (3.10) no es conforme,
pero cerca del origen la distorsion de los angulos, con respecto a los dan-
gulos euclidianos, es pequefia. Un simplejo 1déa1 tiene angulo diédrico
entre sus caras igual a cero. Si P es un hiperplano hiperb6lico en el
modelo, su polo P es un punto de e(Q) y por tal motivo, podemos asignar
a cada coleccion (P

1""’Pn+1) de puntos de e{(Q) el simplejo propio

cuyas caras son los hiperplanos que tienen como polos a esos puntos.

3.12. E1 modelo del hiperboloide.

Sea H" definido como sique:

n _ oh=l. 2 2_ 2 _
H' = {(xl,...,xn+1)(.R SXP ¥ e F X=X 1,x

n- “n+l T > 0%

n+l
n oy . . .
Dotemos a H' con la métrica inducida, en su espacio tangente, por el

1

producto interno en R , de tipo (n,1), definido asf:

[ n
(3.13)  xe¥ = | ] xyy

- X Y s
i=1 ] n+17n+l

donde

X = (Xl""’xn+1) yyY= (yl,...,yn+1).
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Todo el razonamiento hecho para el caso bidimensional sigue siendd va-

lido:

1) La métrica (3.13) induce un producto interno positivamente definido
en el haz tangente de H" y por lo tanto HY es una variedad rieman-
niana.

2) E1 grupo de isometrfas de H" es el grupo de transformaciones linea-

les de Rn+1

que preservan al producto interno semidefinido dado por
la formula (3.13). Es decir, de transformaciones A€GL(n+l, R) tales

que
AJAT = T

donde J es la transformaci6n Tineal que tiene como matriz
diagonal (1,1,...,1,-1).

Se quiere también que A preserve a H" y por 1o tanto 1(H"), el grupo

de isometrias de H" es el grupo 6(n,n-1) que tiene fndice dos en el grupo
0(n,n-1) de Tas transformaciones lineales que preservan a (3.13).

3) I(H") actda transitivamente en H" y en el conjunto de todas las geo-
désicas de H". Adn mds, usando el proceso de Gram-Schmidt se puede
ver que las diferenciales de Tos elementos dé I(H") actdan transi-
tivamente en las variedades grassmannianas de I(Hn): Pados dos sub-
espacio§ L, ¥ L, tangentes a K" (posiblemente en puntos distintos)

y de la misma dimensién, existe A€ I(H") = 6(n,n-1) tal que DAO.Q=L2,
donde DA es la diferencial de A.
4) H" tiene curvatura seccional constante igual a -1. Cada subespacio

de Rn+1, que corta a Hn, To corta ortogonalmente con respecto a la
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métrica indefinida (3.13), luego, interseca a H" en una subvariedad,
completa y totalmente geodésica. Si P? y Pg son dos subespacios de
dimensién tres, que cortan a Hn, existe una isometria A, tal que
A(P1F1Hn) = sz\Hn, luego H" tiene curvatura constante igual a -1

en cada seccidn puesto que el plano

P = {(x],0,...,0,x)},

es isométrico a H2.
- Py n . .
Las lineas geodésicas de H' son las intersecciones de planos, que

pasan por el origen, con H". La curva
v(t) = (senht,0,...,0,cos ht)

tiene vector tangente de norma uno, con respecto a la métrica de Hn,
Tuego v(t) es una geodésica parametrizada con su Tongitud de arco.
De ésta manera, usando isometrfas, se pueden encontrar las ecuacio-
nes de todas las geodésicas.

Los puntos de H pueden ser considerados como Tos puntos en el hemi-

espacio superior de Rn+1 que pertenecen a la "esfera" de radio ima-
ginario i, con respecto a la "norma" de Rn+1:
_ .2 2 2 \1/2 _
mxi = (X7 H e+ X =X b x = (XpseeaXpy)-

Los puntos de la "esfera" de radio 1 con respecto a esta norma es:

1

S(1) = (xR = 1),

Los puntos de S(1) estén en correspondencia biyectiva con Tos hiper-
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planos hiperbdélicos, orientados de H'. Sea ¢ 1a funcidn de S(l)lJHn,

definida como sigue:

X-Y

C(X:Y) = v

donde XN y nYn son reales positivos o imaginarios puros positivos.
Se tiene:

Si X,Y:’?Hn entonces
C(X,Y) = cos h[d(X,Y)],

donde d(X,Y) es la distancia hiperb6lica entre X y Y.
Si X,YeS(1) y X#Y entonces los hiperplanos hiperb6licos xt, vt

que corresponden a X y Y se intersecan en HN sd y solo si
5
fe(x,y)1° < 1.

Ademds, [C(X,Y)]2< 1 si y solo si el subespacio de Rn+1 generado
por X y Y es un subespacio donde el producto interno es positiva-

mente definido. Ya que el plano euclidiano que generan X y Y puede

n+l

ser 1levado a el subespacio de R cuya ecuacidn es Kol = 0, -por

" un elemento A€ 0(n,n-1) tenemos que C(X,Y) = cos x (X,Y) cuando

[C(X,Y)]2< 1 (1a métrica en el hiperplano Xotl = 0 coincide con la
métrica euclidiana). Por el otro lado el mismo argumento usado en

el caso bidimensional implica que si [C(X,Y)]2< 1 entonces
C(X,Y) = cos x (X,Y) = #cos ¥ (Xl,Yl),

donde el G1timo signo depende de Ta orientacidn de Xty de Yty el
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dngulo en consideracién es el dngulo diédrico que forman Xl y Yl.
6c) Sean X y Y como en 6b). Entonces los hiperplanos correspondientes
Xl, YL tienen una perpendicular comin < [C(X,Y)]2 >1 <> el subespa-
cio generado por X y Y corta a H' s el producto interno es de tipo
(+,-) en el subespacio generado por X y Y. Si alguna de estas co-

Sas ocurre, entonces:
C(X,Y) = +cos h(d(x},Y1))

donde el signo se escoge segln C sea positivo o negativo-

6d) Con Tamisma notacién se tiene: Xt

y Yl son paralelos
<> [C(X,Y)]2 = 1 <+ el subespacio generado por X y Y es asintético
a H" < el subespacio generado por X y Y contiene a una generatriz
del cono x§-+... +x§ —xﬁ = 0 < el producto interno restringido al
subespacio generado por X y Y es degenerado.

6e) Si XeH" y YES(I) entonces

C(X,Y ) = ~1sinhd(X,YY).

3.14, Oriesferas y Oribolas.

Las oriesferas son los objetos andlogos a los oriciclos y son hipersu-
perficies de H", e espacio hiperbélico n-dimensional, que cortan ortogo-

nalmente a una familia completa de 7ineas geodésicas paralelas:

3.15. DEFINICION. Una oriesfera de H" es una hipersuperficie de H" que

corta ortogonalmente a todas las geodésicas que pertenecen a una misma
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clase de equivalencia de geodésicas positivamente asintdticas.

Se tiene de Ta definicidn que una oriesfera determina a un punto al in-
finito (se puede decir, vagamente, que una oriesfera es "tangente" a un
punto al infinito). E1 grupo de isometrias de H" actda transitivamente en
el conjunto de oriesferas y en los diferentes modelos (salvo en el modelo
del hiperboloide en donde no es tan fdcil visualizar a las oriesferas) son

objetos sencillos:

3.16. En el modelo del disco de Poincaré D" las oriesferas son esferas de
dimension n-1, interiores a p" y tangentes a D" (se suprime el punto de
tangencia, que es el punto al infinito que determina el oriciclo) (ver

Figura 48).

Fig. 48

3.17. En el modelo del hemiespacio superior las oriesferas son Tas esferas
contenidas en el hemiespacio superior cerrado y tangentes a Rn—lLJ{w}. En
particular los hiperplanos X, = €, donde c es una constante positiva, son

oriesferas que corresponden a las semirectas perpendiculares a Rn'l (ver
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Figura 49).

oriesfera

Fig. 49

. A
= \ ofiesfera

—

3.18. En el modelo del hemisferio sur las oriesferas son esferas en dicho

hemisferio tangentes al ecuador.

3.19. En el modelo proyectivo representado como D" con la métrica (3.10)

son elipsoides de revolucifn tangentes a 0",

3.20. PROPOSICION. Todas las oriesferas son isométricas a R", es decir,

son variedades riemannianas completas con curvatura seccional cero con

respecto a la métrica inducida por la métrica hiperbélica.

DEMOSTRACION. Una oriesfera gueda completamente determinada por un punto
y un vector tangente a H" en el punto y ortogonal a la oriesfera (puesto
que esto determina el punto al infinito al que pertenece la oriesfera).
Luego, el grupo de isometrias de H" actda transitivamente en el conjunto
" de oriesferas. Por lo tanto, todas las oriesferas son isométricas. La de-
mostracidn no depende del modelo asi es que vamos a utilizar el modelo

del hemiespacio superior y una oriesfera especifica: la oriesfera Xn = 1.
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La métrica en esta oriesfera obviamente coincide con la métrica-euclidiana

del hiperplano x_ = 1, luego, toda oriesfera es isométrica con el espacio

n
euclidiano. (Q.E.D.)

De una manera andloga al caso bidimensional se demuestra que las ories-
feras x, = ¢ys X = Cy (cl,c2> 0), en el modelo H" son hiper%uperficies
equidistantes que estdn a distancia |log ¢y - log c2|.

En el modelo D", de Poincaré, consideremos a todas las esferas de di-
mensién n-1, de Rn, que cortan a 30" con uh dngulo conﬁtante<x#0. Sea Fa
tal familia. Ya que inversiones en esferas preservan dngulos vemos que
I(Dv) actda transitivamente en Fa y el subgrupo de 1(D") que fija a una
esfera S de Fa actda transitivamente en el haz tangente unitario de sno".
Luego, cada S& Fa es una hipersuperficie completa de D" con curvatura sec-
cional constante y no es muy diffcil ver que 1a curvatura es negativa
(dejo al lector expresar la curvatura como funcién de o). Los elementos
de Fa son los equivalentes, en dimensién superior a los hiperciclos y por
eso los 11amaremos-h19eresferas. Las oriesferas corresponden al caso o =0.
Es interesante notar que H" posee subvariedades completas con curvatura

. . . . . n
constante negativa arbitraria. La oriesfera X, = C> 0, en el modelo H -es

fijada solamente por isometrias de H" de 1a forma

Tltgoee k) = T0x,) = (Axtb,x )5 A€O(n-1,R),b€R".

- 3.21. DEFINICION. Una oribola abierta es la regidn de H" que es "inte-

rior" a una oriesfera. Mas precisamente: toda oriesfera tiene una orien-

tacion natural dada por el campo vectorial ortogonal a la oriesfera que
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corresponde a Jos vectores tangentes a las geodésicas positivamente asin-
toticas que determinan a la oriesfera. La oribola es la regidn en la que

"entran" dichas geodésicas. La otra componente, el "exterior" de la ori-

esfera nunca.puede ser una oribola. Una oribola cerrada es la adherencia
de una oribola abierta.

Todas las oribolas son isométricas y el grupo de isometrias de H"
actla transitivamente en el conjunto de Tas oribolas (aunque no actua
transitivamente en una oribola). En el modelo D" de Poincaré las oribolas
son discos n-dimensionales euclidianos de Dn, tangentes a 0" y en el mo-

-1

delo H" 1as oribolas son discos euclidianos tangentes a R""* o bien he-

miespacios x_>c>0, x_zc>0, segin la oribola sea abierta o cerrada.

n n
Todas las oribolas son hiperbdlicamente convexas y de hecho una oribola

. e . n
abierta es la regidn convexa en el complemento de una oriesfera en H'.

3.22. Discos y esferas hiperbglicas.

n
Se define la esfera de radio rz20, centrada en el punto p€H como el

lugar geométrico de los puntos de H" que enuidistan una distancia r del
punto p. Denotemos S:(p) a dicha esfera. E1 disco abierto de radio r>0,

a quien denotaremos Dr(p), (centrado en p) es definido asf:

D:(p) = {xe H"; d(x,p) <r},

donde d designa a la distancia hiperbélica,

En el modeTo Dn, S?(O) es la esfera euclidiana de radio euclidiano R,
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luego, por transitividad, las esferas y discos hiperb6licos en el modelo
p" son, respectivamente esferas y discos (aunque sus centros y radios hi-
perbdlicos no necesariamente coinciden con los euclidianos).

E1 grupo ortogonal actdGa isométricamente en H" y deja fijo a S?(O) y
actla transitivamente en S:(O), luego, S:(O) tiene curvatura seccional
constante positiva (dejo al lector expresar esta curvatura como funcidn
de r). Luego, las esferas hiperbdlicas, las hiperesferas hiperbélicas y
Tas oriesferas son hipersuperficies de H" con curvatura seccional cons-
tante positiva negativa y cero, respectivamente. Se tiene que para todo
K&R existe una hipersuperficie de ]1", completa, simplemente conexa y
con curvatura constante K. Este hecho da otra diferencia entre la geome;
tria euclidiana y Ta no euclidiana. Un teorema célebre de Hilbert dice que

3 no contiene una superficie completa (o 1o que es lo mismo, cerrada

R
como subconjunto de R3) con curvatura constante negativa (no hay un mode-
lo de la geometrfa hiperbdlica encajado isométricamente en RB). Este re-
sultado de Hilbert fue generalizado por Efimov para superficies con cur-

vatura negativa (no necesariamente constante), completas, donde la curva-

tura estd separada de cero,

3.23. Vecindades tubulares de geodésicas,

(]

Si consideramos la 1inea geodésica L {(0,...,0,xn);xn> 0} en el mode-
To Hn, entonces procediendo exactamente como en el caso bidimensional, ve-
mos que la G—Vécindad tubular (abierta) de L es un cono n-dimensional.
Este cono es la unién de todos los rayos euclidianos de H", con vértice

, 4 . ,
en el origen, que forman un &ngulo inferior a o, donde
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a =2 tan'l(ea) -

]

Fig. 50

3.24. Isometrias.

Obviamente los grupos de isometrfas caracterizados en los diferentes
modelos de la misma dimensidn son isomorfos, puesto que Tos modelos son
isométricos. Sea I(Hn) el grupo de isometrfas de H". En los modelos del
disco de Poincaré, del hemiespacio de Poincaré y en el del hemisferio sur,
las isometrfas fueron caracterizadas como productos de inversiones en
ciertas esferas. Las inversiones en esferas sbn involuciones y correspon-
den a reflexiones en hiperplanos hiperbGlicos. En esto hay semejanza con
la geometrfa euclidiana, puesto que ecualquier isometria de R" es una com-
posici6n de reflexiones euclidianas con respecto a hiperplanos. Por ejem-
plo: una translacidn de R” es la composicion de dos reflexiones con res-
pecto a hiperplanos distintos y paralelos. Para las rotaciones, el hecho
de ser toda rotacién un producto de reflexiones es un ejercicio de dlgebra
Tineal.

si PCH" es un hiperplano, entonces la reflexidn hiperb6lica con
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respecto a P es la isometrfa R evidente: es la transformacion que fija a
cada punto de P y que manda a cada 1inea geodésica, ortogonal a P isomé-
tricamente sobre ella misma asf: si y(t) es una geodésica perpendicular a
P, tal que v(0)€P, entonces R(y(s)) = y(-s). Se verifica facilmente que
R es de hecho una isometrfa.

Las reflexiones en hiperplanos no preservan la orientacidn de H" y el
subgrupo, I+(}W) , de las isometrfias de H" que preservan la orientacién,
consiste de los elementos de I(Hn) que son una composicidn de un nlmero
par de reflexiones en hiperplanos hiperbdlicos.

La geometrfa hiperbdlica nos sugiere la manera de construir varios
tipos de isometrias, por ejemplo: Si P1 y P2 son dos hiperplanos hiperbé-
licos uitraparalelos distintos y si R1 y R2 son las reflexiones con res-
pecto a estos hiperplanos, entonces R1 y R2 dejan fija, como subconjunto,
a la linea hiperb&lica L que es la perpendicular comiin a Py Y P2, Tuego,
R1°R2 deja fija a L y actGa en ella como una translacién.. Todos los hiper-
planos perpendiculares a L son permutados entre ellos por R1°R2 y ninguno
es dejado fijo por esta transformacién. Podemos decir que T = R1°R2 es una

translacién pura a To largo de L. Por el otro lado si P es un hiperplano y

h es una isometria de P, entonces, usando las geodésicas ortogonales a P
es claro como extender h a una isometrfa de todo H". Todas las isometrfas
que dejan fijo a P son de este tipo.

Las isometrfas mandan a una clase de equivalencia de geodésicas positi-
vamente asintéticas en otra tal c]ase de equivalencia, luego I(Hn) actua
en los puntos al infinito (actda en el horizonte visual). E1 "horizonte"

se puede topologizar de la misma manera que en el caso bidimensional: cada
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vector tangente y unitario en un punto fijo pEEHn determina a un y solo
un punto al infinito y todo punto al infinito corresponde a un tal vector.
Por To tanto, los puntos del infinito se pueden identificar con la esfera

Sn"1 ¥, en consecuencia, el conjunto de puntos al infinito se puede topo-

N-1"si se cambia a] punto p, entonces se

lizar como la esfera estandar S
cambia la parametrizacién con una transformacién de Moebius n-dimensional.
&{Como son los grupos de isotropfa, bajo isometrias de los elementos linea-

n . s .
les de H" ? La siguiente proposicidn es una respuesta parcial:

3.25. PROPQSICION. Si péiﬁn, entonces el subgrupo E(p)§;I(Hn) de elemen-
tos que estabilizan a p:

E(p) = (AEI(H"); A(p) = p},

es isomorfo al grupo O(n,R) de transformaciones ortogonales de R". Luego

E(p) es un grupo de Lie compacto. Si LC H" es una ]inea geodésica, enton-

ces su estabilizador: E(L) = (A€I(H"); A(L) = L} es isomorfo al grupo de

similitudes puras de R 1 es decir, transformaciones A:R"M1 »»Rn_lggl

donde x>0 y O es una transformaci6n ortogonal (por tanto E(L) no es com-

pacto). E1 subgrupo de E(L) de las isometrfas que fijan a cada punto de L

es isomorfo a 0(n-1,R).

DEMOSTRACION. La afirmacidn es independiente del modelo, luego, se puede
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tomar el mode]o:Dn.>Como I(Dn) actua transitivamene, se puede suponer que
p es el origen. E1 subgrupo de I(Dn) que fija al origen fija también a la
esfera hiperbdlica Sl(O) y actla isométricamente en ella; ademis, la ac-
cibn restringida a Sl(O) debe ser efectiva, puesto que una isometrfa que
fije a cada punto de Sl(O) necesariamente fija a todo H". Este grupo
E(0) contiene al grupo de rotaciones euclidianas 0{n,R), Tluego E(0) =

= 0(n,R). Para encontrar el estabilizador de una 17nea geodésica basta
encontrar al estabilizador en I(H") de 1a 17nea geodésica L = {(0,...,0,
xn):xh> 0}. Un elemento de E(L) fija a Tos puntos al infinito determinado
por L. Si A€ E(L) entonces A manda a cada recta hiperbélica que
corresponde a una recta euclidiana perpendicular al hiperplano Xy = 0 en
otra recta. Por la observacién anterior se sigue que E(L) actda en 1la
orisfera Xy = 1, de la manera siguiente: si A€E(L), sea A:0+0 ,

A(x) = w(A(x)), donde 0 denota a la orisfera X, =1y donde = es la pro-

yeccién ortogonal euclidiana de R" en el hiperplano Xn =1. Se tiene

——— A A

A-B = A<B, Tuego en efecto se tiene una accién. A(0) es un hiperplano
X, =c>0, y por lo tanto, d(A(x),A(y)) = %—d(x,y para todo par de puntos

)
" X,y€0. Como cada ACE(L) fija a L, se tiene que A(O,...,l) = (0,...,1) se
sigue inmediatamente que A debe ser una similitud pura de 0 que es isomé-

n-l. Si A fija a todos Tos puntos de L, entonces A fija a 0y

trico a R
A es ortogonal. (Q.E.D.)

La diménsién de I(Hn) se puede calcular asf:

En el modelo del hiperbo]oide Hn, el grupo de isometrfas de H" fue
caracterizado como el grupo 6(n,n-1) de transformaciones de Rn+1 que

preservan la forma cuadrdtica Q(x) = x%-k...-+xﬁ-fxﬁ+l, y que también pre-



132
servan a H. Luego, la dlgebra de Lie de 6(n,n—1) es igual al &lgebra de

Lie de 0(n,n-1). Cerca de la identidad, toda matriz A 0(n,n-1) es la ex-

ponencial de una matriz de la forma:

0 fa; 8y ... anw

donde la matriz (nxn) A es una matriz antisimétrica: A+AT = 0. Luego
dim(I(Hn)) = Dﬁ%;ll . La matriz B la podemos describir en términos de

a = (al,...,an) y A= ((aij)) con la notacién B = B(a;A). Se puede proce-
der a hacer una clasificacién de isometrias usando la estructura del dlge-
bra de Lie que se escribe como suma directa de matrices de la forma B(0;A)
y matrices de la forma B(A;0). Otra manera de tratar de clasificar a las
isometrias de H° (es decir, describir la dindmica y la geometrfa de las
clases conjugadas del grupo Hn) esi1a siguiente: En el modelo H" se toma
una matriz que represente a un elemento de 6(n,n-1) y se analizan las po-
siciones de los subespacios invariantes de 1a matriz (usando dlgebra 1i-
neal) con respecto al hiperboloide H". Estos subespacios pueden'se% tan-
gentes a Hn, ajenos a H" o cortar a H" en un elemento lineal invariante
bajo 1a isometrfa que induce la matriz. Veamos el argumento geométrico que

utiliza Thurston para clasificar isometrias de HZ:
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3.26. PROPOSICION (Proposition 4.9.3 en [Th]). Si g:}F-+ W es una iso-

metria distinta de la identidad, que preserva la orientacidn de Hz, en-

tonces existen las tres distintas posibilidades siguientes:

2
1) g tiene un Gnico punto fijo z H";

2) g deja invariante a una (nica 1inea geodésica L;

3) g no satisface ni 1) ni 2) en cuyo caso g tiene un Gnico punto fijo

al infinito.

3.27. DEFINICION. g se 1lama eliptica, hiperbélica o parabdlica si satis-

»

face, respectivamente 1), 2) ¢ 3).

DEMOSTRACION. Por hipdtesis se puede tomar x€5H2 tal que x # g(x), luego
existe una (nica 1fnea geodésica L que pasa por x y g(x). Considérese las
rectas L y g(L). Si L = g(L) entonces g satisface 2) (es muy fdcil ver
que L es la dnica geodésica invariante por g), Si L#g(L) témense Tas
rectas L, y L, que son las bisectrices de las rectas L y g(L) en el punto
g(x) y las rectas g(L) y gz(L) en el punto gz(x). Hay tres posibilidades:
i) L1 y L2 se intersecan en el punto zEEHZ. E1 punto z debe ser
punto fijo de g puesto que el tridngulo cuyos vértices son z,
g(x) y gz(x) es is6sceles, luego d(z,g(x)) = d(z,g?éx)) y puesto

que g preserva orientacién z debe ser punto fijo.

ii) L1 y L2 son u]trapara]e]és y por lo tanto tienen una recta per-
pendicular comin M. Esta recta tiene que ser invariante por g,
puesto que el cuadrildtero formado por g(x), gz(x) y Tos piés de

tas perpendiculares de L1 con My L2 con M, es de Saccheri y por
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To tanto d(g(x),M) = d(g
iii) L1 y L2 corresponden a geodésicas pbsitivamente asint6ticas que
determinan el punto al infinito w, que tiene que ser necesaria-
mente invariante bajo g puesto que g(Ll) = L,. E1 Tector puede
verificar fdcilmente que w es el dnico punto fijo de g.

Veamos ahora la clasificacion de isometrias cuando 1a dimensidn es su-

perior a dos:

3.28. PROPOSICION. Sea g:H" > H" una isometria que preserva la orienta-

cion de H", entonces hay tres posibilidades:

i) g deja fijo a un punto zeH" y es, por lo tanto conjugada a una

rotacién en el origen en el modelo D".

ii) g no deja ningin punto fijo en ]f‘, ero fija a una dnica geodé-
ho deja | punto en peroc 1i1ja a una unica geode

sica, como subconjunto, de H". En este caso g es eonjugada a una

transformabién,.gg_gl modelo Hn,_ggl tipo: T(x,y) = (AA(x),Ay)

donde, x = (xl,...,xn_l); y>0, A>0, A€0(n-1,R);

iii) g no tiene punto fijo en H", ni tampoco deja fija, como subcon-

junto, a alguna geodésica de H'. Entonces g es conjugada, en el

modelo Hng_ggg translacién:'ﬂxlp..,xn_Pxn)=(x1+a1,",xn_1+an_1,xn).

DEMOSTRACION. Las posibilidades son exhaustivas y mltuamente excluyentes,
puesto que una isometria g que fija, como subconjuntos, a dos geodésicas
distintas tiene necesariamente un punto fijo. De hecho, se puede suponer
que g es conjugada a la isometria T(x,y) = {AA(x),Ay), xééRn_l, y>0,
Ac0(n-1,R), Tuego si g fiJa a otra geodésica distinta de L = {(0,...,¥)}
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necesariamente » = 1 y g fija puntualmente a las dos geodésicas. Si g es
del tipo i) o ii) entonces del andlisis de subgrupos estabilizadores de
puntos y 1ineas geodésicas se sigue que g es conjugada a los prototipos
indicados. Si g no tiene puntos fijos ni 1ineas geodésicas fijas entonces
g debe tener exactamente un punto fijo en el horizonte. Para ver la afir-
macion anterior notamos que en el modelo proyectivo g es una transforma-
cibn ﬁ}oyectiva que fija a la adherencia de i(Q), luego, sfendo esta ad-
herencia homeomorfa a un disco cerrado n-dimensional, se sigue en virtud
de las hipétesis y el teorema de Brouwer que g debe tener exactamente un
punto fijo en este disco y este punto fijo debe de pertenecer a Q. Si
ahora pasamos del modelo proyectivo al hemisferio sur y después a H" via
proyeccidn estereogrdfica, desde el punto fijo de g, vemos que g permuta

n-1, Ahora bién, g debe dejar

a Tos rayos euclidianos perpendiculares a R
fija a la oriesfera O que corresponde al hiperplano Xn =1 puesto que en
caso contrario g transformarfa al hiperplano X, = 1 en el hiperplano

X, = ¢> 0, donde c#1, y 1a funcién f:0+0 definida asf: f = meg, donde

w es la proyeccidn ortogonal euclidiana en el hiperplano X, = 1, serfia
una contraccidn si c>1y f'l serfa una contraccién si c<1. Esto implica
que f tiene un punto fijo lo cual contradicerfa a las hipétesis puesto
que g fijaria al rayo vertical que pasa por el punto fijo de f. Del hecho
de que g fija a la oriesfera X, = 1 y actua sin puntos fijos e isométri-

camente en dicho hiperplano, se sigue que g es una translacién. (Q.E.D.)

3.29. DEFINICION. Decimos que geSI(Hn), g distinto de la identidad es

eliptico, hiperb6lico, o parabdlico segin g satisfaga i), ii) 6 iii), res-
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pectivamente.

Si g es elfptico con punto fijo z, decimos que g es una rotacidn alre-
dedor de z. Si g es hiperbélico con 1inea geogésica invariante L, entonces

g se 1lama una translacidn-rotacidn a 1

largo del eje L. Si g es conjuga-

da a Ta isometria

T(x,y) = (ay)s A> 0, x = (XqseeeoX 4)s ¥>0,

n

en el modelo H, decimos que g es una translacién pura a 1o largo de L.

Finalmente, si g es parabélica con punto fijo al infinito p, decimos que
g es una p-translacidn.

Con 1o que se ha visto hasta el momento ya se puede visualizar la dind-
mica de una isometrfa hiperbélica, sin embargo, haré una construccidén geo-
métrica que pensé, inspirdndome en la Proposicién 4.9.3 de Thurston: 1la
construccion de haces de Steiner n—dimensiona]es asociados a isometrias
hiperbdlicas.

Considérese H" como el interiur de la cuddrica Q en el espacio proyec-
tivo P" y al grupo de isometrias de H" como P+(Q): transformaciones pro-
yectivas qﬁe preservan a i(Q), junto con su orientacidn. Es facil ver
(contando parametros) que dada una isometria, geP.(Q), existe un punto
x€i(Q) = H" y un hiperplano P tal que x,g(x) pertenecen a Py P no es
dejado fijo por g. Se tiene que Py g(P) corresponden a dos hiperplanos
proyectivos que se intersecan a 1o largo de un subespacio proyectivo de
dimensién n-2 que contiene a g(x). Sea P1 el hiperplano hiperbélico que

contiene a M y que bisecta a Py g(P). Sea P, el hiberplano hiperbélico
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que contiene a g(M) y que bisecta a g(P) y gz(P). Entonces P, y P, corres-
ponden a los hiperplanos proyectivos A y B. Sea N = ANB, que es un subes-
pacio proyectivo de dimensidn n-2, entonces hay tres posibilidades:

i) NNi(Q) #¢

ii) Nce(Q)

iii) N es tangente a Q.

Se puede demostrar que N es invariante bajo la transformacidn proyecti-
va G, que induce a g (se utiliza el mismo tipo de argumentos que‘ThurstonL
Luego, el haz de todos los hiperplanos proyectivos que-contienen a N es
jnvariante bajo G. Si ocurre ii) la transformaci6n g es hiperbdlica puesto
que el haz en cueétién contiene exactamente a dos hiperplanos tangentes a
Q en los puntos p y q. G actdia no trivialmente en los elementos del haz
(1os permuta). Los puntos p y q determinan a la dnica 7inea geodésica in-
variante por g: esta 1inea es el eje de g. Si ocurre iii) g4tiene que ser
parab6lica: g es una m-translacién, donde m es el punto de tangencia de N
y Q. Si ocurre i) entonces g debe ser eifptica: un punto fijo es la inter-
seccién de un plano hiperbdlico bidimensional que es perpendicular, simul-
taneamente a P ng(P), g(P)f\gz(P) y M. Dejamos al lector verificar que tal
elemento 1ineal bidimensional, perpendicular a los tres elementos lineales
de dimensidn n-2, existe.

Los elementos del haz discutido en el pdrrafo anterior cortan a Q en
una foliacién singular cuyas hojas no singulares son esferas de dimensidn
n-2 o discos de dimensién n-2. Si g es eliptica entonces hay una s6la hoja

3

. . n- , .
singular difeomorfa a una esfera S y todas las hojas no singulares son

componentes de esferas de dimensién n-2, que contienen a la hoja singular,
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cuando se suprime a la hoja singu]ar: son discos que tienen como frontera
a la hoja singular. Si g es parab6lica entonces la foliacién estd formada
por todas las esferas de dimensidn n-2 de Q que son tangentes en el punto
m de Q. Si g es hiperbélica entonces la foliacidn singular se ve como la

foliacidn por esferas paralelas: hay dos puntos singulares. Las foliacio-
nes descritas, junto con la familia de circulos ortogonales, son foliacio-
nes g-invariantes de tipo eliptico, parab6lico e hiperbdlico, respectiva-

mente. A tal pareja de foliaciones la 1lamaremos red de Steiner.

3.30. Isometrias del espacio hiperbélico H3.
3

Vimos ya que en el disco de Poincaré D CIR3 U{x} = 53, las isometrias

son composicifn de inversiones en esferas bidimensionales ortogonales a

2 3

S™ = 3D". Si consideramos a 52 como la esfera de Riemann se tiene que cada

isometria de D3, con la métrica hiperbdlica, induce una transformacidn que

preserva circulos y dngulos. Sabemos que toda tal transformacidn F:52—+52;

2

ST = CU{=} debe ser de los tipos
(;) = aztb
Flz) = cz+d »
o bién
F(z) = g%jg .
cz+d

Luego, I(H3) es isomorfo al grupo de transformaciones de Moebius gene-
rales. E1 grupo I+(H3) de Tas isometrias que preservan la orientacidn de

H3 es por 1o tanto el grupo M de Tas transformaciones de Moebius especia-
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les (que no involucran conjugacidén compleja):

P _ aztb }
’ cztd '’

2

donde S° = 6 = CU (=} es el plano extendido, o esfera de Riemann. Dada una

matriz no singular

a b
A= [ ] ; a,b,c,deC,
c d

se tiene la transformacidn de Moebius

y dos matrices A y B representan a la misma transformacién de Moebius si

y solo si existe A€C, A #0 tal que AA = B. Luego:

3.31. PROPOSICION. Sea y:GL(2,C)>M el epimorfismo que asocia a cada ma-

triz no singular compleja A€GL(2,C) la transformacidn de Moebius A. En-

tonces el ndcleo de y son todas las matrices escalares

x 0
s A #0.

3.32. COROLARIO. Sea SL(2,C)<S6GL(2,C) el grupo de matrices, no singulares,

complejas, de orden dos y de determinante uno. Entonces SL(2,C)/{I,-I} es

isomorfo a M, donde I es la matriz identidad.
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3.33. COROLARIO. E1 grupo I+(H3) es isomorfo al grupo PSL(2,C) =

sL(2,C)/{1,-1}. Este grupo cociente se 1lama el grupo proyectivo especial

complejo de dimensidn dos.

Una manera natural de representar a H3 y a Ta accidn de H3 como grupo
de isometrias de H® es usando los cuaternios en la forma siguiente:

Consideremos al hemiespacio H3 contenido en el espacio cuaternionico K

2 2

K = {x+iy+iztkwsi = -1,§% =-1,k¢ = -1}

mediante la identificacion

3

f(x,y,t) = x+tiy+it; (x,y,t)EH", (t>0).

podemos identificar a x +1iy, con el complejo x+1iy, para escribir
f(x,y,t) = z+jt.

Las transformaciones de Moebius cuaternénicas derechas son las trans-

formaciones

T:K+K,

definidas asf:
T(q) = (aq#8)(va*+s) ™15 q€K, as-py#0.

Si as B, Y ¥ & son nimeros complejos, es decir, si a = x1+iy1,
. . . 3
B = Xy,*tiy,, § = Xgtiyg, v = Xa+iygs entonces vemos que T preserva a H” (o

mis precisamente a f(H3)). Luego, cada matriz A€GL(2,C),
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induce a una transformacion de H3

[(az+b) (z+d)+tac]+t]

(3.34) T(z+tj) =
|cz+d| 242 |2

Dejamos al lector verificar que cada transformacidn del tipo (3.34) es

. .y 3 L. s
una isometria de H3. La métrica en H” en notacidn cuaternidnica es:

2. .2
2 |dzl “+dt
(3.35)  ds® = 1SECE

t
(1a transformacitn q~+q“1, asT como las transformaciones q-aq+b, donde
a,b€C, preservan 1a métrica (3.35), puesto que Ta primera es una inver-

si6n en el origen segida de una reflexi6n en un hiperplano perpendicular
3

i

al subespacio de dimensién tres que contiene a H” y las segundas son del

tipo:
T(x,y.t) = (AA(X,y)+b,at)).

En esta representacidn se toma clara la interrelacidn que existe
entre la variable compleja y las variedades hiperb6licas: los grupos dis-
cretos de PSL(2,C) actGan discontinuamente en H3, es decir, cada compacto
de H3 corta solamente a un nimero finito de sus imdgenes bajo la accién
del grupo discreto. Esta observacién es debida a H. Poincaré y el estudio
de esta relacién es actualmente un campo fértil y activo. Si un subgrupo

discreto rc PSL(2,C) actla sin puntos fijos en H3, lo que es equivalente
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a que T no tenga elementos elipticos, entonces r determina a la variedad

hiperbdlica completa H3/r.
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4.1. ESTRUCTURAS GEOMETRICAS EN VARIEDADES

Una variedad topolégica M, de dimensi6n n, es un espacio Tocalmente
homeomorfo a Rn, es decir, su topologfa estd definida por una coleccidn
de cartas locales: {(U ,¢ );a €1}, donde U es abierto de My ¢ :U > R"

a o o o a
es un homeomorfismo sobre un abierto de R" e I es un conjunto de fndices.
Vagamente hablando, una estructura geométrica en M se obtiene al suponer
-1, s s

j -q’j(U-int)'*q’.i(U-in Uj),'l,JGI,
satisfacen ciertas hipdtesis. Por ejemplo: Ta orientabilidad de M (que es

que los cambios de coordenadas ¢ij:¢1°¢

un concepto que se puede definir en términos.puramente homolégicos) se
puede garantizar cuando la familia {¢ij;i,j651} preserva a la orientaci6n
inducida, en cada abierto de sus dominios, por una orientacién de R". Re-
sulta natural pedirle a la familia {¢1j} condiciones generales con respec-
to a la propiedad comin que deben de satisfacer. Por ejemplo si se res-
tringe ¢1j a un abierto de su dominio entonces la restriccién debiera sa-
tisfacer Ta misma propiedad que posee ¢ij' Asimismo, es natural pedir que
composiciones (cuando estén definidas) e inversos de la familia {¢1j}
deben también poseer la propiedad comin. Asf, 1legamos a que una manera
conveniente de dar una estructura geométrica en M (es decir, una manera
especifica de modelar Tocalmente aMen Rn) es pedir que la familia

{¢ij} pertenezca a un seudogrupo:

4.2. DEFINICION. Un seudogrupo de homeomorfismos locales de R" es un con-
junto G = {¢i;1 GI;¢1:U1-+V1} de homeomorfismos locales de Rn, es decir,
para cada i&l, ¢1:Ui-+vi es un homeomorfismo del abierto Ui de R" sobre

el ‘abierto V; de R"; tal que:
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1) Si $¢€£G y U es un abierto contenido en el dominio de ¢, entonces la
restriccién de ¢ a U, ¢/U, pertenece a G.

2) Si ¢ y ¢ pertenecen a G y existe la composicidn yod, entonces y-¢&G
(es decir, si Domy>Im ¢3¢,0€ G entonces P £G).

3) Si ¢ ¢G entonces ¢'1€-G.

4) Si U = LJ Ua es un abierto de R" y si ¢:U7>V es un homeomorfismo
del abié?to U sobre el abierto V y si ademds la restriccion de ¢ a
Ua pertenece a G para cada a, entonces ¢ €G (en particular, Ua es

abierto).

4.3. DEFINICION. Si G es un seudogrupo, entonces una G-variedad es una
variedad topolégica M con un atlas {¢1;¢1:U1+-Rn,161} tal que el cojunto
{¢1j;i,j €1} de los cambios de coordenadas estd contenido en G. Un tal

atlas se llama una G-estructura.

4.4, Ejemplos de seudogrupos y G-variedades.

He aquf una serie de ejemplos de seudogrupos:

1)'G1 = Loc(R"): este es el seudogrupo de todos los homeomorfismos

Jocales de R". Obviamente este seudogrupos contiene como subconjun-
to a cualquier seudogrupo de homeomorfismos locales de R".

2) G, = Loc+(Rn): el seudogrupo de todos los homeomorfismos locales

2
de R" que preservan la orientacidon inducida en cada abierto por

una orientacion fija de R".

3) G = Lip(Rn): el seudogrupo de todos los homeomorfismos locales de

3
R" que satisfacen una condicidn de Lipschitz en una vecindad de
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cada punto de su dominio. (D. Sullivan ha demostrado que toda varie-

dad topoldgica es una tal G-variedad).

4) 6 Difr(Rn): el seudogrupo de todos los difeomorfismos locales de

4
Rn, de clase cr, 1-rs=w.

5) G Diff:(Rn): el subconjunto de G4 de difeomorfismos locales que

5
preservan la orientacién.

6) Gg = Hol(c"): el seudogrupo de todos los homeomorfismos locales de
c" que son biholomorfismos.

7) G, = FolE(Rn): el seudogrupo de todos los difeomorfismos locales,
de clase Cr, de R" que preservan la estructura horizontal del pro-

K

ducto R" = RKx R"K ge R", (0sKs=n), es decir de la forma

o(x,y) = (F(x,y),9(y)).

8) Gg = Af(R"): el seudogrupo de los homeomorfismos locales de R" que
son restricciones de transformaciones afines de R".

9) G9 = Sim(Rn): el subconjunto de G8 gue consiste de homeomorfismos
locales de R" que son restricciones de similitudes de R".

10) G10 = I]oc(Rn): el subconjunto de G9 que consiste de las isometrfias
locales de R".

En Tos ejemplos anteriores algunos de Tos seudogrupos eran subseudo-

grupos de otros. Un subseudogrupo de un seudogrupo G es un subconjunto

G,C G, de G ta]’que'GO es un seudogrupo, es decir, los elementos de Gq

0
satisfacen 1), 2), 3) y 4).

Es conveniente ampliar la definicién de seudogrupo para permitir seudo-
grupos dé homeomorfismos locales de una variedad arbitraria y no solamente

de R".
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4.5. DEFINICION. Un seudogrupo de homeomorfismos Tocales de una variedad

variedad M, es un subconjunto G ge homeomorfismos locales de abiertos de

M sobre abiertos de M que satisface las mismas propiedades 1), 2), 3) y 4)

de la definicion 4.2.
EJEMPLOS.
11) Gy = TI(G): el seudogrupo de los homeomorfismos locales del grupo
de Lie G, que son restricciones de translaciones izquierdas de G.
De manera andloga se define el seudogrupo TD(G) de las translaciones
derechas de G.
12) 612 = Proy{n): el seudogrupo de los homeomorfismos locales de P"
que son restricciones de transformaciones proyectivas de P".
13) 613 = IToc(M): el seudogrupo de los homeomorfismos locales de M que
| son restricciones de isometrfas de M con respecté a una métrica
riemanniana completa.
14) 614 = Euc(n): el seudogrupo del tipo 13) cuando M es el espacio
euclidiano R". Se tiene 614 = GIO'
15) 615 = Elip(n): el seudogrupo del tipo 13) cuando M es la esfera S"
con su métrica estandar. -
16) 616 = Hip(n): el seudogrupo del tipo 13) cuando M es el espacio

hiperbélicao H".

4.6. DEFINICION. Si G es un seudogrupo de homeomorfismos Tocales de la

variedad X, entonces una (G,X)-variedad es una variedad M juhto con un

X-atlas cuyos cambios de coordenadas pertenecen a G, en otras palabras:
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M tiene un atlas modelado en X, A = {(¢1,Ui);i€ I} donde Ui es un abierto

de My ¢1:Ui-+¢i(Ui) es un homeomorfismo de U; sobre el abierto ¢i(Ui) y

Tos cambios de coordenadas,

¢'ij = ¢i°¢j:¢j(uinuj)"¢i(uin Uj)’

pertenecen a G. Un tal atlas se 1lama una G-estructura de M.

Las (G,X)-variedades tienen diversas propiedades y nombres que vamos a

enlistar a continuacidn:

1)

Una Gl-variedad es simplemente una variedad topoldgica de dimensién

ny G1 es, en cierto sentido, el seudogrupo universal que contiene
a todo seudogrupo n-dimensional.

Una Gz-variedad es una n-variedad orientable.

Una G3-variédad se 1lama una n-variedad lipschitziana y como se
habfa mencionado antes toda variedad topoldgica tiene una Gy-estruc-

tura, por un resultado de Sullivan.

Una G4—var1edad es una n-variedad diferenciable de clase c¢" Y su

G4-estructura se 1lama también su estructura diferenciable. Un

ejemplo célebre de Kervaire consiste de una variedad topoldgica de
dimensidn 9 que no posee una G4-estructura.,

Una GS—variedad es una variedad de dimensién n diferenciable y

orientable,

Una Gs-variedad es una variedad analftico-compleja de dimensién

compleja n,

Una G7—variedad es una n-variedad diferenéiab1e con una foliacibn

de dimensién k y de clase c".
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Una Gg-variedad se 1lama una n-variedad localmente afin. Una 68-

estructua se 1lama estructura afin.

Una Gg—variedad se Tlama una n-variedad de similitud y su Gg—estruc-

tura se 1lama su estructura de similitud.

Una Glo-variedad se 1lama, alternativamente, una variedad riemanniana

plana, variedad euclidiana o variedad parabélica. Su estructura se

1lama estructura euclidiana. Toda variedad riemanniana plana hereda

de R" su métrica: tal variedad es localmente isométrica a R". Un
teorema de Bieberbach dice que toda n-variedad riemanniana plana, M,
compacta, tiene un recubrimiento finito que es isométrico con un n
toro plano. Luego M es recubierta universal e isométricamente por

]Rn

E1 grupo fundamental de M conmuta con n translaciones lineal-
mente independientes de R" y da origen a una configuracién crista-
logrédfica de R" (un panal de abejas n-dimensional) por tal motivo a
M se le 1lama también una variedad cristalogrdfica y a su grupo fun-
damental se Te 1lama un grupo cristalogrdfico. Para cada n existe
solamente un ndmero finito de variedades riemannianas planas no di-

feomorfas: salvo similitud y subdivisién hay solamente un nimero fi-

nito de panales de abejas de dimensidn n.

Una Gll-variedad se 1lama una variedad localmente de Lie, modelada
en el grupo de Lie G. Si se considera una métrica riemanniana de G
que sea invariante bajo translaciones izquierdas, entonces una Gll_
variedad hereda una métrica riemanniana. Analogamente, G hereda una
medida de Borel que proviene de la medida de Haar, invariante por

la izquierda, de G. Hay una manera natural de construir variedades
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modeladas en un grupo de Lie G: Si T es un subgrupo discreto de G,
entonces la variedad cociente G/I es una tal variedad. En muchos
casos toda variedad con una Gll-estryctura es de este {l1timo tipo.

Una Glz-variedad se 11ama una variedad localmente proyectiva. Como

ejemplos de tales variedades podemos citar a los espacios lenticula-
res que se puedan recubrir por un proyectivo P".

Una 613-var1edad se 1lama una variedad localmente isométrica a M.

Hay una manera canbnica de construir tales variedades: Si I(M) es el
grupo de isometrfas de la variedad riemanniana My si rcI(M) es un
subgrupo que actida Tibre, propia y discontinuamente en M entonces e]
espacio de 6rbitas M/T es de manera natural una ILoc(M)-variedad y
posee una métrica tal que la proyeccidn canénica #:M-+M/T es una
isometria localr(y un recubrimiento).

Aqui todo coincide con 1o dicho en 10).

Una 615—variedad se Tlama una variedad elfptica. Toda variedad elfp-

tica compacta se obtiene asf: sea rcO(n+l,R) un subgrupo finito
del grupo ortogonal que actéia 1ibre e isométricamente en S". Enton-
ces S"/T es una variedad elfptica y toda variedad elfptica compacta
es isométrica a S"/r para algin r. Luego toda variedad el}iptica com-
pacta es isométrica con una variedad lenticular (asf 1lamamos a las
variedades del tipo Sn/r). Las variedades elfpticas coinciden con
las variedades riemannianas con curvatura seccional constante 1.

Una Gls—variedad se 1lama una variedad hiperbélica de dimensién n.

Su Gl6-estructura Ta 1lamamos su estructura hiperbélica. Las varie-

dades hiperbdlicas son Tas variedades con curvatura seccional nega-
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tiva. Si la variedad es completa entonces es isométrica a una vérie-
dad cociente Hn/r, donde rc:I(Hn) es un subgrupo discreto que
acta propia, libre y discontinuamente en H".

Un teorema de M. Hirsch dice que toda variedad abierta M (es decir, no
compacta y sin frontera), con haz tangente trivial, posee una submersion
diferenciable en un espacio euclidiano de su misma dimensién. Por lo tanfq
toda variedad abierta de dimensién n admite una submersién diferenciable
en cualquier variedad de dimensién n. Luego, toda variedad abierta para-
lelizable de dimensién n tiene una (G,X)-estructura donde & es un pseudo-
grupo arbitrario en la variedad n-dimensional arbitraria X. Por ejemplo:
toda variedad paralelizable abierta de dimensién par tiene una estructura
analftico-compleja. Como consecuencia de 1o anterior vemos que para poder
empezar una clasificacién de (G,X)-estructuras es necesario restringir
tanto las variedades que queremos clasificar, como a naturaleza de G.

Mis adelante introduciremos el concepto de completez para (G,X)-estructu-
ras donde X es una variedad real analfitica y G es un grupo de Lie que
actua ana]fticamente en X. Muchos de los ejemplos de seudogrupos dados
tienen la propiedad siguiente: son restricciones a abiertos, de una varie-
dad real-analitica X, de los difeomorfismos de una accién de un grupo de

Lie G, que actua analiticamente en X. Esto motiva la siguiente

4,7, DEFINICION. Un (G,X)-pseudogrupo, donde X es una variedad real analf-
tica y G es un grupo de Lie que actda efectiva y analiticamente en X (y
cuyos elementos g€ G los identificamos con Jos difeomorfismos analfticos

g:X~ X determinados por la accién), es un pseudogrupo G de homeomorfismos
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es de X que sen restricciones de elementos de G.

DEFINICION. Una (G,X)-variedad es una variedad con un atlas cuyos

os de coordenadas pertenecen a un (G,X)-pseudogrupo.

EJEMPLOS.

1)

4.9.

1)

2)

(AF(R"),R™); AF(R") = grupo affn de R".

(sim(R"),R™); Sim(R") = grupo de similitudes de R".
(Simp(Rn),Rn); Simp(Rn)= grupo de similitudes puras de R".
(I(R"),R"); I(R") = grupo de isometrfas de R".

(0(n+1,R),s"); 0(n+1,R) = grupo de isometrias de S".

(PL(n,R),P"); PL(n,R) = grupo de transformaciones proyectivas de

P".

(PSL(Z,C),é);‘PSL(2,C) grupo de trnasformaciones conformes de la

esfera de Riemann C.

(1(HY,HM; I(HY) = grupo de isometrias del espacio hiperbdlico H".

Algunos ejemplos de (G,X)-variedades, donde (G,X) pertenece a la lista

previa.
E1 toro T2 = Slxs1 se obtiene como el cociente RZ/ZZ, luego es una

variedad riemanniana plana: tiene una.(I(Rz),Rz)—estructura.

. E1 toro T2 se obtiene de RZ—{(O,O)} = C* = C-{0} al tomar el cocien~

te de C* obtenido al identificar las 6rbitas de T:C*-+C*, T(z) = Az
donde A€ Cy |rx] # 1. Luego el toro también tiene una estructura de

similitud, es decir, una (Sim(RZ),RZ)—estructura.
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3) T2 tiene muchas estructuras de similitud que se construyen geométri-
camente de la manera siguiente: se toma un cuadrildtero simple en

R2

y se identifican los lados opuestos con las (Gnicas) simiiitudes
de RZ que preservan la orientacién y que identifican a los lados
opuestos del cuadrildtero. Ya que la suma de los dngulos internos de
un cuadrilatero es 27 el lector puede comprobar que no hay problema

en los vértices (ver Figura 51).

Fig. 51

Cuadriliteros semejantes que dan una

estructura de similitud a T 2

2

4) T° posee muchas estructuras afines que no son ni euclidianas ni de

similitud. Por ejemplo, sean A, B las dos matrices:

1 1 r O
A= , B = , P> 1,
: 0 1 0 r

Entonces A y B conmutan y generan un grupo abeliano y iibre en dos
generadores, Este grupo actua propia, libre y discontinuamente en el

hemiplano supérior de R2 y el espacio cociente es el toro T2. En la



siguiente figura (Figura 52) se muestra un dominio fundametnal y al-

gunas de sus imdgenes:

S N \ r S

AN -
SN\ L

0 :

5)

6)

7)

Existen muchos ejemplios an&logos a este que se obtienen identifican-
do los lados opuestos de un cuadrildtero mediante transformaciones
afines,

E1 toro n-dimensional T" = Rn/ln posee, obviamente, una estructura
euclidiana pero no posee una estructura de similitud (que no sea
euclidiana) si n>2. E1 toro T posee muchas estructuras afines que
no son euclidianas y que se obtienen de -una manera andloga a la del
ejemplo 4), Para n = 3, esta construccién equivale a identificar las
caras opuestas de un poliedro convexo, cuyas seis caras son cuadri-

1dteros, mediante transformaciones afines,

s"x 5! tiene una estructura de similitud para toda nz 1: "« s es
el cociente de Rn+1—{0}, formado por las 6rbitas de T(x) = ax;
x> 1, x€ R™1-q0),

Todas 1as variedades que fibran diferenciablemente sobre el toro
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k-dimensional con fibra el toro n-dimensional tienen una estructura

n+k

afin: se obtienen de R al tomar el cociente bajo un grupo dis-

n+k

creto de las transformaciones afines de R de Ta forma

xtA(x)+b,

donde A €SL(n+k,Z).

Como ya vimos todos los espacios lenticulares tienen una
(0(n+1,R),Sn)-estructura.‘

E1 teorema de uniformizacidn de Koebe y Poincaré implica que toda
superficie orientable y metrizable tiene una (PSL(2,C),6) estructura,
(Mds adelante construiremos algunas.)

Teorema de Thurston: §i_M3 es una variedad cerrada atoroidal y de

tipo de Haken, entonces M3 admite una estructura hiperbdlica. Donde:

Atoroidal significa que ningln toro encajado en M3 inyecta a su gru-
po fundamental y de tipo de Haken quiere decir que el recubrimiento

3 y M3 posee una superficie orientable, encaja-

universal de M3 es R
da, distinta de SZ, que inyecta a su grupo fundamental.

Toda superficie M2, compacta, orientable y de género g, tiene una
estructura hiperbélica cuando g»> 1. La construcciédn clasica es la
siguiente:

Sea DZC:]R2 el modelo proyectivo de‘}g cuyas lineas geodésicas son
segmentos de recta euclidiana. Sea P el poligono regular euclidiano
con 4g lados y cuyos vértices estdn en aDz. Entonces P representa a

un poligono hiperb6lico ideal cuyo dngulo en sus vértices ideales es

cero. Sea tP; O0<t 1 el poligono que se obtiene al aplicarle a P la
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similitud (x,y)=(tx,ty). Cuando t estd cercano a cero, el poligono
tP estd cerca del origen. Ya vimos que este modelo proyectivo se
obtiene componiendo Ta proyeccién estereogrdfica desde el polo norte

en el hemisferio sur con la proyeccién ortogonal del hemisferio sur

sobre DZ. La derivada en el origen, de esta composicién, es la iden-

tidad, Tuego los dngulos hiperbdlicos de tP, considerado como un po-
11gono hiperbélico, difieren poco de los &ngulos euclidianos cuando
t es pequefio. Las rotaciones euclidianas en el origen son isometrias
hiperbélicas en el modelo proyectivo, Tuego, para toda t€ (0,1] el
poligono hiperbélico Pt es un polfigono regular. Los dngulos internos
de Ps varfan continuamente de 0 a w(2g-1)/(2g) cuando tw 0; por 1o

tanto, existe t0 6(0,1]'ta1 que los dngulos internos de Pt son
0

n/(2g). E1 poligono Pt es un polfgono hiperbdlico regular y cuales-
(o}
quiera dos de sus aristas son isomé&tricas. Numeremos ciclicamente

sus 4g aristas con los siguientes 4g simbolos:

-1 -1, -1.-1 -1 ,.-1
al,bl,,a1 ,b1 ’a2’b2’a2 ,b2 ,...,ag,bg,ag ,bg .
Identifiquemos para cada i, 1si<g, a la arista'ai con la arista

a}l con la Gnica isometrfa hiperbélica que preserva la orientacién

de }@ pero que invierte la orientacién de a; con respecto a una

orientacidn fija de Ta frontera del polfgono. Identifiquense bi con

.i

por el proceso descrito, a las aristas del polfgono Pt » €S una su-
0

b.” de manera andloga. Entonces, el espacio obtenido al identificar,

perficie orientable de género g (ver Figura 53 para el caso g = 2).

Adn mds, la superficie Mg tiene una estructura diferenciable y una
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métrica riemanniana naturales que provienen del hecho de que las
aristas fueron identificadas mediante isometrfas y de que la suma
de los dngulos en los vértices del poligono Pt es 2n. Por asfi

0
decirlo, todo se ensambla bién.

Fig, 53

La demostracidon rigurosa de las afirmaciones hechas en el pdrrafo

anterior es la siguiente versién particular de un teorema de Poincaré:

Teorema de Poincaré: Sea P un poligono hiperb6lico convexo contenido

en el plano hiperblico H. Supéngase que el conjunto de sus aristas

se descompone como una unién ajena {al,...,an}'u{bl,...,bn} Yy que

ara i €{1,...,n} existe una isometria T.:H-H, que preserva la
para una i que preserva la

orientacién de H y que 1leva isométricamente a; sobre b, invirtiendo

la orientacidn inducida en la.arista a; por una orientacidn de 1

frontera del polfgono. Supdngase que todos los vértices se pueden

identificar con una composicidn de los {T.} y que 1a suma de los
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2

es 2n. Entonces si rcI(H") es

[

de Tos dngulos internos del poligono

1]

gﬂ_grupo‘generado por {Ty,...,T }, I es discreto en I(HZ) y P es un

dominio fundamental de T, es decir, la Grbita, bajo r, de todo punto

de H corta a P. Ademds, cada r-érbita corta al interior de P en a

Jo mds un punto y el espacio cociente H/T' se obtiene de P al iden-

tificar las aristas de P mediante las isometrias Ts» i=1,...,n.

Este teorema de Poincaré nos dice que el conjunto de las imdgenes de P
bajo el grupo T, {g(P);g €T}, cubren a todo ]12 y si g,h €T entonces los
poligonos hiperb6licos g(P) y h(P) son disyuntos o se intersecan a lo lar-
go de una arista com(in: se tiene }@ cubierto por "mosaicos".

En el caso de la superficie de género g‘]a construccién anterior nos
demuestra que toda superficie de género g, orientable, es homeomorfa a un
espacio cociente HZ/P donde IW:I+(H2) es un subgrupo que actua libre,
propia y discontinuamente en HZ,' luego, induce una métrica completa con
curvatura negativa en Mg y la proyeccién w:H?:e-Hz/r = Mg es un recubri-
mieﬁto que es una isometria 1oca1;

Dada una superficie M, hiperb6lica, orientable y de género g>1, es
posible obtener muchas otras a partir de M usando un proceso que consiste

en "cortar" y "pegar" a lo largo de geodésicas cerradas simples de igual

longitud. Para justificar este proceso enunciemos un teorema de carédcter

general:

4,10, PROPOSICION (Teorema de Ensambladura). Sean M y N variedades dife-

renciables, riemannianas, de dimensi6n n>1 y con fronteras no vacfas
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M

1= M N = oN. Supdngase que M; X-Nl son totalmente geodésicas en M y

N, respectivamente. Sea ¢:M1-+N1 una isometria y sea V el espacio topo-

16gico que se obtiene al "pegar" M con N a 1o largo de sus fronteras me-
10gico que se obtiene al "pegar con N a io largo de Sus r1ronteras me

diante la isometria ¢:x € My se identifica con ¢(x)¢€ N;. Entonces:

1) V tiene una dnica estructura diferenciable y una métrica riemanniana

tal que:

2) las inclusiones naturales 11:M+V 3 5:N>V son isometrias entre va-

riedades riemannianas.

Bosquejo de Demostracidn: En una variedad riemanniana existe una manera

natural de elegir una carta local en uno de sus puntos: la funcidn expo-
nencial en el punto. Si x es un puntoven M1 = 3M y le agregamos un collar
a Ma lo largo de su frontera y extendemos la métrica de M a esta nueva
variedad mds grande, entonces las hipdtesis implican que un entorno en Ml’
del punto x, es la imagen bajo la funci6n exponencial en x, de un hiper-
plano tangente a M1 en x. Se tiene una situacién andloga en el punto

¢ (x) GNl = 3N. La demostracidn de la proposici6n se sigue de demostrar que
las funciones Expx y Exp¢(x) se pueden “ensamblar" para obtener la funcidn
exponencial en V. Los detalles son mds dificiles de escribir que de enten-
der.

La proposicién (4.10) da otra demostracién de la validez de la construc-
cidén, a partir de un polfigono, de una estructura hiperb6lica en una super-
ficie de género g. Existe una infinidad de poligonos irregulares de 4g
lados, a partir de los cuales se pueden obtener estructuras hiperbdlicas

de Mg' De hecho, cada Mg’ g>1, posee una infinidad de estructuras hiper-
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bolicas no isométricas y éstas se pueden parametrizar con una variedad de
dimensidn 69-6 (el niimero 6g-6 se obtiene contando el nimero de pardametros

de los poligonos citados).

4.11, NOTA. Las hipdtesis de la proposicién 4.10 son absolutamente nece-

sarios: Las fronteras tienen que ser, ademis de isométricas, totalmente

geodésicas.

4.12. NOTA. La proposicidn 4.10 sigue siendo vdlida si en lugar de consi-
derar dos variedades se considera la variedad obtenida de una variedad
riemanniana al identificar dos a dos ciertas componentes de su frontera,

que son isométricas y totalmente geodésicas.
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5. ALGUNAS VARIEDADES CON ESTRUCTURA HIPERBOLICA

5.1.

EJEMPLOS.

1) Considérese el toro plano T2 = RZ/ZZ. Sea n:R2—>]R2/Z2 la proyec-

cidn recubridora localmente isométrica. La recta de RZ, cuya ecua-

cibn es
a
Y =5 %o

donde a, b son enteros relativamente primos se proyecta en una geo-
désica de T2 de longitud a2+b2. Esta geodésica es una curva cerrada
simple a 1o largo de la cual cortamos a T2 para obtener un cilindro
C. Si ahora pegamos las dos componentes del cilindro con una isome-
trfa: una rotacidn, entonces se vuelve a obtener un toro plano. Este
toro en general ro es isométrico al original. Se puede demostrar que
todas las estructuras euclidianas de T2, de drea uno, se obtienen

por este proceso.

Considérese dos tridngulos hiperbdlicos ideales como en la siguiente
figura (Figura 54) en el modelo proyectivo:
T
Fig. 54 1
N
7z




Fig.
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Suprimanse los vértices ideales de los tridngulos T1 y T2 para, asf,
obtener superficies hiperbdlicas con fronteras geodésicas. Identiffi-
quese el lado p; con el lado 95, con la orientacidn indicada por las
flechas, mediante isometrias Tiips+ Q55 (i = 1,2,3). De esta manera
se obtiene una superficie hiperb6lica homeomorfa al complemento de

tres puntos distintos de 52 (ver Figura 55):

No importa qué tridngulos escogimos puesto que todos Tos tridngulos

ideales son isométricos. Existe una infinidad de isometrias

3

Ti:pie-qi que las podemos parametrizar con Tos puntos de R™ de la

manera siguiente: sean as Ay ¥ a4 puntos en Py» Py ¥ P3 Y sean

bl’ b2 y b3 puntos de 915> 9y ¥ 93- A la terna (Tl’TZ’TS) le asigna-
mos la terna de ndmeros reales (rl,rz,rs) donde ry es 1la distancia
orientada (por 1a orientacién de la direccién de Tlas flechas) de
Ti(ai) ab;. Después demostraremos que existe un sélo valor

(rl,rz,rs) tal que la superficie M(rl,rz,r3) es completa.

2") Considérese en el modelo proyectivo de H2 representado por el disco
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D2 el poligono hiperbélico ideal de 4g lados que corresponde al po-
1igono regular con vértices en aDz. Si ahora se identifican los
lados dos a dos, mediante rotaciones euclidianas, con la identifica-
cion canéniqa que da origen-a la superficie de género g (con gz 1)
se obtiene una superficie hiperb6lica completa homeomorfa a la su-

perficie de género g, menos un punto (Figura 56):

Fig. 56

g=1 g=2 g=n.

E1 ejemplo 1) en el caso completo, corresponde a identificar lados con-

tiguos de un cuadrado_mediante una reflexién en la diagonal (Figura 57): -

NS
77

P

Tig. ST

A i
N
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3) En el modelo proyectivo tridimensional, representado como el disco
D3, considérense dos tetraedros arbitrarios T1 y T2 con sus vértices

en el infinito y con sus aristas orientadas y marcadas como en la

siguiente figura (Figura 58):

Fig. 58

Existe 'una Gnica manera de jdentificar cada cara de T1 con una cara
de T, de tal manera que las aristas se correspondan en orientacidn
y marcas, mediante isometrfas. E1 espacio topoldgico obtenido al su-
primir los vértices tanto de T1 como T2 es homeomorfo al complemento

en 53 del nudo "con forma de ocho" (figure eight knot) (Figura 59):

Fig. 59
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Denotemos con el simbolo [8] a tal nudo (o mejor dicho a la clase de
isotopia de dicho nudo). En general, si T1 y T2 son arbitrarios no
existe una estructura hiperb6lica en la variedad M(Tl’Tz) obtenida
al pegar isométricamente las caras de T1 y T2 (segln el patrén com-
binatorio indicado) de tal manera que las inclusione$ de T1 y Iz
sean isometrias Tocales. De hecho, las configuraciones posibies de
Ty ¥ T, que dan origen a una estructura hiperbdlica de M(Ti,Tz) se
pueden parametrizar con una regidn del plano complejo y solamente un
s01o valor de este pardmetro nos da una estructura hiperbdlica com-
pleta: el valor que corresponde al caso en que T1 y T2 son isométri-
cos con el tetraedro hiperb6lico ideal que corresponde al tetraedro
euclidiano regular cuyas caras son triangulos euclidianos equi]éte;
ros. Luego, 53-[8] posee una infinidad de estructuras hiperbdlicas
incompletas y exactamente una completa. La regidon @cC que parametri-
za a las variedades M(Tl’Tz) que admiten una estructura hiperbdlica
corresponde a una relacion funcional que debe existir entre los "pa-
rametros" de los tetraedros T1 y Ty, Sea Mw la variedad hiperbdlica
que corresponde a2 w €. Para una infinidad de valores de w la comple-
tacion métrica de Mw es una variedad de dimensidn tres obtenida ha-
ciendo cirugia de Dehn a 1o largo del nudo [8]. Para una infinidad
de valores de «w la completacion Mw es, ademds, una variedad hiperbs-
lica cerrada, o bién, algiln recubrimiento ciclico finito ramificado
a lo largo del nudo que corresponde a Tos puntos que hay que agregar
a Mw para obtener Mw. Esta bellisima construccidbn geométrica es de-

bida a William Thurston y nosotros expondremos algunos de sus puntos
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un poco més adelante.

Cabe hacer notar que R. Riley [Ril] habia encontrado en 1975 una es-
tructura hiperbdlica completa en s3- (8] (y por el teorema de Mostow 1a
Gnica estructura completa) de la manera siguiente:

Existe un monomorfismo w:n1(53- [8])-~PsSL(2,C) ta]/que su imagen es un
subgrupo discreto. Luego esta imagen, I, actla propia, libre y disconti-
nuamente en H3 y da origen a una variedad hiperb6lica completa H3/F que
es homeomorfa 53-[8] (esto G1timo se sigue, por ejemplo, del teorema de
fibracién de Stallings o bién, construyendo un dominio fundamental de T
y viendo que al identificar sus caras se obtiene s3_1gl).

La construccién de Thurston es invariante bajo la siguiente involucidn:

Supdngase que T1 y T2 corresponden a el tetraedro euclidiano regular.
Sipe€ T1 es cualquier punto propio de Tl entonces sean Pys Pps P3 ¥ Py
Tos pies de las perpendiculares de p a las caras A, B, CyD, de Tl' Sean
4> s A3 ¥ Gy Tos puntos de T2 que corresponden a Py p2, P3 Y Py bajo
las isometrfas que identifican las caras para obtener s3-[8]. Dejo al
lector verificar due las perpendiculares en los puntos 995 9ps Q3 ¥ Gy @
las caras en las que se encuentran estos son concurrentes en un punto

q€&T,. La correspondencia p~q es una involucidn. Lo anterior no es total-

2
mente correcto: si p pertenece a una arista entonces p se identifica con

tres puntos distintos de T2’ sin embargo, al tomar el espacio cociente la
correspondencia si estd bién definida. Esta construccién la encontré tra-
tando de ver, geométricamente, como se pasa de Ta construccién de Thurston

a la construccién de Gieseking: se toma el tetraedro regular y se identi-

fican dos caras mediante una rotacién en su arista comin v después las dos
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caras restantes mediante una rotacidn en su arista comiin. Se obtiene una
variedad no orientable, hiperb6lica completa que tiene como recubrimiento
doble orientable al compiemento del nudo [8]. Este ejemplo fue encontrado
en 1912 y estd muy bien explicado en el Q]timo capitulo del 1ibro de
W. Magnus [Mag], sin embargo, Gieseking no relaciona a su ejemplo con el
nudo [8].

E1 andlisis que hace Thurston de las completaciones de las variedades

Mw lo 1leva a concluir el siguiente:

5.2. TEOREMA (Theorem 4.7 en [Thu]). Todas las variedades, M(a,8) que se

obtienen de 53 haciendo cirugfa de Dehn con invariantes (o,8); o,8 € Z,

en el nudo [8] son variedades hiperbélicas excepto las variedades cuyos

invariantes son (ta,+g) donde (o,8) varfa en la lista: (1,0), (0,1), (1,1),

(2,1) y (4.1). Hay solamente seis excepciones puesto que M(o,8) = M(-0,B)

= M(-a,-g). Ninguna de estas seis variedades poseé una estructura hiperb6-

En este teorema (1,0) corresponde a una longitud y (0,1) a un meridiano
Es evidente que M(a,B) = M(a,-8) Ta ecuacién M(a,8) = M(-a,£) se sigue del
hecho de que el nudo [8] es isotdpico a un nudo transversal y simétrico
con respecto a un plano. Luego hay un difeomorfismo (1a reflexidn en el

plano) que cambia a una longitud por su negativo.

5.3. Ejemplo de una variedad hiperbdlica con frentera totalmente geodésica

Considérese dos tetraedros T1 y.T2 como en la siguiente figura (ver
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Figura 60):

S

' w"’’’’/////'//////////////////%////////

Fig. 60

Identifiquense las caras sombreadas para obtener un octaedro como en la

siguiente figura (Figura 61):

Fig. 61

Ahora removemos el vértice inferior para aplanar el grafo formado por
las aristas, haciendo corresponder el vértice inferior al punto © en

RZLJ{w}. Orientamos las aristas y nombramos las caras con las letras A,

1

B, Cy Al, B, C1 como en la Figura 62:
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' Fig. 62

Si consideramos a T1 y T2 como tetraedros hiperb6licos qué forman parte
de un octaedro hiperbdélico ideal K, entonces existe una lnica manera de

identificar la cara A con la cara A1

, la cara B con la cara B1 y la cara
C con la cara Cl, mediante isometrias y preservando la orientacidén de las
aristas. Si se suprimen los vértices ideales el espacio de identificacién
es homeomorfo al interior de una variedad compacta y orientable cuya fron-
tera es una superficie de‘género dos. Esta variedad compacta tiene una es-
tructura hiperb6lica tal que su frontera es totalmente geodésica. Thurston
la construye asf:

Considérese el tetraedro hiperb6lico ideal que corresponde en el modelo

proyectivo al tetraedro regular. Los dngulos diédricos hiperbdlicos forma-

dos por este tetraedro son todos iguales a 60° su dngulo euclidiano tiene
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su seno igual a 1/¥3 ). Expandamos el tetraedro, usando similitudes en el
origen hasta que el tetraedro se convierta en un tetraedro regular tangen-
te a DDB. Vemos que el dngulo diédrico decrece de 60° a cero grados, luego,
_existe un tetraedro euclidiano que determina un cuerpo convexo hiperbdlico
cuya frontera son cuatro planos, cada uno de los cuales forma un dngulo

diddrico de 30° con los otros tres, como en la siguiente figura (Fig. 63):

Este s61ido convexo puede pensarse como si estuviése formado por cuatro
caras que son porciones de hiperplanos hiperbdlicos y cuatro caras impro-

pias en la esfera al infinito. Los vértices del tetraedro euciidiano del

que se obtiene esta configuracidn son externos a la frontera de D3 y deter-

minan por lo tanto, sus planos polares V{,V';, V; y Vi, donde Vl’ V2, V3 y

V, son esos vértices. Si ahora truncamos el s6lido con estos cuatro planos

4
hiperbdlicos se tiene un tetraedro truncado, hiperbdlico y propio F formado

por cuatro caras hexagonales y cuatro caras triangulares. EV tetraedro
truncado F es muy simétrico: se puede pasar de cualquier cara hexagonal a

cualquiera otra y 1o mismo ocurre con les caras triangulares. Los dngulos
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diédricos formados por dos caras hexagonales es 30° y el dngulo diédrico
formado por una cara triangular y una cara hexagonal es un dngulo recto.
Si se toman dos copias de F, F1 y F2, y se identifican dos caras hexago-
nales se tiene un hexaedro truncado cuyas seis caras hexagonales se pueden
identificar con isometrfias, segiin el patrén combinatorio descrito antes,

que corresponde al siguiente esquema (Figura 64):

Fig. 64

Debido a la simetria de F, al identificar sus caras se obtiene una va-
riedad hiperb6lica, compacta y orientable M cuya frontera es una superfi-
cie de género dos con una triangulacién con tridngulos geodésicos formada
por las caras triangulares de F, Al hacer la identificacién todas las
aristas se colapsan en una sola curva y la suma de 1o§ dngulos diédricos
que se ensamblan en esta curva es 2n (ver Figura 65) &sta es una de las
razones por las cuales M tiene una estructura hiperbéiica.

Si se toman dos copias isométricas de M; M1 y M2 Yy se ensamblan a lo
largo de su frontera vfa la funci6n "identidad", entonces por 1a propoci-

cion 4,10 se obtiene uné variedad cerrada (el doble de M).
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Fig. 65

5.4. Si se considera un octaedro euclidiano regular, con sus vértices en
52 = 8D3, entonces este octaedro representa a un octaedro hiperbdlico re-
gular cuyos dngulos diédricos hiperb6licos en sus aristas son iguales a
90°. Para ver esto consideramos el modelo del hemiespacio superior que

hace corresponder a un vértice del octaedro el punto «~ de a}ﬁ =]R2

U{e}:
las cuatro caras que contienen al vértice corresponden a cuatro planos
verticales con dngulos diédricos iguales, luego, estos dngulos deben ser
rectos. Sea K este octaedro regular hiperb6lico, suprimiendo sus vértices

(ver Figura 66).

Fig. 66
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Aplanemos la frontera del octaedro en 52 = R2\J{m} haciendo correspon-

der uno de los vértices al punto =. Marquemos Yy orientemos las aristas

como en el siguiente diagrama (Figura 67):

Fig. 67

Ident1fiquense en K la éara A con A1 B ‘con’B1 .., etc., segun 1a
orientacion y marcas de cada tr1éngu1o hiperbélico de K usando 1sometr1as
h1perbo11cas Se obtiene una var1edad h1perbo11ca, no compacta y sin fron—
tera, comp]eta y d1feomorfa a S3 W, donde Wes el en]ace de Whitehead,
ilustrado en la Figura 68.

Luego, el comp]emento de] enlace de Wh1tehead t1ene una estructura h1—
perbélica comp]eta Poster1ormente veremos que en efecto el espac1o obte-”

nido del octaedro es el complemento de] en]ace de Wh1tehead



174

Fig. 68

enlace de Whitehead.

5.5. Todos los ejemplos obtenidos hasta ahora provienen de ensamblar iso-
métricamente a tetraedros ideales a 1o largo de parejas de tridngulos
ideales en su frontera. E1 hecho de que objetos obtenidos asi son varie-
dades tridimensionales, cuando se suprimen los vértices, es un resultado
cldsico. Los puntos que pertenecen al interior de Tos tretraedros no se
jdentifican con nadie, luego, al pasar al cociente siguen teniendo una
vecindad homeomorfa a un disco abierto de R3. Sf un punto en la frontera
de 1a unién de los tetraedros que se van a jdentificar no se identifica
con ningln otro punto, entonces, al pasar al cbcfente tiene una vecindad
homeomorfa a un hemiespacio cerrado. Un punto interior a un tridngulo en
la frontera de un tetraedro se identifica a 1o mds con otro punto y si
esto ocurre, entonces, tiene una vecindad locaimente euclidiana en el es-
pacio cociente. Luego, el Gnico problema estarfa en las aristas (recorda-

mos que todos los vértices se suprimieron). Es mds o menos sencilio ver
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que el conjunto de tetraedros que se unen en una arista al identificarlos

dan una de Tas dos configuraciones locales mostradas en la Figura 69:

o

Fig. 69

u,ﬂ"ﬂ Ml
MK“»\MW

Luego, Tos puntos en las aristas son eviados bajo 1a funcidn de identi-
ficacidn en puntos que poseen una vecindad homeomorfa a un disco abierto
de R3 0 a un disco cerrado de R3: el espacio cociente bajo la identifi-
cacion es una variedad de dimensién tres, con o sin frontera. Si se inclu-
yeran los vértices, el espacio de identificacién no serfa, en general, una
variedad de dimensién tres. Es relativamente sencillo ver que todo vértice
poseé una vecindad cerrada homeomorfa al cono sobre una variedad de dimen-
si6n dos: la aureola (en inglés: 1ink) de cada vértice es una superficie.
Por 1o tanto, para que el espacio cociente sea una variedad es necesario y
suficiente que la aureola de cada vértice sea una esfera de dimensidn dos.
S1 se considera una variedad M, de dimensién tres (no necesariamente co-
nexa) y una triangulacién de su frontera y dos subconjuntos ajenos

{Al""’An}’ {Bl,...,Bn} de simplejos de dimensién dos de 1a triangulacidn

de Ta frontera se tiene:



5.6. PROPOSICION. Sean Ti:Ai"Bi homeomorfismos xvggg_M el espacio topo-

16gico obtenido al identificar los puntos de aM mediante la regla siguien-

te: x se identifica con y «» existe i€{l,...,n} Lgl_ggg_Ti(x) = y. Enton-

ces M es variedad. topoldgica <« la caracterfstica de Euler-Poincaré de M

es nula.

5.7. Todos los espacios topeldgicos que hemos obtenido en 165 ejemplos an-
teriores, obtenidos a partir de poliedros hiperbdiicos, son variedades de
dimensién tres. La parte.dif?ci1 consiste en demostrar la existencia de

una estructura hiperbdlica y en determinar si tal estructura es completa,
cuando esta exista. Tal existencia y completez depende de la naturaleza y
estructura de la aureola (1ink) de cada vértice impropio. Por tal motivo

serd necesario estudiar un poco mds las propiedades de las variedades que

poseé una (G,X)-estructura.
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6.1. APLICACION DESARROLLADORA Y HOLONOMIA
‘Cuando una variedad compacta posee una (G,X)-estructura, este hecho

puede restringir mucho su topologfa; considere, por ejemplo, la siguiente:

6.2. PROPOSICION. Sea M una superficie compacta Yy orientable. Entonces M

posee una (C*,C)-estructura si y solo si M es el Egrg,Tz.

DEMOSTRACION. Recordemos que C* = C-{0} y que C* actiia en € asf: cada

a €C* corresponde a la transformacifn: z +az. Luego, una (C*,C} estructura
en M es una estructura de similitudes puras. Sea {(Ua,¢a);a =1,...,n} un
conjunto finito de cartas locales, ¢a:Ua—>C, tal que la unidn de los Ua
cubre a M y que ¢aB = ¢B°¢; sea la restriccidn de una transformacidn del

tipo z~+az, cuando esta composicifn esté definida, para toda pareja

a,BE{l,.{.,n}.

AFIRMACION. Para toda o, ¢a(Ua) no contiene al origen. Para demostrar la
afirmacién, consideremos a la foliacidn singular de C que consiste del
origen y de todos los rayos que emanan del origen, las funciones de tran-
sicidn ¢aB preservan a esta foliacién singular, luego, inducen una folia-
cion en M con un ndmero finito de singuiaridades que corresponden a
¢;1({0}), a = 1,...,n. De existir una singularidad, esta seria del tipo
descrito en la Figura 70.

Ya que ¢a6 preserva orientacidn, es posible orientar a las curvas inte—
grales del campo de 17neas que determinan a la foliacién en el complemento

de las singularidades. Luego, el Tndice de Poincaré de cada singularidad
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¢, (U,)

es 1. E1 teorema de Poincaré-Hopf implica que el nimero de singularidades
es igual a la caracteristica de Euler-Poincaré. Luego, si el género de M
es mayor o igual a 1 y M tiene una (C*,C) estructura, se sigue que ¢(Ua)
no contiene al origen para o¢ {1,...,n}. Dejo al Tlector verificar que el
caso M = S2 es imposible usando el hecho de que se pueden orientar las
curvas de la foliacidn. Si el género de M es positivo, la foliacién cons-
truida anteriormente no tiene singularidades, luego g = 1 y M tiene que

2

ser el toro T°, puesto que es orientable. (Q.E.D.)

La proposici6n 6.2 es un caso particular de un teorema de John Miinor:

6.3. TEOREMA (John Milnor). Las Gnicas superficies compactas que tienen

una estructura affn (una (Af( R?), Rz)—estructura) son la botella de Klein

y el toro T2,

La demostracidn de este teorema se puede encontrar en el Tibro de John
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Milnor: Characteristic Classes, Annals of Mathematics Studies, Princeton
University Press #76, Appendix C, pdgs. 289-314.

Sea M una (G,X)-variedad, donde G es un grupo de Lie que actda analfiti-
camente en la variedad real-analftica X. Sea m:M-M un recubrimiento arbi-
trario de M. Entonces, de 1a manera natural M hereda 1a (G,X)-estructura
de M y por lo tanto es también una (G,X)-variedad.

Sea ¢0:U0-+¢0(U0) = X una carta local en M, modelada en X y que perte~

nece a la (G,X)-estructura de M, se tiene:

6.4. PROPOSICION. Sea o:[0,1]+M un camino continuo arbitrario pero tal

que o(0) € Ug- Entonces: ¢ tiene una continuacién analftica a lo largo de
a. Ademds, si B:[0,1]+M es otro camino tal que o(0) = 8(0), o(l) = g(1)

Y B s homotdpico a o, con una homotopfa que fija a los extremos, entonces

las continuaciones analfticas de ¢5 a 1o largo de o y 8, respectivamente,
coinciden en una vecindad de a(1) = g(1).

DEMOSTRACION. Esta proposicién es andloga al Teorema de Monodromia en la
teorfa de la variable compleja y nos da la posibilidad de “propagar" una

carta local modelada en X usando el hecho de que las funciones de transi-

gjgn_¢a6 (o sea los cambios de coordenadas) son restricciones de difeomor-
fismos globales de X. La definicién de continuacidn analftica de la carta
Tocal, a 1o largo del camino a, es andloga a aquella de continuacidn ana-
litica de funciones complejas: es una familia de cartas locales {(Ut,¢t);

t€[0,1]}, tal que:
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1) a('g)E Uy s vte([o0,1].

2) Si t€[0,1] entonces t tiene una vecindad V(t), en [0,1] tal que
Tas cartas locales (Ut,¢t), para t €V(t), coinciden en la intersec-
cibn de sus dominios.

3) Las cartas (Ut,¢t) pertenecen a ta (G,X)-estructura de M.

Como U0 es abierto, existe 6>0 tal qde a(t) € U0 para t€[0,s]. Si 6 =1
se toma la famflia (Ut,¢t) = (UO,¢0).‘Se toma t, = inf{t;a(t)é.Uo}, si
§#1, y se toma una carta local (Uti’wl)’ que pertenezca a ia (G,X)-
estructura de M. Se tiene UOHUt1 Foy % wil es un difeomorfismoc local
de X que es la restriccién de un difeomorfismo analitico gI:X-+X, gIE>G.
Ahora considérese la cartd 1oca1'¢t1 = g1°w1:U£1-+X, la cual evidentemente
pertenece a la (G,X)-estructura de M y satisface ¢O = ¢t1'en

Dom(¢0)n Dom(¢t'). Por To tanto, existe oy > 0 tal que la familia:
1
(U505 (Up50,)=(Ugs0p) si tE[O,tl),(Ut,qbt)=(Ut1,¢t1)s1' teft,,ty+8,1)

es una continuacién analitica de (U0,¢0), a 1o Targo del camind o, hasta
el intervalo [O,tl*-%j. Luego, el conjunto de puntos t en [0,1] donde
existe una continuacidn analftica, a 10‘1argo de o, en el intervalo [0,t]
es fio vacio, abierto y cerrado y, por lo tanto coincide con [0,1].

" Notamos que alin no hemos utilizado la analiticidad: el hecho anterior
es vdlido sin esta hipGtesis. E{ principio de monodromia, sin embargo, $1
utiliza la hipétesis de analiticidad y su demostracidn es exactamente Ta

misma que en el caso de funciones holomorfas: los caminos con los mismos
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extremos y homotdpicos, relativamente a estos extremos, determinan la mis-
ma continuacidn analitica en el extremo final de los caminos (ver por

ejemplo [Ah1].

6.5. COROLARIO. Sea M una (G,X)-variedad simplemente conexa y sea ¢O:Ud+X

una carta local de la (G,X)-estructura de M. Sea X€Up y sea ¢:M+X defi-

nida asf:

donde {e,:U,~X;t€[0,1]} es una continuacién analitica gg_(U0,¢0), al
largo de un camino a(t), tal que a(0) = x, (1) = m. Entonces o es una

submersidn; en particular, ¢ aplica difeomdrficamente una vecindad de cada

punto sobre su imagen.

Sea ahora M una (G,X)-variedad arbitraria y describamos a su recubri-
miento universal, ﬂ, como el espacio,cocienté 2(x)/~, donde o(x) es el
conjunto de todos los caminos a:[0,1]+M, tales que «(0) = x y donde 1la
relacién de equivalencia "~" es: a-g <> a(l) = g(1) Yy 8 es homotépico a «
mediante una homotopfa que fija a sus extremos.

Sea miM-M, 7([a]) = a(1), Ta proyéccién recubridora donde [o] denota
a la clase de equivalencia de o€ @(x). E1 grupo fundamental “I(M’x) actda
en M, como grupo de automorfismos del recubrimiento de la manera siguiente:
si [y]e "1(M’x) estd representado por el lazo y, basado en x, entonces
TY:M-+ﬁ es el automorfismo T[Y]([a]) = y*a, donde yxa indica la yuxtaposi-

cidn del camino y seguido del camino o« (1a accién es una accién derecha),
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Dotemos ‘a M con la (G,X)-estructura inducida en ella por la proyeccidn m.
Con esta estructura = es un (G,X)-difeomorfismo local y los automorfismos
T[Y] son (G,X)-difeomorfismos, para todo [y] énl(M,x). Sea ¢0:U0-+X una

carta local en M, tal que x(:U0 y que pertenece a 1a (G,X)-estructura de

My donde Uy es simplemente conexo. Sea XEM un punto tal que n(;) =Xy
Gbg;ﬁ la componente conexa de n'l(UO) que contiene a i. Sea %O:00->x el

Tevantamiento de s €S decir, la dnica funcién tal que 50 = o4em y sea
D:M>X la continuacién analftica de &0 obtenida de todos los caminos de M

que empiezan en x, usando el corolario 6.5. Con estas notaciones tenemos:

6.6. DEFINICION. La aplicaci6n D:M>X se 1lama la aplicacidn desarrolla-

dora de X.

NOTA. Hay varias elecciones arbitrarias en la definicidn de "1a" aplica-
cién desarrolladora: Ta eleccidn del punto base x, de la carta ¢0:U0-*X‘

y del punto ;é'n'l({x}). Si se fija al punto x y a la carta (U0,¢0) y si
se elige otro punto } tal que w(;) = x, entonces si Dl:ﬁ->x es la aplica-
cién desarrolladora obtenida con estos datos se tiene D1 = D°Ta, donde Ta’
es el automorfismo del recubrimiento que 1leva a & en x. Por el otro lado,
si se fijan x y X y se cambia Ta carta (U0,¢0) por otra carta (U6,¢6),
entonces debe de existir g€ G tal que D2 = g-D, donde Dziﬂ-+x es la ap1i-‘
cacidn desarrolladora que corresponde a la eleccidn (x,§,(U6,¢6)). Tal g
debe existir puesto que en un pequefio abierto, UEE&, Dy Dz‘son inverti-

bles y se debe satisfacer que
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y-1
D2°(D/U)

es la restriccidn de un dnico elemento de G (recordemos que G actda de
forma efectiva en X). Luege, una vez fijo x €M, 1a aplicacién desarrolla-
dora D estd bien definida salvo por composiciones de la forma goDoTa,
donde a ¢ "I(M’x)' En general, si p:ﬂ-+M es un recubrimiento universal de
M, es decir, M es simpTemente conexa y p es una proyecci6n recubridora y
si dotamos a ﬂ con la (G,X)-estructura inducida por p, entonces existe un

(G,X)-difeomorfismo h:ﬁ-+ﬁ tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

- h “

M—-s M

r\/T

M
Luego, "1a" aplicacidn desarrolladora estd bien definida salvo por com-

posicion con isomorfismos de recubrimiento y composicién con elementos de
G. Por lo tanto la eleccibn del punto x€M es irrelevante, en este sentido,
también. Sin embargo, para normalizar 1a notacién fijemos de una vez por
todas el punto x y la descripcién de ﬁ, citada antes.

De 1a discusidn anterior se sigue que para todo aETH}M,x) existe un

Gnico elemento gaE-G tal que el siguiente diagrama es conmutativo:
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Tuego, el siguiente diagrama también es conmutativo, para cualquier pareja

a,bja,b ¢ nl(M,x):

De este diagrama se sigue que la correspondencia a +g, es un homomor-

fismo del grupo nl(M,x) en G.
6.7. DEFINICION. E1 homomorfismo H:nl(M,x)-+G se 1tama 1a holonomia de M.

La ambigliedad en la definicién del mapeo desarrollador se traduce en
una ambigliedad en 1a definicién del homomorfismo de holonomia, pero, si
p:ﬁ-»M es un recubrimiento universal de M, entonces su homeomorfismo de
holonomfa lenl(M,y)-+G difiere de H solamente por una conjugacién interna

de G. Luego, podemos hablar de "1a" holonomia de M como un homomorfismo

del grupo abstracto "1(M) en G.

La holonomfa, en general, no es suficiente para determinar a la (G,X)-
estructura de M. En pdrrafos anteriores hemos utilizado frases como “f es
un (G,X)-difeomorfismo local", "f es un (G,X)-difeomorfismo", etc. La de-

finicién precisa es la siguiente:
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6.8. DEFINICION. Si M y N son dos (G,X)-variedades, entonces un difeomor-

fismo local f:M>N es un (G,X)-difeomorfismo local si en términos de cartas

(
Tocales que pertenecen a las (G,X)-estructuras de My N, f es la restric-
cién de un elemento g€ G, g:X+X. Si f es, ademds, biyectiva, entonces f
se 1lama un (G,X)-difeomorfismo y su inversa f'l es, automdticamente, un

(G,X)-difeomorfismo.

6.9. DEFINICION. Dos (G,X)-variedades M y N son {(6,X)-isomorfas si existe

un (G,X)-difeomorfismo entre ellas.

Hay un caso importante en el que una (G,X)-variedad M queda completa-
mente determinada por su holonomfa, médu?or(G,X)-isomorfismo: son las

(G,X)-variedades completas:

6.10. DEFINICION. Una (G,X)-variedad M es completa si su aplicacidn desa-
rrolladora D:ﬁ-*X es un recubrimiento. En pérticu]ar, si X es simplemente

conexa entonces M es completa cuando D:M-X es un (G,X)-difeomorfismo.
Las (G,X)-variedades cerradas (= compactas y sin frontera) no son auto-
maticamente completas pero esto depende exclusivamente de la naturaleza de

G y su accidén en X:

6.11. PROPOSICION, Sea X una variedad real-analftica conexa X_sea G un

grupo de difeomorfismos analiticos de X, ta1_g__ para todo XE x, el esta-

bilizador de x, E(x) = {g€G;g(x) = x} sea omgact x_g___actda transiti-
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vamente en X. Entonces toda (G,X)-variedad cerrada es completa.

DEMOSTRACION. Las hip6tesis son exactamente las necesarias para garantizar
la existencia de una métrica riemanniana en X que es invariante bajo la
accién de G: G actéa isométricamente con respecto a una métrica completa
de M. Para ver esto sea x€ X arbitrarioy [, ]; un producto interno en
T X. Sea [, ]x el producto interno en T X definido asf: |

o, = [ 0, (v),9,(0)Tdu()

E{x)

donde y es la medida de Haar en el estabilizador de x (la cual existe
puesto que E(x) es compacto) y g*:TXX-+TxX es la diferencial de g€ E(x),
en el punto x. Obviamente [ , ]x es‘bilinea1 positivamente definido e in-
variante bajo la accidn de las diferenciales, en el punto x, de Tos ele-
mentos de E(x). Ahora, para cualquier y€X sea g€G tal que g{y) = x vy

definase [, ]y un producto interno en TyX asfi:

‘[V,W]y = '[g*(v_) ,g*(W)]

donde g*:TyX—+TxX es la diferencial de g en y. Si 9, €6 es tal que gl(y) =X,
entonces g-laglézE(x), Tuego, [, ]y no depende de g. La coleccién

{r, Jy;y'eX]'define una métrica riemanniana invariante bajo la accién de

G en X y es facil ver que es diferenciable. Luego, existe una métrica
riemanniana G-invariante en X. La distancia d inducida por esta métrica
tiene que ser completa puesto que si {xn} es una sucesidn de Cauchy en X,

entonces es acotada y si BG(x) es una §~bola cerrada centrada en alglin
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punto de X, entonces existe una sucesion {gn} de G tal que gn(x) = Xpe
Como la sucesidn es de Cauchy, existe N tal que xnlegN(Bé(x)) para toda

mz N, Tuego toda sucesidn de Cauchy estd contenida en un compacto (ya que
Ba(x) es compacté si & es suficientemente pequefio) y por lo tanto converge.
Ahora bien, si M es una (G,X)-variedad arbitraria, con un (G,X)-atlas
{(Ua,¢a);¢a:Ua-+X}; definase para cada x €M un producto interno, en TXM,

asf:

[vswl, = Log(v)aex ()1, ()

o

donde x EUa y ¢; denota a la diferencial de ¢, en el punto x. Ya que 1la
métrica en X es G-invariante, se sigue que este producto interno no depen-
de de 9, (siempre ¥y cuando su dominio contenga a x). Por lo tanto, toda
(G,X)-variedad posee una métrica en 1a que sus cartas locales son isome-
trias locales. Dotemos a M con la métrica riemanniana inducida por 5 de

Ta métrica anterior. Se sigue que la aplicacién desarrolladora D:i- X es-
una isometria local. Si M es cerrada entonces su métrica es completa y,
por lo tanto, Ta métrica inducida en M también es completa. Finalmente,
usamos un hecho general: toda isometrfa local entre variedades completas
Yy conexas es un recubrimiento. En efecto, si f:Ml-+M2 es una tal isometria

Tocal, entonces f goza de la propiedad de levantamiento (o elevacién) de

caminos: Si q:[O,l]—+M2 es un camino en M, y x Efﬁl(a(o)) entonces existe
un camino &:[0,1]—+M1, que es levantamiento de o en e] punto x, es decir,
fo& =a, Y &(0) = X. La demostracifn es muy sencilla, el conjunto:
{t€[0,1]; existe un Tevantamiento de ¢ en [0,t]} es no vacfo y obviamente

es abierto puesto que f es un homeomorfismo local. Por el otro lado, este



188

conjunto también es cerrado en [0,1] puesto que f es una isometrfa local y
M es completa con respecto a su métrica. Luego existe el Tevantamiento.
Ademds, este levantamiento es fnico puesto que f es un homeomorfismo local,

luego f es una proyecci6n recubridora. (Q.E.D.)

NOTA. En Ta proposicidn 6.11 se requirié que G fuera compacto, esto quiere
decir: G es compacto en la Cl—topo1ogfa de los difeomorfismos de X (para
que el integrando de la integral, que define a. la métrica de X, sea conti-

nuo).

6.12. Ejemplos.

Toda (G,X)-variedad cerrada es completa cuando (G,X) pertenece a la
lista: (0(n+1, R),S"), (Euc(n), R"), (Iso (H"), R"), (C*,C), (C*,C%),
(c,c).

En los tres Gltimos miembros de la lista, C* actia en C mediante, a €C,
Ta(z) = az; C* actda en C* mediante, a £C*, Ta(z) = az; a€C actha en C
medijante bé&C, Tb(z) = z+b.

Notamos que en la demostracién de 6.11 solamente se utilizé el hecho de

que la métrica de M fuera una métrica completa y por tal motivo se tiene

la siguiente:

.6.13. PROPOSICION. Si (G,X) es como en la proposicifn 6.1l y M es una

(G,X)-variedad (no necesariamente compacta), con la métrica citada en di-

cha proposicién, entonces M es completa como (G,X)-variedad si y solamente

si M es completa como variedad riemanniana (es decir, como espacio métrico
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con respecto a la distancia inducida).

Si se tiene un grupo de Lie G que actua ana]fticamente en la variedad
real-analftica X, entonces el grupo de Lie é que recubre'universa]mente a
G también actua en X y de hecho actua en i, el recubrimiento universal de
X. Por ejemplo, una (C*,C*)-variedad es automdticamente una (C,C)-variedad
(basta tomar ramas de logaritmos de las cartas coordenadas de la (C*,C*)-

estructura ).

NOTA. En el contexto de la proposicién 6.11, supdngése que X es simp1emen—
te conexa (por ejemplo en los tres primeros miembros en la lista de'6.12).
Entonces si M es una (G,X)-variedad completa, D:M-*X es un-homeémorfismo;
luego H(a) = DTaD'l, donde H es la holonomfa y Ta el automorfismo de recu-
brimiento que corresponde a(xéwl(M). Por 1o tanto H:nl(M)-+G €S un mono-
morfismo y se sigue que M ='ﬁ/ﬂ1(M) es (G,X)-isomorfo a X/H(wl(M)). De

esto se sigue: -

6.14. PROPOSICION. En el contexto de 6.11, si X es simplemente conexo, en-

tonces toda (G,X)-yariedad estd determinada por su holonomfa, ‘es decih, M

es (G,X)-isomorfa a la (G,X)-variedad cOciente,X/H(nl(M)). En particular,

H(M) = H(nl(M))EEG actia propia, libre Y discontinuamente en X.
Como aplicacién tenemos un hecho que hemos citado varias veces:

6.15. COROLARIO. 1) Si M es una variedad elfptica cerrada, entonces M estd
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recubierta isométrica y universalmente por s" y M= s"/r donde

rco(n+l, R), es finito.

2) Si M es una variedad parabflica completa, entonces M .estd recubierta

isométrica y universalmente por R" y M= R"/r, donde rcEuc(n) es un grupo

cristalografico.

3) Si M es una variedad hiperbélica completa, entonces M estd recubier-

ta isométrica y universalmente por " y M= H"/r donde T es un subgrupo

Q.
[

I (Rn) ue actda propia, libre y discontinuamente en H".
ae que : Y en

6.16. COROLARIO. E1 grupo fundamental de una variedad hiperbélica (o para-

b61ica), compieta es libre de torsién (ya que toda isometria de orden fi-

nito de ]Rn 6 H" tiene un punto fijo).

'Si (G,X) es como en la proposicién 6.11, entonces vimos que para que
una (G,X)-variedad sea completa, como (G,X)-variedad es necesario y sufi-
ciente que esta variedad sea completa como variedad riemanniana (con res-
pecto a la méfrica construida en 6.11). E1 teorema de Hopf-Rinow implica
que en una variedad geodésicamente completa, para todo >0, toda e-bola,
Bs(x), cerrada, es compacta y reciprocamente si toda e-bola cerrada es
compﬁzfa, para todo >0, en una variedad riemanniana, entonces ésta es
completa puesto que toda sucesién,de Cauchy pertenece a una tal bola. Por

el otro lado si una variedad M es completa entonces M = L,J Br(X) para
r>0

todo punto x, y B, _(x) contiene una vecindad de radio a de Br(x); si a>0.

rta
Con estas observaciones se obtiene fdcilmente la siguiente:
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6.17. PROPOSICION. Si (G,X) satisface Jas hipdtesis de 6.11 Y Mes una

(G,X)-
1) Mes (G,X)-completo,
)

2) M es métricamente compieto,

-variedad, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

3) Existe e>0 tal que toda e-bola cerrada es compacta,

4) Para toda K>0, toda K-bola cerrada es compacta,

5) M se representa como Una unién de compactos M = tUOSt tal que para

toda a>0, St+a contiene a la a-vecindad de St'
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7. SUPERFICIES OBTENIDAS DE TRIANGULOS IDEALES

En los ejemplos 4.13, 2) y 4.13, 2') se obtuvieron dos superficies hi-
perb6licas a partir de tridngulos hiperb6licos ideales. Estas construc-
ciones se pueden generalizar:

Sean Tl”"’TZn’ tridngulos hiperb6licos con sus vértices ideales :in-
cluidos. Por 2.73 sabemos que todos son isométricos y tienen drea hiperbé-
lica igual a =n. Si se identifican por parejas a todos los lados de Jos
tridngulos, segiin cierto patrdn lo que se obtiene es una superficie cerrada

»triangu1ada como un complejo K cuyos vértices son ViseoosVye En general, K
no necesariamente es orientable pero nosotros supondremos que tal es el
caso. Si sersuprimen los vértices se tiene una superficie orientable y
abierta S (una superficie compacta "perforada") que corresponde a suprimir
los vértices ideales de los tridngulos e identificar los lados segin el
patrén combinatorio. Si ademds, se identifican Tas parejas de lados median-
te isometrias hiperb6licas, entonces el teorema de‘ensamb1adura (4.10) im-
plica que S tiene una estructura hiperbdlica que en general no es completa
y depende de las isometrias que identifican a Tas parejas de lados.

Para determinar si S es completa "cerca" de un vértice V (es claro o
que esto significa) se construye un invariante d(V) de Ta siguiente manera:
En el vértice V la configuracidn, en una Vecindad U de V en K, de Tos

tridngulos identificados, es como en la Figura 71.

En U, S tiene una foliacidn natural compuesta por partes de 1ineas geo-
désicas que "terminan" en V (Figura 72).

La foliaci6n ortogonal, con respecto a la hétrica hiperb6lica estd for-

mada por segmentos de oriciclos (Figura 73).
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Si se escoge un punto p €U, que pertenece a una arista &, y se orienta
la curva de la foliacién "oriciclica" que. pasa por p entonces esta curva
reencuentra a £ en un punto p', el invariante d(v) es +d(p,p') donde el
signo se escoge negativo si la curva oriciclica se orienta "contrariamente
a las manecillas del reloj" y si p' queda entre p y V'y positiva si orien-
tando a Ta curva oriciclica como antes P' queda afuera del segmento entre

Vy p (ver Figura 74).

Fig. 74

La definicidén-intuitiva del invariante d(v) puede precisarse, usando el

modelo H, asf:

Supbngase que‘Tl,...,Tk son Tos tridngulos ideales que al.identificarse
tienen a V como vértice comin en K. Renumerando ]os Tndices, si fuera ne-
cesario, se puede suponer que un lado de T1 se identifica con un lado de
T2, un Tado de T2 con uno de T3,..., etc., hasta que, finalmente queda un
lado Tibre devTk que se identifica con un lado Tibre de Tl. En este G1timo
paso (cuando k = 1 éste corresponde a identificar Tos lados de un tridngu-
10) vemos que, "cerca" de V, S se obtiene al identificar (mediante una
isometrfa) a dos rectas L1 y L2, en un poligono P que tiene como Tlados a

Ll y L2 Y que queda comprendido entre L1 y L2. AquT, L1 y LZ son 1ineas
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geodésicas representadas por rectas euclidianas perpendiculares al eje

real. En la siguiente figura se ilustra el caso k = 4 (Figura 75).

L, _ b2
, _ - - (z)
(d(v)<0
Fig. 75 ° "
T —
K

Si T:H-H es una isometria que 1leva a L, en Lys entonces T es una
transformacién de Moebius de la forma T(z) = aztb, (a>0,bER), luego, T
permuta a los oriciclos “horizontales", y = c>0. Por lo tanto, cuando se
identifican L1 y L2 mediante T, esta familia de oriciclos se proyectan en
la foliacién oriciclica cerca de V. Si a =1, entonces todos los oricic1os'
horizontales son dejados fijos, luego, las curvas de 1a foliacién orici-
clica son curvas cerradas y simples que circundan a vy esto implica que
d(v) = 0. E1 recfproco también es cierto: si d(v) = 0 entonces a = 1. Si
a>1 esto quiere decir que d(v) <0 y las curvas orientadas de la foliaci6n
oricfclica son espirales que se aproximan a V. Si a<1, entonces las cur-
vas son espirales que se alejan de V. Es evidente de Ta férmula 2.51 que
d(v) = loga.

Si se orienta M, la definicién de d(v) depende solamente de .S (como
variedad hiperb6lica) puesto que d s8lo depende de 1a isometrfa T que

identifica a L, con Ly
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Si en el poligono P se toma un segmento euclidiano F que una a z eL1
con T(z)€ L2’ donde Z tiene parte imaginaria suficientemente grande, y si
.R es la regidn cerrada de P de los puntos de P que quedan en, 0 "arriba"
de, F entonces al identificar L1 con L2,R corresponde a un cerrado R de S
1imitado por una curva cerrada simple. Entonces, S es completo cerca de

v y solo si ﬁ es cerrado en S. Esto ocurre si y solo si d(v) = 0:

7.1. PROPOSICION. S es completa cerca de v<+d(v) = 0.

DEMOSTRACION. Sean P, Ll’ L2 y F como antes. Sea T(z) = az+b la isometria
que identifica a L1 con Lz. Se tiene d(v) = 0<«a = 1. Si a#1l, se puede
suponer sin perder generalidad que a>1 (en caso contrario considere T'IL
Supdngase a>1 y Sea A0 la parte comprendida. entre L1 y L2 de un oriciclo
h que queda arriba de F. Sea A, = PNTY(h); nz1. Al identificar a Ly con
L2 mediante T, la famifia {An}l120 forma una curva, y, en S de longitud

finita, en efecto:
_ o0 ! _ -n _ a .
o(v) = J a(A) = ) a T e(Ag) =57 2(Ag),

© : -
} a™" converge. Luego, si x

es eT extremo de An que
n=0

puesto que la serie n
pertenece a Ll’ se sigue que la sucesidn {xn}g es de Cauchy. Por el otro
lado, Ta sucesién no puede ser convergente en S puesto que la sucesidn

estd espaciada equidistantemente en 12 geoaésica Ly que es una geodésica
de longitud ilimitada en S. Por lo tanto, d(v)#0 = S es incompleta cerca

de V. Por el otro lado, si d(v) = 0 entonces a = 1 y todos los oriciclos
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horizontales son dejados fijos por Ty, cerca de v, S es isométrica a una
oribola yzc>0, dividida por la accién de una translacidn t(z) = z+b
(b#0) (donde ¢ es suficientemente grande). La oribola es completa pues

es cerrada en H, Tuego el cociente también lo es. (Q.E.D.)

7.2. PROPOSICION.. Una superficie S, orientable,obtenida al -identificar

isométricamente dos a dos todos los lados de una familia T,,...,T,, de

tridngulos hiperbélicos (suprimiendo los vértices) es completa-«+d(v1) =0

para todos los vértices del complejo K citado antes.

-Obviamente, la completacidén métrica de una variedad hiperb6lica incom-
pleta M, designada con el simbolo M, no es en general variedad. Sin em-
bargo, en muchas de ellas obtenidas a partir de simplejos ideales, ensam=
blando isométricamente sus caras,M es variedad.

En el transcurso de la demostracidon de la proposici6én vimos que cuando
una superficie S obtenida por el proceso descrito era incompleta cerca de
un vértice V, entonces el hecho d{v)# 0 1mp1icaba la existencia de una
sucesion .de Cauchy {Xn}:=0’ contenida en una curva oricfclica que "espira-
leaba" hacia V y distribuida de una manera equidistante a lo largo de esta
curva. Con‘1o que se ha visto se puede demostfar facilmente que toda suce-
sion de Cauchy no convergente cerca de V es equivalente a una de este tipo
y también es fdcil concluir que dos sucesiones de Cauchy, no convergentes
cerca de V, a lo largo.de una misma curva oriciclica, que se acerca en es-
piral a V, son equivalentes. Por 1o tanto, la completaci6n métrica de S en

el vértice V, se obtiene agregando un punto por cada curva oriciclica.
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Luego: S se obtiene de S agregando un cfrculo por cada vértice incompleto
(puesto que la familia de curvas okicfc]icas en un vértice se parametriza
con un circulo transvérso a ellas). Ademds, S es de hecho una variedad
hiperbélica completa con frontera totalmente geodésica formada por los
circulos agregados y con interior isométriboHa S. La longitud en S de un
cfrculo que forme parte de la frontera de S correspondiente a un vértice
incompleto V, es precisamente |d(v)|. En S las geodésicas que tendfan
hacia el vértiée V se convierten en geodésicas que tienen como conjunto
1imite positivo a la geodésica circular que gorresponde a V. Las curvas
oriciclicas son las curvas ortogonales a esta§ geodésicas asintdéticas. La
siguiente figura puede guiar a la intuicién del 1ector'(Figura 76).
N6tese en la figura que el signo de d(v) depende de 1@ direccidn en la
que se acercan las geodésicas a la frontera con respecto a la orientacion
de la misma inducida por una orientacién de S. Para verificar 1o acertado
respecto a la completacién 5, cerca de un vértice incompleto, el lector
podrd demostrar que una vecindad del cfrculo geodésico que corresponde al
vértice es isométrico a V/f, donde f :]H2 +-H2 es una translacidn que fija
una geodésica L,"V es una semi-vecindad tubular dé L y f desplaza a los

puntos de L una distancia d(v).
EJEMPLO. La esfera perforada en tres puntos, Sz-{pl,pz,p3} se obtiene de
dos tridngulos hiperbélicos al suprimir sus vértices e identificar sus

caras segiin el diagrama descrito en la Figura 77.

Si los lados marcados con el nimero 1 se identifican, entonces existe
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una Gnica manera de identificar a los lados marcados con los nimeros 2 y 3
para que los invariantes d(vl) y d(v2) sean nulos. En general d(vz) no es
nulo si la isometria que identifica los lados marcados con 1 no es elegida
apropiadamente. Las isometrfas que identifican a estos lados se parametri-
zan con R y es fécil ver que se tiene una funcidn biyectiva que asigna a
la isometrfa que corresponde al pardmetro t, el invariante d(vz), Tuego,
existe una dnica estructura hiperbdlica completa en SZ-{pl,pz,p3}, obte-
nida a partir de dos tridngulos ideales identificando sus lados con el pa-
tron indicado.

Como hemos visto anteriormente todas las superficies compactas perfora-
das de género g, Mg-{pl,...,pn}, se pueden obtener identificando lados de

tri&ngulos ideales (si g = 0 se tiene que tomar nz3).

Va

Fig. 77
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8. VARIEDADES HIPERBOLICAS DE DIMENSION TRES OBTENIDAS A PARTIR DE TETRA-
£DROS.

Si Al y A2 se obtienen de dos tridngulos ideales Tl’ T2, suprimiendo
sus vértices, entonces una isometria F:A1—>A2 automaticamente se extiende
a un homeomorfismo E:Tle-T2 (con las topologfas de T1 y Tz_como subconjun-
tos del plano, por ejemplo). Por tal razén, a una tal ? la Tlamamos una
"fsometrfa" y la designamos éonv1a misma letra F. Hemos visto que F queda
comp]étamente determinada por la correspondencia entre los vértices, puesto
que todos los tridngulos ideales son congruentes y la congruencfa es (nica
una vez establecida Tla correspondencia entre los vértices impropios.

En dimensidn tres no es cierto que cualesquiera dos tetraedros ideales
sean congruehtes, sin embargo, 1os tetraedros hiperb6licos ideales se para-
metrizan con dos pardmetros reales. Esta parametrizacién es posible porque
los tetraedros hiperbGlicos ideales tienen una simetria notable: los angu-
los diédricos que forman las caras en aristas 6puestas son igquales,
Thurston explica esﬁa simetria asf:

Ya que las aristas opuestas son antiparalelas, se sigue que tiemen una
perpendicular comin Gnica (la demostracidn eslla misma que aquella de 2.40
puesto que siempre se puede suponer que una de las aristas es un diémetror
en é] modeTo D3). Una rotacidn de dngulo = en esta perpendicular comdn pre-
serva los vértices del tetréedro, Tuego, preserva al tetraedro mismo. Obvia-
mente esto implica que las tres perpendiculares comunes a, b, ¢, a Tas pa-
rejas de aristas opuestas, son concurrentes. Luego, las rotaciones A, B, C

de dngulo = a To largo de a, b y ¢ respectivamente, junto con la identidad,

es un grupo de simetrias del tetraedro isomorfo a 226922 .
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8.1. PROPOSICION. Si T es un tetraedro hiperb6lico ideal de Hi (o de H" )

entonces los dngulos diédricos de las caras en aristas opuestas coinciden.

Si a, By y sOn d1chos angulos entonces a+g+y = w y, salvo congruencia,

T estd completamente determinado por o, B y vy (de hecho por dos dos de estos

éngu]os, puesto g__ satisfacen la relacién previa) Por 1o tanto, existe

una correspondenc1a biyectiva entre el conjunto de tetraedros h1perb011cos

jdeales y clases de equ1va1enc1a de tridngulos euc]1d1anos congruentes

T~++ (tridngulo de dngulos a, s, v).

DEMOSTRACION. 'Si T es un tetraedro ideal en el modelo H3 usando una isome-
tria se puede suponer gue uno de sus vert1ces, V, es el punto © en R2 U {=].
Luego, las caras de T que contienen a V son p]anos perpendiculares a R2 y
cortan a‘Rz en tres rectas euclidianas que determinaﬁ un tridngulo eucli-
diano con angulos o, B y Y Ev1dentemente, o, B Yy vy son los angu]os hiper-

bé1icos formados por las tres caras c1tadas (ver F1gura 78).

Luego, a+ Bty = g, Si Vis Vo ¥ V3 designan a los tres vértices restan-
tes cuyas ternas de angulos d1édr1cos de 1as caras que cont1enen son
(a:8,8), (B,G ¢) ¥y (v 850) respectlvamente env1ando uno por uno a estos

vértices al punto = (mediante 1sometr1as) vemos que:

o tBty.

n
=

o+s8+0

il
E |

n
=

a+6+¢

atotd
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y por lo tanto y = 6, B = 0, a = ¢.

Fig. 78

Sea T un tetraedro con la misma terna (a,8,y), de dngulos di&dricos
en aristas opuestas. Podemos suponcr que T1 tiene uno de sus vértices en
« y determina, por lo tanto, un tridngulo en IR2 similar con el que corres-

ponde a T. Sea A:]R2 > ]R2

una similitud que manda un tridngulo en el otro.
Tenemos que A(x,y) = rB(x,y) donde ré R, r#0 Yy B es una transformacién
ortogonal. Luego, F:H3—>H3, F(x,¥,2z) = (A(x,y),rz) es una isometria de H3

‘que 1leva a T1 en T. (Q.E.D.)

NOTA. La proposicién anterior nos demuestra que un tetraedro T con vértices

Vs Vs V3 ¥ Vg tiene l1a siguiente propiedad: Sean hl’ h2, h3 y h4 oriesfe-
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ras correspondientes a los vértices Vi» Vos Vgs Y Vge Entonces hiFIT son

1,2,3,4).

jsométricos a tridngulos euclidianos semejantes (i
Todo tridngulo euclidiano en R2= C es similar a un tridngulo con vér-
tices en los puntos 0, 1 y z, con Im(z)>0. La correspondencia, sin embargo,
no es biunfvoca ya que el tridngulo con vértices 0, 1, 1-z es similar al
tridngulo con vértices 0, 1, z. La correspofidencia resulta biunfvoca para
tridngulos orientados: Existe una correspondencia biyectiva entre clases
de similitud de tridngulos euclidianos orientados (no degenerados) y pun-
tos en el hemiplano superior Im(z)> 0.
Los tridngulos se orientan eligiendo un orden ciclico de sus vértices

y se dird que el tridngulo estd positivamente orientado cuando este orden

es en la direccidon de las manecillas del reloj:

P,

A(py+1PoiPo)
3
Fig. 79 172

P, | < Py

Si A(pl,pz,ps) denota al tridngulo positivamente orientado con vértices
Pys Pys P3 €C, entonces a cada vértice se le puede asignar el siguiente in-

variante:

Po-Py
z(PI) = BS:BI =2z

P3~Pp _
Z(Pz) = BI:EE =z
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17P3
z(p,) = ——= =z
3 Py p3 3
Se tiene:
212223 = -1

(8.2)
1-214-2122 = 0,
Luego uno de los niimeros 215 2y5 Zg determina a los otros dos. Ya que

el tridngulo es positivamente orientado tenemos Im(zi)> 0, i=1,2,3. Por

el otro lado, se tiene:

|z(p1)| = razén de Tados adyacentes en Py

Arg z(pi) = dngulo en el vértice P

Por 1o tanto, {21,22,23} s61o depende de la clase de similitud del
tridngulo y (21,22,23) s6lo depende de la clase de similitud orientada del
triangulo. Podemos, asi, etiquetar a todo tetraedro hiperbdlico ideal,
poniendo etiquetas (de H2) iguales en aristas opuestas, sujetas a la rela-

cién (8.2), como en la siguiente figura:

Fig. 80
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Si z(e) es la etiqueta asignada a la arista e del tetraedro hiperb6lico
entonces arg(e) es el dnguio diédrico en la arista e y |z(e)| es razén
entre los lados de un tridngulo euclidiano obtenido al cortar a T por una
oriesfera que corresponda a uno de los vértices de e. La manera de etique-

tar a un tetraedro es inambigua y Gnica.

8.3. Condiciones necesarias para obtener variedades hiperbélicas a partir

de tetraedros.
Sean Tl,...,Tn tetraedros hiperbélicos ideales y sea A el conjunto de

sus caras. Supdngase que A se expresa como una union ajena

A= {Cl,...,Cn}lJ{Bl,...,Bn}.

Sean Fi:Cie-Bi jsometrfas y sea K el complejo celular que se obtiene al
jdentificar las caras de los tetraedros segln estas 1sohetrfas. E1 complejo
K tiene la descomposici6n celular natural que prbviene de los vértices, ar
aristas, caras y tetraedros y podemos hablar del k-esqueleto de K formando
por los e]emeﬁtos lineales de dimensidn sk, k =0,...,4.

En general, K no es una variedad (esto ocurre cuando y s6lo cuando K
tiene caracteristica de Euler-Poincaré nula), pero si se suprime el
0-esqueleto, KO’ (los vértices) entonces K-K0 es una variedad topolégica
abierta. Aunque las caras de {Ti} fueron identificadas mediante isometrias
esto no produce de manera inmediata una estructura hiperbdlica en K—KO:
hay problema en las aristas. Sin embargo, en virtud del teorema de ensam-

bladura K-K, (donde K1 es el 1-esqueleto) si tiene una estructura hiperb6-

1
lica (1a cual no es completa).
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Sea M = K-KO la variedad que se obtiene al suprimir los vértices de K.
Sean €1s0ees€ todas las aristas de los diversos tridngulos que se identi-
fican a una sola arista e de K (posiblemente una o varias aristas pertenez-
can a un mismo tetraedro). Seén z; = zl(el),...,zn(en) los nlmeros comple-
jos asignados a cada arista. Ya que Im z;> 0 (i=1,...,n) se puede tomar la
rama principal de Arg(zi) (0< Arg(zi)< w). En una vecindad de un punto x de
la arista e, las caras de Tos tetraedros que se ensamblan en e tienen angu-
los diédricos arg(zi) (i=1,...,n). Evidentemente, si M tiene una estructura

hiperb6lica tal que las inclusiones naturales
jO:Ti-(vértices de Ti) My i=1,...,n

sean jsometrias entonces la suma de los dngulos diédricos en la arista e
debe ser 2q:

arg(z.)

Fig. 81

Luego, una condicidn necesaria que se debe de satisfacer para que M

posea una estructura hiperbdlica es que para toda arijsta e se tenga:
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arg Zi(ei) = 2m.

n

(8.4) X

i=1

La condicién (8.4) no es suficiente para garantizar que M tenga una es-
tructura hiperbdlica alrededor de la arista e. Para entender bien el otro

tipo de condiciones que se deben cumplir es necesario introducir el siguien-

te concepto:

8.5. DEFINICION. Si vé€XK es un vértice, entonces la aureola de v, escrita
con el simbolo L{v), es el conjunto de rayos geodésicos que emanan de v.
Mis precisamente, si T es un tetraedro ideal y w es un vértice entonces
todas las geodésicas dentro de T que tienen a w como punto impropio es la
aureola de w en T, designada con el -simbolo L{w;T). Si Wiseen oWy son los -
vértices que se colapsan en v, al hacer la identificacidn y si Wi es vérti-

ce ideal de uno de los tetraedros que designamos con el simbolo T(wi),

entonces la coleccidn L(wi;T(wi));determina a L{v).

Si v es un vértice de un tetraedro ideal T entonces L(v,T) estd parame-
trizado por un tridngulo a(v,T), euclidiano, como ya habiamos visto, que es
la interseccidén con T de una oriesfera correspondiente al vértice v. Se
tiene, por lo tanto, que L(v) es de manera natural una superficie compacta
y sin frontera con una triangulacién natural: L(v) se parametriza por una
coleccién de tridngulos, (Vi’Ti)’ euclidianos al identificar a todos los
lados de estos por parejas.

Si M tiene una estructura hiperb6lica y v es.un vértice de K, entonces
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la aplicacidn desarrolladora D:h~4->-H3 aplica a todos los rayos geodésicos
que emanan de v (es decir L(v)) en una familia F de rectas hiperbdlicas
paralelas de H3. Sin perder generalidad (componiendo a D con una isometrfa
de H3), se puede suponer que esta familia consiste de rayos euclidianos
perpendiculares a R, Si H:nl(M)e-I(H3) es la ho]onomfa de Ta estructura
hiperbdlica de M, entonces H(nl(M)) tiene un subgrupo G(v) que:corresponde
a la estructura hiperbSlica inducida "cerca de v": el subgrupo de los ele-
mentos de H(nl(M)) que permutan los elementos de F, luego, G(v) consiste

de isometrias de H3 = {(z,t);z€C,t>0} de 1a forma:

F(z,t) = (xz+b,|A|t),b€C, A€ C*,t> 0.

Sea F:C-C la similitud F(z) = az+b.

E1 recubrimiento universal [?;) de 1a aureola de un vértice v puede
parametrizarse con la familia de geodésicas en M gue son levantamientos de
rayos geodésicos en M que emanan de v. Por lo tanto, se tiene la aplicacidh

—~—

f:L(v)>C descrita como sigue:
f(2) = z,donde z es el extremo en C

de Ta geodésica vertical D(&) = {(z,t);t>0}. Si FEG(v), se tiene el si-

guiente diagrama conmutativo
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donde aejHjM) actia en M como automorfismo del recubrimiento universal de
My a es la accion inducida en las geodésicas de M que representan a L{v).

Ya que para cada F€ G(v), F:C>C es una similitud, se sigue que f es el
map desarrollador de una estructura de similitud de L(v). Luego, se tiene
que una condicidn necesaria para que M tenga una estructura hiperb6lica es
la de que para todo vértice véK, L(v) debe poseer una estructura de simi-
1itud. La aureola, L(v), de un vértice tiene su triangulacién natural, dis-
cutida antes, cuyds vértices corresponden a las aristas de K. Esta trian-
gulacidn t, se levanta a una triangulacién, T, de [?V). Si w es un vértice
de 1a triangulacién t que corresponde a la arista e de Ky si €15en+0p
son las aristas de los tetraedros Ti (i=1,...,n) que se identifican con
e, entonces para que M posea una estructura hiperbdlica "cerca de e" es
necesario que se satisfaga la siguiente igualdad:

(8.6) z(el)-z(ez),...,z(en) =1

donde z(el),...,z(en) son las etiquetaé de dichas aristas.

La igualdad (8.6) se sigue del hecho siguiente: Si Wé&[??) es un vér-
tice que cubre a w entonces todos los tridngulos de T que tienen a w como
vértice se aplican bajo el map desarrollador f en una "estrella" de trian-
gulos euclidianos como en la Figura 82.

Luego, el producto de las razones de las aristas adyacentes, en f(&),

de los tridngulos debe de ser 1 y la suma de sus dngulos, en f(&), debe de

ser 27 y esto es equivalente a las dos ecuaciones:
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(8.7)
arg(e1)+ et arg(en) = 0.

Fig. 82

Por el otro lado, K-K1 tiene una estructura hiperbdlica (por el teore-
ma de ensambladura) y para que M tenga estructura hiperbélica es necesario

3 es el

solamente, extender esta estructura a las aristas. Si DI:K—Kle-H
map desarrollador de la estructura hiperbdlica de M1:= K-K1 y si e es una
arista de K y aé-nl(Ml) es una curva pequefia que circunde a la arisfa,
obviamente se debe satisfacer que H{a) = 0 (donde H es 1a holonomfa de
Ml) para poder extender la estructura hiperbdlica de Ml a la arista e.

Esto implica que las ecuaciones (8.7) deben ser satisfechas. Tenemos, fi-

nalmente, la siguiente:

8.8. PROPOSICION. Si M y K son como antes, entonces una condicidn necesa-

ria y suficiente para que M posea una estructura hiperb6lica es que para

todo vértice v K, su aureola L(v) posea una estructura de similitud y

por lo tanto L{v) tiene que ser un toro 2. Esto @ltimo ocurre si y sola-

mente si las ecuaciones de compatibilidad (8.7) son satisfechas.
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Esta proposicién de Thurston nos dice, ademds, que no es suficiente el
patrén combinatorio (el cual es dnico una vez elegidos Tos tetraedros) con
el que identificamos las caras: se requiere usar tetraedros isométricos a
ciertos tetraedros especificos.

Si My K son como antes y si M admite una estructura hiperbélica cabe
preguntarse: icudndo es M completa? La completez de M debe ser verificada
necerca” de los vértices de K. Si v es un vértice de K su aureola L(v) es
un toro T2 cuyo grupo fundamenfa1 es Z @ Z: el grupo abeliano libre en
dos generadores. Sea G(v) = H(i#(nl(L(v))) la imagen bajo la holonomia,
donde i:L(v)~>M es la inclusién evidente. Este grupo coincide con el grupo
G(v) citado anteriormente y esencialmente determina a la estructura hiper-
bglica en una "vencindad de v". Como hemos visto, G(v) consiste de trans-

formaciones F:Hgﬁ-H3; = {(z,t);z€C,t>0} del tipo:
F(z,t) = (aztb,|a}jt);a€C*,b>C.
Sea F:C+C la similitud asociada:
F(z) = az+b.

Se tiene que G(v) actida mediante similitudes en C y ya que G(v) es
abeliano se sigue que si FEG(v) y F deja fijo a un punto weC entonces
todo K€G(v) tiene la propiedad K(w) = w. Por lo tanto, G(v) actda exclu-
sivamente por translaciones en C o bien por similitudes puras. Supongamos
que G(v) éct&a por translaciones: F€G(v)=F(z) = z+bp. En este caso todo
elemento de G(v) fija a cada oriesfera horizontal t = constante. Por lo

tanto L(v) tiene una estructura euclidiana (es un toro plano). Ademds, si
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esto ocurre M es completa cerca de v, puesto que es muy facil ver que M es
isométrica cerca de v a 0/G(v), el espacio cociente de una oribola cerrada
tzc>0, bajo 1a accién de G(v). Ahora supdngase que G(v) actda en C me-
diante similitudes puras: F €G(v)=F(z) = acz, ap €C* (transladando el
punto fijo comiin al origen). Entonces, la recta hiperblica L = {(0,t);
0€C,t>0} es dejada fija por todos los elementos de G(v) y por lo tanto,
también su é-vecindad tubular (8> 0), V6(L), el Tector podrd verificar muy
facilmente que "I(L(V)) se-inyecta en la holonomia y que debe de existir
un elemento Fot%G(v) tal que Fo(z) = az con |a|] # 1. En la proposicién 6.2
estd implicito el hecho siguiente: una (C*,C)-estructura en un toro T2
tiene como imagen de su map desarrollador a C*, Tuego, tal estructura
puede ser consideradé como una (C*,C*)-estructura. De este hecho se sigue
que VG(L)-L tiene recubrimiento universal isométrico al recubrimiento uni-

versal de una "vecindad de v" en M, sin embargo, VG(L)-L no es completo y

por To tanto M no puede ser completo cerca de v. Tenemos asf:

8.9. PROPOSICION. Si M y K son como antes, entonces una condicidn necesa-

ria y suficiente para que M sea una var1Edad'h1perb61ica completa es la de

que, para todo vértice v de K, L(v) tenga una estructura euclidiana.
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9. ESTUDIO DE LA COMPLETACION METRICA DE M EN LA VECVINDAD DE UN VERTICE

En esta seccidn conservaremos a toda la notacién de la seccién anterior.
Supéngase que vEK es un vértice incompleto: L(v) no tiene estructura eu-
clidiana y tiene solamente una estructura de similitud pura.

Existe una vecindad U(v) de v en K tal que V(v) := U(v) - {v} es homeo-

2, Ry su adherencia V(v), en M, es homeomorfa a 2 % [0,«).

morfa a T

V(v) puede reconstruirse del map desarrollador de la estructura de simi-
litud de L(v) asfi:

Sea f:I:.(\;)-»C* el map desarrollador y H(nl(L(v)))->C su holonomfa. Sean
o,B énl(L(v)) una base del grupo abeliano libre "l(L(V)) SZ®IZ. Se tiene
H(a):C*>C* y H(B):C*~C* son las dos similitudes Ha(z) = az; HB(Z) = bz;
z€C*,a,becC*,

Sea L la recta hiperbdlica {(0,t);0€C,t>0} y C el subconjunto de H3
definido asf:

3

C=V(L)-L = {p = (z,t)€H;0<d(p,L) s 6}.

Las isometrias hiperbglicas,

definidas mediante:

H(a)(x,t) = (ax,|a]t)
H(8)(z,t) = (bz,|b|t),

dejan fijo a C = cono cerrado al que se le suprime su eje (Figura 83):
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Fig. 83

Sea C el recubrimiento universal de C y 1:C»C la proyeccién recubri-
dora. Dotemos a C con la métrica hiperb6lica inducida por m. Sea ¢ la com-
“pletacidn métrica de C. Ya que = es uniformemente continua, se sigue que

7 se extiende a una funcifn w, entre completaciones:

~C,

oOu

me

donde C denota a la completacién métrica de C. Obviamente C = VG(L) =
= s-vecindad tubular cerrada de L. Se tiene que H(a) y H(B) se pueden Te-

vantar a C (de una manera no inica, pero no es importante).

H(a) . H(g)
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ﬁ(a) y ﬁ(s) actdan propia, 1ibre y discontinuamente en C (dejo al lector
verificar esto) y ademds, son isometrfas. Si é es el grupo generado por
ﬁ(a) y ﬁ(s), entonces C/G es isométrico a V(v).

Luego, para entender cémo se ve topoldgicamente la completacién, viv),
de V(v) hay que hacer 1o siguiente: entender 1a naturaleza de E y de
e/6 = F(v).

E1 cono perforado ¢ tiene una foliacién natural, F, cuyas hojas son
discos euclidianos perforados en su centro, obtenidas al intersecar las
oriesferas t = ¢>0, con C (ver Figura 84). La foliaci6n F 1a 1lamaremos

la foljacién oriesférica de C.

hojas de 3

Fig. 84

La foliacién F se levanta a una foliacién F en C cuyas hojas son inva-
riahtes bajo ﬁ(a) y ﬁ(B) (puesto que Tas hojas de F son invariantes bajo
H(a) y H(B)). Evidentemente, toda sucesi6n de Cauchy de C, no convergente

en C, es convergente en H3 a un punto de L, Luego, toda ta] sucesién es
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equivalente a unaisucesién de C cuyos elementos estén en una hoja de F.

Es facil verificar que 1o mismo ocurre en C: cualquier sucesidn de Cauchy
no convergenie en E es equivalente a una sucesién a 1o largo de una hoja
de ?. La foliaci6n ? es muy sencilla: ya que cada hoja de F inyecta a su
grupo fundamental (=~ Z) en el grupo fundamental de C, (=2Z), tenemos que
E es difeomorfa a un hermiespacio cerrado de R3, por ejemplo a

N = {(x,y,z);z20}, y la foliacibn F corresponde, bajo un difeomorfismo
apropiado, a la foliacién de N por hemiplanos cerrados x = constante,

22 0. Podemos hacer corresponder a cada hoja de la foliacién F un dnico

punto de la rebta L y es facil ver que la siguiente proposicidn es cierta:

9.1. PROPOSICION. La completacién ¢ se obtiene agregando un punto por cada

hoja de la foliacién oriesférica F. Dos puntos pl,pzeaé-C'ggg correspon-

dan a las oriesferas {(z,a);z€C,a>0} y {(z,b);z€C,b>0} estdn a distan-

cia d(pysp,) = [Toga -Togb].

Ya que G permuta a las hojas de ?, se'sigué que E/é (que es isométrico
con V(v)) tiene una foliaciobn, ;(é) a la que 1lamaremos la foliacidn
oriesférica alrededor del vértice v.

La frontera de C es isométrica con RZ, puesto que 3C se obtiene al
Jevantar la frontera de la &é-vecindad de L y el grupo I(H3) actda transi-
tivamente en esta frontera (luego tiene curvatura constante) y cubre isd-
métricamente a un toro. F, induce una foliacion, 5, en aE, cuyas hojas son
la interseccién de las hojas de F con aC. Se sigue inmediatamente que

existe una isometria ¢:3Ea-R2 gue 1leva a las hojas de ¢ en una familia
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de rectas euclidianas de R2 (dejo al lector verificar que las hojas de

o son lineas qeodésicas de aC, con su métrica inducida). Por el otro lado
G actua en 36 propia, libre y discontinuamente y por lo tanto aﬁ/é es iso-
métrica con un toro plano (puesto que 6zZ @ Z ). La foliacion o es
G-invariante, luego, induce una foliacién & en aé/é.

La pareja (aE/é,¢) completamente determina la naturaleza de la comple-

tacfén, V(v), cerca del vértice v y es de naturaleza muy simple:

'

9.2. PROPOSICION. Existe una isometria y:aC/G- T2 donde T2 = R%/L es el

toro plano obtenidec al tomar el cociente de R? bajo la accidn de un grupo

L generado por dos translaciones linealmente independientes gg_IRz. Ademds,

se puede escoger ¢ de tal manera que lleve a las hojas de ¢ en una folia-

cidn lineal de R2 (una foliacidn inducida por rectas paralelas QQVIRZ).

Una foliacion Tineal de un toro plano tiene la propiedad siguiente:

todas las hojas son densas o todas las hojas son compactas (son circulos

paralelos):

Fig. 85

hojas densas

hojas compactas

Luego, la foliacidn ?(é) es una foliacidn con hojas densas y difeomor-

fas a planos o bien una foliacidon por hojas cilindricas. La completacifn
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V(v) es la compactificacin por un punto si todas las hojas son densas
(todas las sucesiones de Cauchy no convergentes son equivalentes, por la
densidad de las hojas). Si todas las hojas son cilfndricas entonces D(v)
se obtiene de D(v) agregando un punto por cada hoja compacta de ¢. En este
Gi1timo caso se le agrega un circulo a V(v) para obtener la completacidn,
puesto que las hojas cilindricas son cortadas por un circulo transverso

que corta a todas ellas en exactamente un punto.
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10. EL COMPLEMENTO DEL NUDO "CON FORMA DE OCHO" Y DEL ENLACE DE WHITEHEAD
E1 nudo "con forma de ocho" lo habfamos designado con el simbolo [8].

3

Si identificamos a 53 con R"U {«} tenemos Tos siguientes dibujos de nudos

isotdpicos a [8].

a)

5 [C9) (=

|

d) e) : f)

-Pig. 86
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En la figura 86(f) vemos que [8] se puede colocar cerca de las aristas de
un tetraedro y que [8] es "frontera" de una configuracidn celular que se-

3 . . . .o
para a IR” en dos componentes abiertas homeomorfas a discos de dimensidn

S
\)

N\

AN ;%;27——"‘\\

o

Fig. 87

E1 lector puede usar estos dibujos para verificar que la identificacién‘
de dos tetraedros (suprimiendo sus vértices) es homeomorfo a S3-[8] , Si
' sus caras se identifican segin el patrén de Ta Figura 58. Ana]ogamente,
el enlace de Whitehead es "frontera" de una configuracién celular cuyo
complemento es una celda abierta de dimensidn tres y el complemento del
enlace de Whitehead se obtiene’de un octaedro identificando sus caras (y

suprimiendo sus vértices) segin el patrdn indicado.
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