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Introduccién

El propésito de estas notas es el de hacer un intento por llenar un hueco en la

presentacién del material de Mateméticas aplicables a problemas de Biologia.

Para lograr esto he tratado de reducir los detalles de mateméticas y abundar en
la formulacién de los modelos asf como en la descripcién del tipo de resultados

que son posibles obtener.

Estas notas deben de leerse teniendo cerca las referencias que se mencionan para

poder consultar ahi los detalles y de ninguna manera son autocontenidas.

Espero que el lector se interese en esta perspectiva y pueda, después de leer estas
notas interesarse a fondo por las ideas y tal vez por alguno de los problemas

. especificos que aqui se presentan.
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1. Osciladores Blol6glcos no lineales.

a) Generalidades sobre procesos oscilatorios

En éste capftulo se presentardn las ideas generales de procesos oscilatorios, con
el propdsito de entenderlos en el contexto Biolégico. Sin embargo es conveniente
iniciar esa descripci6n visualizando primero un oscilador primitivo, sencillo y que

ha servido en numerosas situaciones para ilustrar este fenémeno:

Se piensa en una cuerda a la cual se le ata una pequefia piedra en un extremo.
Se sostiene con una mano y con la otra se desplaza cierto angulo de la verti-
cal y se suelta, este efectuard un movimiento de valvén y la idea es encontrar
una solucién periédica que satisfaga la ecuacién diferencial que describe dicho
movimiento. 8i el angulo formado con la vertical no es muy grande se podré
hablar del péndulo lineal, o de no ser asf se tiene el péndulo no lineal. De la
misma manera nos podemos imaginar columpios o también unos bonitos juguetes
como son el pﬁar6 carpintero y el pato que bebe agua. Las oscilaciones del péjaro
carpintero las describe Howard [H], el juguete consta de una base a la que se fija

una varilla vertical

a la cual estd insertada una pieza mévil. El carpintero cata unido a esa pieza

por un resorte. En primera aproximacién se tiene el movimiento de un péndulo,



habrfa que afadir el movimiento lento de descenso de la “madera” » ¥ el movimien-

to del resorte, sin embargo esto es nada mas para visualizar las oscilaciones.

La ecuacién lineal més sencilla que describe el movimiento oscilatorio es

yll+ky=0

y la ecuacién no lineal del péndulo

y' +kseny=0
esta segunda ecuacién sé reduce a la primera para oscilaciones pequefias.

Otro ejemplo curioso de un juguete modelo de oscilador forzado consta de un

sublbaJa con canastlllas que se

llenan de agﬁa en forma alterna, debido aqueel ceﬁtro de gravedad cambia y hace
que el sistema oscile. Seguramente el lector tendré también su ejemplo favorito
de oscila.dor lineal o no lineal y lo que se describa aqui lo podra interpretar
en térmmos de cualquier modelo mecénico que prefiera ¢ blen en términos de

circuitos electncos

Finalmente el ejemplo de la banda sinfin con un sistema masa-resorte ‘[Ha] pag.



164, es el ejemplo maés ilustrativo desde el punto de vista mecénico, de un os-

cilador de relajacién, y se vera con gran detalle en la siguiente seccién.

L SN
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N

Desde el punto de vista biolégico son muy numerosos los ejemplos que se tienen y
muy variado su periodo de oscilacién que va desde milisegundos, segundos, min-
utos, horas, dias, semanas etc. Para mencionar algunos se tienen: la propagacién
de impulsos a lo largo de fibras nerviosas que depende de las corrientes a través
de las membranas involucrando procesos que se llevan a cabo en milisegundos; la
respiracién, oscilador fisiolégico con periodo de orden de segunods; el marcapaso
en el corazén con periodo del orden de segundos también; variacién en la con-
centracién de sustancias quimicas que influyen en el metabolismo celular puede
tener perfodo de minutos y variacién de los niveles de testosterona en el hombre

tiene una oscilacién con periodos del orden de dos a tres horas.

Algunos de estos fenémenos biolégicos oscilatorios serdn motivo de anlisis en las
siguientes secciones. Se quiere mencionar aqui algunas observaciones generales

que los hace “parecidos” desde el punto de vista matemdtico.

Existe una diferencia esencial entre los denominados relojes biolégicos [Wi] y
los fenémenos oscilatorios que son motivo de esta presentacién. Los primeros
dependen de el ritmo circadico, es decir, estan influenciados por agentes ex-

ternos periédicos. Los segundos son sistemas abiertos desde el punto de vista



termodinémico y su periodicidad no se debe a ninguna fuerza externa periédica,

son los llamados osciladores del ciclo limite.

" Para describir estos osciladores del ciclo lfmite, se considera un sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias

du _
dt

donde u(t) es el vector de concentraciones o densidades y funciones f (u) de-

f(u)

scriben los términos del mecanismo cinético no lineal. El interés es el de encontrar

soluciones periédicas de la forma

u(t+7) = u(t)

donde T > 0 es el periodo, ésta solucién tiene la importante propiedad que vista
en el espacio fase o en el plano fase [BD] (Pag. 443), su grifica es una curva
cerrada simple con determinada orientacién, no debe contener puntos singulares

yeslo que se conoce como ciclo limite.

Las preguntas desde el punto de vista matemético que responden a la descripcién -
del fenémeno biolégico son en primer lugar si existe o no ese ciclo limite y

enseguida, de existir, saber si corresponde a una situacién estable o inestable.

Cabe recordar que para analizar estos sitemas no lineales se necesita encontrar
el estado estacioharlo, que son las soluciones de f(u) = 0. Si en general como
cuando se quiere tener un modelo més “realista” éste involucra pa.ré.me,trds que
se denominan por A teniendo u(t; A), la estabilidad del estado estacionario de-
penderé de el valor de dicho pardmetro: seré estable a pequerias perturbaciones
si A toma valores en determinada regién y cambiar4 a ser inestable al pasar pof

un valor critico A;, este valor se conoce como punto de bifurcacién.

Esta transicién es estudiada ¢on el Teorema de Bifurcacién de Hopf |G H| que

bajo determinadas condiciones predié'e la aparicién de un ciclo limite.

Este resultado es local, vilido unicamente para valores de los pardmetros A cer-



canos al valor A, y el ciclo limite que predice es de amplitud pequeiia y tampoco
explicita su estabilidad. Sin embargo es muy importante porque se usa para

sistemas con un ndmero grande de ecuaciones.

Para el caso en que se tengan unicamente dos ecuaciones la Teorfa de Poincaré-
Bendixon es suficiente para establecer la existencia de las érbitas periédicas en

el plano fase, se recomienda ver por ejemplo [Ha).



b) Osciladores de relajacién: el oséﬂaddr de Van der; Pol

Uno de los osciladbres més versétiles que existe y sobre el cual se han hecho nu—I
merosos estudios es el oscilador de Van der Pol. Alrededor de los afios 1926-1930,
los ingenieros holandeses Van der Pol y Van der Mark estudiaroﬁ los osciladores
de relajacién y encontraron o més bien dicho construyeron un circuito eléctrico
que presenta oscilaciones periédicas. Para cierto valor de los para.metros esas
osc11ac10nes son de relajacién, al final de esta seccién se da.ra una versién del

modelo que ellos proponfan como marcapaso de las oscilaciones cardiacas. Es

/increible la cantidad de literatura sobre los trabajos que hay;; tanto del punto de

vista matemético que va desde muy teérico hasta numerosas y valiosas aplica-

ciones. Aqui se pretende unicamente dar un panorama general y algunos detalles

-que ilustran el fenémeno en cuestién.

El diagrama para el circuito eléctrico se muestra a continuacién:

lIl §\LIZ IaJ/ L

- C' ) : % g{ triodo

— VO

Se tienen tres circuitos en paralelo, uno con un capacitador C, otro con una

resistencia, un inductor y una fuente de voltaje en serie y el tercero con un



elemento no lineal como lo es el triodo o “bulbo” cuya resistencia depende de la
corriente aplicada; el elemento no lineal se podria pensar actualmente como algo
obsoleto, no obstante es una herramienta conceptual muy 1til, as{ lo presentan
Horowitz y Hill en E] Arte de la Electrénica [H Hi|. Para fines practicos de poder
construir el oscilador como elemento no lineal se usa un amplificador operacional;
al lector interesado en la parte electrénica se le recomienta consultar [H Hil
las péginas 162 a 164 donde se ilustran algunos osciladores de relajacién con

aditamentos modernos.

De la Ley de Ohm y de la Ley de Kirchhoff se tiene para cada parte del circuito:

dv
I =C—
1= Cdt,
dI.
RIg+L7t3=v+vo,
13 = f(‘!)),

donde:

v es la caida de voltaje a través del circuito

Iy es la corriente que entra

I ,13, I3 la corriente en cada una de las ramas

f(v) es la respuesta del elemento no lineal

Una caracteristica importante del elemento no lineal es que tiene una funcién de
respuesta corriente-voltaje con una regiéon de resistencia negativa.

Con éstas consideraciones se tiene que:

d
Cd—z=10f12—f(v),

dI
LEZ = v+ vy — RI,.

Si se toma R = 0 en el segundo circuito, la ecuacién correspondiente queda como:
dl, dv

0 _¢

dv v
dt dt2+'f’(v)d_t+"+_o’

donde,



f(v) = Av(?;- — (v + vg)—;- + vyv3),

pudiéndose sintonizar la fuente de voltaje de tal manera que,

vo = —(vy + v3)/2,

se hace un cambio de variables y se escala el tiempo:

. )
v= E(vg —v)u + (v +v3)/2,

T=VILCt
quedando finalmente:
i-n(l-—ui+u=0 (PM)

donde n = A(vs —vy)? (g) /3/4  esunpardmetro adimensional positivo

Esta es la famosa ecuacién de Van der Pol, aqui se siguié la deduccién de J.
Keener, otra obtencién andloga se puede encontrar en_ el libro de J. Kevorkian
[K C] y por supuesto en los articculos originales de Van der Pol y Van der Mark
[PM].

Consideracién del pardmetro n pequeiio. Este es el caso m4s sencillo y
de menor interés desde el punto de vista de las aplicaciones biolégicas pero se
presenta aqui para tener el estudio de la ecuacién de Van der Pol en todos
a;spectos. Se buscar soluciones para > 0 y pequeiia 0 < y << 1. Haciendo un
cambio de variable, ¢ = '1;1', la ecuacién (PM) se reescribe como:
'w’dz—:‘ —nw(l—u’)d—‘.‘+u=0
dt di
A continuacién se calcular4 la solucién usando series de potencias, si el lector es
versado en teorfa de perturbaciones puede omitir este pirrafo, si no, sirve como

un ejemplo introductorio sencillo.

Se propone buscar soluciones de la forma:
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u=uo+nﬁ1 +n’u3-i-...,

w= 1+nw1v-‘|-r72i'03,+...,
estas series de potencias se sustituyen en la ecuacién anterior y se agrupan
términos de potencias iguales de 5 con lo que se obtienen las diferentes ecua-

ciones que deben satisfacer ug,u; y us, asf:

ug+up=0
v +uy = —uf(ud —1) - 2wul
" 2.n n
uz +u3 = — wing — wy(ul — 1) — 2wy}

— (u3 — 1)u!] — 2ugulu; — 2wyul.

La solucién de la primera ecuacién como era de esperarse es

uo = A cos (i + 4)

el corrimiento de fase ¢ se puede hacer cero y escribir

o = Ao(e“. + e_“') =2Acost

Para la ecuacién en u; se tiene:

uf +uy = Agiea"z — (A3 — Ags + 2Aow1)e“- + c.c.,

la ecuacién homogénea correspondiente tiene como soluciones sen # y cos i, por
lo que el lado derecho de la ecuacién para u; debe ser ortogonal a esas funciones
(alternativa de Fredholm), sin evaluar las integrales esta condicién es equivalente

a considerar que los coeficientes de los términos ' y e~% sean cero, por lo que

Ag—Ao=0 y Ajgw; =0 , que Ap=0 noes

de interés por lo que Ag =1 y w; = 0 de donde resolviendo la ecuacién para u,

se obtiene

. A 1. - -
u = %tes" - gt_e_s" + 2A; cos ¢
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_A_pélogdmente para u;, el coeficiente del término en ¢t debe ser cero,

1
2A1!+2!l)2 + § = 0,

de donde, A; =0y wy = —1/186,

que finalmente en la solucién propuesta queda,

~ 1 -
u=2cost+ 47 5en 3t +8(n?),

.recordando que ¢ = wr, (r = (LC)'/%t)

u(r) =2 cos wr + %r) sen 3wr + 8(n?),

'72 3
w=1—m+0(7] ),

Esta solucién representa una pequena correccién del problema lineal con una

ligera disminucién en la frecuencia.

Consideraciones del pardmetro 5 grande. El caso para el cual se tiene
interés por las aplicaciones fisiolégicas es cuando n > 0 es grande, n >> 1, la

ecuacién de Van der Pol (PE) se puede escribir haciendo el cambio € = ;1,- <<1,

ei—(1-uv))i+u=0,

para la cual se deben buscar soluciones periédicas que correspondan al ciclo
limite y se necesita estudiar el comportamiento del limite cuando ¢ — 0, es
decir la oscilacién de relajacién. Se necesitan varios desarrollos asintéticos,
con una capa lfmite de transicién interna, para construir una aproximacién a
la solucién perédica que sea uniformemente vélida para todo el ciclo, esto se
lleva catorce pédginas de célculos en el libro de J. Kevorkian y J. Cole por lo
que no se explicardn aquf [K C| (pag. 67 a 82). El periodo de la oscilacién que
obtienen es de T'(€) = 3—2In2+3tpe?/3 +0(elne). que coincide con el resultado de
Dorodnitzyn (1947). El estudio riguroso de Dorodnitsyn se encuentra detallado
en [M R] donde se dan los teoi'emas que respaldan la validez de los desarrollos

asintéticos.



12

Andlisis del problema en el plano fase. Para poder pfoba.f la existencia
de la solucién periédica en el caso de n > 0 grande se escribe la ecuacién (PM)

como un sistema de dos ecuaciones de primer orden:
et = v — G{u) (8)
v=—ex con Glu)y=—-——-u y €=-.

las isoclinas nulas o criticas para el sistema sin pardmetro pequefio:

v =G(u),
u=0,
se grafica G(u), que es una funcién ctbica, impar G(u) = —G(—u), simétrica

con respecto al origen, G(u) — oo cuando ¥ — co. A continuacién se muestra la
figura de v = G(u) y la de una curva construida por dos arcos de dicha curva y

dos segmentos horizontales:

B
v=G(u) / : /

La idea es construir una regién anular R, que contenga a J de tal manera que la

distancia entre R y J sea prescrita y que para € suficientemente pequena o que
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es lo mismo cuando el pardmetro 7 es muy grande, todas las trayectorias que
crucen la frontera de R lo hagan con direccién hacia adentro. Esto permite usar
el Teorema de Poincaré-Bendixon y probar la existencia de un ciclo limite I'(e)

que cuando € — 0, este tiende a J.

Se consideré interesante escribir aquf la versién que tiene Hale ([Ha] pag: 57-63)
gobre la construccién de dicha regién R, ya que en la mayorfa de las referencias
sobre todo en los libros de aplicaciones de Matematicas a Biologfa no se dan los

detalles. .

Primero, después de trazada la ciibica v = G(u) se construyen los segmentos de
curva v = G(u) + h y v = G(u) — h, donde h es una constante positiva, as{ como

los segmentos de recta 4 — a y C — ¢ que son paralelos al Eje u.

v=G(u)-h

v

Los segmentos A’ —a’ y C' — ¢’ son tangentes a las curvas v = G(u) + h y

v=G(u)—h respectivaménte y cortan al eje ven a' y ¢,
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Del punto a’ se traza un segmento paralelo al eje u que corte a v = G(u) en b
y lo mismo de ¢’ que la corte en d. Enseguida desde a se traza un segmento de

curva hasta e y de ¢ a ; hasta llegar a una pequefia distancia antes de v = G(u).

\4

Finalmente se trazan los segmentos de recta verticales e — E,de b—b', j—J y

d—d'. Los segmentos e — E y 7 — J son de longitud K.
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En la figura a continuaci6n las flechas indican la direccién del campo de flujo
directamente de (S) e independientemente de ¢ > 0. Es importante mostrar ue
los otr.os segmentos que forman R también son atravesados con direccién hacia
‘dentro de la regién R (sombreada en el dibujo) cuando ¢ es pequefia. Para
cualquier punto (u,G(u) — k) sobre el arco b’ — C' las érbitas o lineas de flujo

llegan con una pendiente dada por:

dv -y u < e2u(d’)
de v-G(v) h R’

va que u evaluada en-b’ es el mayor valor que toma en esa seccién. Esta desigual-
dad hace ver que la pendiente es casi horizontal es decir su componente vertical
es muy pequeiia. ?or otra parte la pendiente a la curva b’ — C’ dada por g(u) es
mayor que la pendiente en g(C') por construccién y su componente vertical serd
mayor. que la de la lfnea de flujo ya que esta dltima estd acotada por el término
€?u(b') y € se puede hacer suficientemente pequefia, como ademés © < 0 en esa

regién, la linea de flujo entra a la regién R.

Para la seccién C' — ¢! se tiene:



Jo~ G(u)| > hy dv/du| = | - u/(v — G(w)] < Eu(C’)/k

‘el valor absoluto de la pendiente de la linea de flujo tiende a cero cuando ¢ — 0,

. que ademds con ¢ suficientemente pequeﬁa es menor que g(C’). Como ¢ < 0, la

linea de flujo nuevamente entra a R.

Falta ver lo que sucede en el arco a — ¢, con ayuda del segmento vertical ¢ — F

de tamaiio K. Si ahora se considera K suficientemente pequéfia.,’se tendra:

v - G(u)| > K

" alo largo del arco en cuestién; la pendiente de las lineas de flujo es:

ey eu(e)

K K’

dv
du

que tiende & cero cuando € — 0. Como ¢ > 0 en esa regi6n, las Ifneas entran a R.

- Todo es an‘logo para la regién u < 0. Esto muestra que todas las lfneas de flujo

entran a R y que se puede usar el Teorema de Poincaré-Bendixon por lo que se

tiene la existencia del ciclo lfmltg.

La solucién u(t) correspondiente al ciclo lfmite tiene la forma:
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u(t)

A /A /

D D

donde las porciones correspondientes a las partes horizontales de la trayectoria
son recorridas muy rédpidamente ¥ la parte de la curva v = G(u) correspondi-
ente se recorre muy.lentamente por lo que este tipo de os¢ilacién es sugerido en

fenémenos con diferentes escalas de tiempo.

Un modelo del bombeo del corazén. Las oscilaciones cardiacas se llevan

a cabo de un estado de contraccién muscular o sistole a un estado relajado,"

de reposo o didstole. Este “latir” produce una onda de presién que viaja por
la sangre y que es lo que se conoce como pulso, “el pulso que se siente en la
mufieca del brazo, este fendmeno seré estudiado en el siguiente capitulo. Aquf
tnicamente se quiere agregar algunos detalles y comentarios sobre el sistema de
la ecuacién (PM) para la cual se encontré la existencia del ciclo limite que para
valores grandes del pardémetro 7 o lo que es lo mismo cuando € — 0, tiende a la
curva J. Se hizo la observacién de que cuando v esté cerca de G(u),% y v cambian
lentamente y muy répido cuando est en la curva J. Esto no es coincidencia ya
que ésta ecuacién fué precisamente construida para modelar la accién del bombeo
del corazén. En varias partes del mdsculo cardiaco se tiene susceptibilidad de
tener autoexitacién pero en particular una regién que se encuentra en la pared

auricular derecha cerca de la entrada de la vena cava superior.

E. Beltrani discute el modelo y hace ver que se pueden agregar un parimetro «



que incluye el efecto de tensién, y un mecanismo de retroalimentacién. Asf, con
u la elongacién de una fibra y 8 los estfmulos electroqufmicos, el sistema para

(PM) con 8 = —v queda como

ud
= —ﬂ (— - au)\
B = eu.
incluyendo el hecho experimental de que la fibra ya estd ligeramente elongada
cuando se inicia el ciclo del latido. Para el mecanismo de retroalimentacién

sugiere que § = €(u — %), donde u,, es la méxima elongacién correspondiente a

un valor 84 en disstole, también se tiene un valor 8, méximo para sistole. Para

19

seguir el andlisis que considere los efectos electroquimicos externos, es decnr el

oscilador forzado se recomienda al lector ver [GH].

Como comentario final a éste tema cardiaco se 'quiere 'agreg'ar que en el corazén
existen otros tipos de vibraciones, como lo son “el ségundo sonido del corazén”
provenientes de las vélvulas aérticas entre otras posibilidades. Un estudio de-
" tallado se puede ver en [P]. Un modelo rﬁuy sencillo de vélvula adrtica se puedé

_dar como una membrana circular de radio r cuyo movimiento se describe por

una ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes consta.ntes, pa.ra vi-

braciones amortxguadas y forzadas dada por

- taitku= xrip(t),

donde u es el desplazamiento de la membra.tia, a es el coeficiente de amor- _

tiguamiento. k el parémetro de rigidez de la membrana, 'p(t) es la diferencia de

presién. La influencia de k en la vibracién de la vélvula y el sonido que produce

puedg explicar la disminucién del “segundo sonido” en estenosis por calcificacién

de la aorta, [M], se recomienda como ejercicio resolver la ecuacién diferencial y
discutir el féenémeno mcluyendo la velocidad de la linea central de deﬂecc:én de
‘la vélvula para t < ¢, en el intervalo 0< t < t, la vélvula permanece cerrada y

este modelo es aplicable.
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c) La Teorfa de Hodgkin-Huxley

El calamar gigante tiene el privilegio de tener fibras nerviosas muy grandes, con

neuronas que tienen un axén de hasta 1 mm de didmetro.

Esto permitié a los cientificos A.L. Hodgkin y A.F. Huxley [HH] realizar inves-
tigaciones en dicims fibras encontrando resultados relevantes de importancia en
otros tejidos excitables como fibras nerviosas en vertebrados y aun en el misculo
del corazén [Kel]. El propésito aquf es el de dar a conocer a partir del com-
portamiento en la membrana del axén del calamar, de las corrientes de iones de
sodio (Na*), potasio (K*+) y cloro (Cl~), el modelo matemético que propusieron
Hodgkin y Huxley que les permitié entender y cuantificar la corriente a través
de la membrana. Esta idea explica la propagacién no dispersiva del potencial
de accién que es el fenémeno més notable de la propagacién de pulsos en fibras

nerviosas.

Para el lector interesado en los numerosos detalles ¥ explicaciones fisiolégicas se
le recomienda el libro de Kuffler [KNM] donde hay capitulos dedicados a explicar
el potencial de accién, el control de la permeabilidad de la membrana, el flujo de

corriente en células nerviosas.

Si ademaés se desea saber la resefia histérica relacionada con dichas investigaciones
hay una revisién y resumen hecha por Rinzel en [Ri2] péginas 1-23, donde se

reproduce dicho articulo.

Un desarrollo comprensivo del modelo lo 'presenta exhaustivamente FitzHugh en
[Ft1] que lo llevé a proponer el modelo que ahora se conoce como de FitzHugh-

Nagumo, este se plantear4 en la siguiente seccién.

Recordemos aquf que el axén neuronal es una prolongacién cilindrica delgada,
larga de las neuronas, y por él se propagan sefales eléctricas en forma de pul-
sos. Estos pulsos se originan debido a las cdrrientes locales en una seccién de
membrana que a su vez estimula las secciones adyacentes produciendo una onda

de actividad eléctrica que se propaga Y que es a la que se le denomina poten-
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etal de accidn. En esta seccién lo que se describe es el mecanismo de corriente

transversal, el flujo idnico a través de la membrana del axén.

Un hecho clave para los experimentos de Hodgkin, Huxley y Kath fué el desarrollo

de la técnica llamada “voltage clamp”, con el que se logra mantener el potencial

de la membrana fijo para poder medir el flujo de corriente de los diferentes iones,

asi como los cambios en permeabilidad de la membrana a dichos iones como

funcién del potencial, ([KNM] péginas 136-189) a continuacién se muestra el

esquema del circuito que ilustra esa técnica,

s
_:. - |
| Medida yZ
de Vg
Control
% Voltaje
o~
=]
v
N
N

>

corriente)
medida

y el circuito eléctrico equivalente que modela la.vmembra.na., ver también |Ri2

(pag. 11) y [Ed] pag. 322.
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Usando un circuito eléctrico equivalente pudieron Hodgkin y colaboradores es-
cribir su modelo matemitico. Se considera la direccién positiva para la corriente
de la membrana de dentro del axén hacia afuera y se denota por I(t), ésta consta
de las corrientes de las contribuciones de los diferentes iones asf como de la que

se origina debido al cambio del potencial de la membrana ‘fi—":- por su capacitacién

Cyn, €8 decir:

: dv
I(t) = C"'E + I;

L=Iyo+Ix+ 1L

De acuerdo a la Ley de Ohm, las corrientes de los iones de sodio y de potasio

estan dadas por las siguientes relaciones

Ing = gNa(V - VNa)’
Ix = gx(V - Vk),

adémds se consideran las contribuciones de otros iones con

I = gL(V‘ - Vi)
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de donde:

% - _g;[gm(v ~Via) +ox(V - Vi) + 9V ~V2)]  (HH)

. Las conductividades de los iones o conductancias gx,gna ¥ gL las encontraron
como funciones del voltaje V. Fueron capaces de describir la permeabilidad de
la membrana a través de las conductancias que dependen de las concentraciones

i6nicas y del potencial de membrana en la interpretacién de ésta como un circuito

eléctrico equivalente.

Conductancia del potasio. De los datos obtenidos por numerosos experimen-
tos les fué posible graficar las curvas del aumento de la conductancia en el tiempo
y para diferentes voltajes de depolarizacién, a continuacién se da un dibujo que
nos permite apreciar la forma de la conductancia como funci&n del tiempo (el

tiempo es del orden de milisegundos)

gx )y N

(a2 74

Suponiendo

N
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gK (t) = gKmazn(t)4-

Esto lo propusieron al considerar que los iones de potasio pueden cruzar la mem-
brana unicamente cuando se tienen 4 particulas ocupando una cierta regién de

la membrana y n representa la proporcién de particulas en cierta posicién.

La variable dindmica n(t) satisface la Ley de accién de masas, es adimensional y

varia entre 0 y 1,

— =ap(l —n) — PBun

donde las constantes de proporcionalidad o razones de tranferencia de afuera
hacia adentro o dentro hacia afuera respectivamente, o, y Brn son constantes en
tiempo pero varfan con el voltaje. Esta ecuacién se résuelve para la condicién

inicial n{0) = ng

donde ng = que corresponde a V = 0,n = no — (oo — no) exp (—t/mn)

_Ong
QAng +ﬁno
COn Moo = T2 Y Tn = Grip

lo que les permitié graficar la curva arriba dibujada, que se ajusta a los valores
éxperimentales que obtuvieron para gx (t), con un determinado voltaje. Lo sigu-
iente fué encontrar las a, y By en funcién del voltaje an(V) y Bn (V) como se ve

en la siguiente figura de las curvas que se ajustaron a los datos experimentales
[HH]. ’
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ap (V)

\
o

'V (mV)

‘

Conductancia del Sodio. La grifica que obtuvieron para los cambios en gng
como funcién del tiempo y para numerosos valores del voltaje tienen la forma

siguiente

/7

8Na (v)]

a v

Es notable el aumento en gyq seguido de una caida. Lo que supusieron en este

caso fué
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gNa = GNamh

nuevamente cuatro particulas en consideracién en un sitio dado pero esta vez 3

que activan el proceso y una que lo va a desactivar pero no lo bloquea.

As{ considerando a m(t) que represente la proporcién de moléculas activadoras
dentro de la membrana y (1 — m) fuera proponen nuevamente para esta variable

dindmica que satisfaga

dm '
E = am(l - m) +ﬂmm
Anélogamente para h(t)
dh
E— = a;,(l - h) +ﬂhh

con las condiciones iniciales

m(O) = my, h(O) = ho,
m = Moo — (Moo — mo) exp (—t/Tm)

h = hoo — hoexp (—t/m)

donde my, = a—'ﬂnﬁ,hm = Eﬁbﬁ

y los tiempos de relajacién
S 1 = 1
om am + ,Bm ’ h ap + ﬂn

Las curvas de variacién de los pardmetros a,, y fm asi como de a, y B, en

funcién del voltaje se muestran a continuacién.
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A )

V(en mV)

La ecuacién (HH) junto las ecuaciones para las conductancias forman el modelo
de Hodgkin-Huxley, un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales acopladas y
altamente no lineales. Ellos las resolvieron numéricamente, al lector interesado
en las grificas, en los resultados numéricos y experimentales se le recomienda ver

[HH] 6 [Ril].

Cabe sefialar que en este sistema tan complicado, cuando se le aplica una corriente
externa la, se presenfa.n para cierto rango de pardmetros descargas repetitivas
que presentan las caracteristicas de ciclo lfmite en el plano fase, motivo ‘de interés
de este capfitulo, sin embargo, fué FitzHugh [Ft1] quien al reconocer las diferentes
escalas de tiempo para las funciones m(t),n(t) y h(t) los reduce a uno més
gencillo y facil de entender que conserva las caracterfsticas relevantes del modelo

de Hodgkin y Huxley.

Canales y compuertas. Como una manera de sintetizar la teorfa de Hodgkin
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y Huxley que explica sus numerosos resultados sobre el comportamiento de la
membrana nerviosa se presenta aqui [KNM)] la idea de canales y compuertas ya
a la luz de conocimientos actuales, sin entrar en los detalles. E! esquema ilustra

las diferentes escalas de tiempo:

compuerta h

|

(1 m seg)

, Paso mis lento

(6 m seg)

El proceso de activacién del mecanismo de conductancia del Na, la subsecuente
inactivacién del Na y la activacién del mecanismo de conductancia del K a
través de la membrana estdn controlados pof “compuertas” sensitivas al voltaje.
El canal del Ne tiene dos compuertas, una de las cuales, la compuerta m estd
cerrada en reposo y se abre con la depolarizacién. La otra, la compuerta h se
cierra con la depolarizacién y es la responsable de desactivar al sodio. El canal de
potasio como no desactiva tiene inicamente una compuerta n que se abre con la
depolarizacién. Las compuertas n,my h son las variables dindmicas del modelo

de Hudgkin y Huxley.
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Como respuesta a un pulso de depolarizacién la compuerta m se abre répidamente
permitiendo que entre el sodio, mientras que la compuerta k responde més lenta-

mente, cerrando mucho después (del orden de 8 m eeg).
d) El modslo de FitsHugh-Nagumo

El modelo descrito en la seccién c) resulta sumamente complicado ¥ dificil de
resolver en forma analftica por lo que se presenta ahora un modelo reducido del
anterior que conserva lo esencial del primero siendo analiticamente més accesible

y sobre el cual hay excelentes‘tra.bajos matemaéticos.

R. FitzHugh utilizé métodos cualitativos de plano fase para entender las ecua-
ciones del modelo de Hodgkin y Huxley pasando de un sisteﬁa de cuatro ecua-
ciones acopladas a uno de dos. Esto lo logra al tomar en consideracién las vari-
ables que cambian répidamente que son V (t) y m(t); las variables lentas las traba
como pardmetros de un sistema que varfa lentamente pudiendo hacer b = cte.
Y n = cte. al menos durante cierto intervalo de tiempo [Ft1]. FitHugh entonces
asigné para el voltaje: V = Veyierior — Vinterior OPUEsto & lo que serfa mas ade-
lante la costumbre en la literatura cientifica, se sigue aquf esa convencién por lo

que el plano fase queda en el segundo cuadrante como se ve a continuacién:

>N

m

/

——
S~ N

N
7

ﬁ\ |
—+ - —t— ] ,B

T ' il

J

Reproduccic')n del plano fase para el sistema reducido obtenido por FitzHugh [FQ] .
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En el plano fase (V, m) se grafican las isoclinas nulas o criticas, V = 0, = 0y los
puntos estacionarios son 4, ByC, donde AyC son estables y B es un punto silla.
De la direccién del flujo se observa que si se tiene un pequeiio desplazamiento
desde A se regresa a ese punto, sin embargo, para un valor lige_ra.niente mayor en
V (en —V) y m =0, la trayectoria se aleja y llega al punto atractor C. [Ft2}.
Otra observacién muy importante que hizo fue de ver que la interseccién de las
isoclinas nulas en Ay en B es con angulos muy pequefios, por lo que sé tiene una
gran sensibilidad a cambios en los pa.ré.metrbs que tienden a producir pequefios
desplazamientos en esas curvas. ([Ed] pag. 323-327).

El comportamiento dindmico obtenido al hacer cambios criticos en los pardmetros
fue la coalescencia de los puntos A y B que desaparecen quedando, al separarse
las isoclinas criticas, dnicamente el punto estable C, esto corresponderfa a una

estimulacién mayor que cierto valor umbral.

Este tipo de estudio del plano fase para las ecuaciones (HH) reducido fue lo
que llevé a FitzHugh a darse cuenta que el fenémeno podia modelarse con una
ecuacién de Van der Pol como la que se trabajé en la seccién Ib), (PM), con

algunas modificaciones, es asi que propuso al siguiente sistema:

du ud
gtt:=6(v+u—?+u)(t)), . (FN)
i —(v—a+bv)/C.

Se tiene un término adicional w(t) correspondiente a un estimulo externo, que
puede ser una corriente dada como funcién del tiempo ya sea una funcién es-
calén, un pulso rectangular o un pulso instanténeo. La funcién u(t) corresponde
al potencial de'la membrana del axén y la funcién v(t) es una variable de recu-
peracién que hace que la membrana regrese a su estado de reposo, incluyendo
un término (@ —by)/c. Este modelo no hace una referencia directa a las variables
- fisiolégicas sino que reproduce las propiedades de excitabilidad y de oscilaciones.
En forma independiente Nagumo y asociados en 1962 desax;rollaron un modelo
similar de ahi que a las ecuaciones se les haya dado también su nombre. Aqui se

sigue la versién de FitzHugh [Ft 2].
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Como ya se habfa dicho anteriormente la idea es estudiar el comportamiento del

sistema en el plano fase. Las isoclinas nulas o isoclinas criticas estan dadas para

] u
e=20 U= — —u,
3
pars
=0 v = (a—u)/b,
la isoclina para u es la cdbica con méximo y minimo relativos en sy = 1y
Tmax = —1 y la pendiente en el origen es —1; la isoclina en v es la recta con

pendiente —1/b, que corta al eje u en a. Se calcula el estado estacionario del
sistema (u.,v.) y se buscan las condiciones para que se tenga una sola rafz real.

Este satisface la ecuacién cibica.

1, 1 a
gu +(z—1>u*3—0.
El Jacobiano del sistema esta dado por:

(5 1)

c

y calculando det (J — AI) = O se obtiene la ecuacién caracterfstica

ATy (i—’ —e(l~ u,)’) —-b(1-u)?+1=0.
Una condicién para que A; y A; sean negativas Y se tenga estabilidad
p - (Al + /\2)/\ + XA =0,

M+A<0,yAA>0
de donde,

g—c(l—:z:e)2 >0
b(1—z)*+1>0
de donde:



g—c>0 esdecir b < ¢?

1—5>0 porloque 0 <b<1.
El estado estacionario ser4 estable siempre y cuando u. no tome valores entre —R
y R con R = (1—b/¢)'/?,0 < R < 1. De no ser asf se tiene el estado estacionario
inestable que da origen al desarrollo de oscilacién como se vi6 en el estudio del

oscilador de Van der Pol.

Lo que falta por considerar es lo que pasa si w(t) # 0, que es cuando se estimula

a la neurona, quedando

ud

":”3"_"""”'

Se puede tomar un ejemplo con w una funcién escalén, asf, w = wp; la isoclina
critica serd trasladada en la direccién v positiva o negativa dependiendo del signo
de wg. Considerando wo muy pequeia, la interseccién de las isoclinas nulas estara
muy cercana a la interseccién wo y en la regién de la clibica para la cual se tiene
estado estacionario estable. Si wo es algo més grande, la interseccién aun estd
en la regién de estado estacionario pero el estado del sistema puede efectuar
una “excursién” en el plano u — v antes de llegar al estado estacionario. Esta
situacién corresponde a una excitabilidad del sistema (de hecho se presenta en
todos los sitemas que tienen isoclina critica en forma de S ) ¥ una respuesta dnica

del potencial de accién.

Para valores todavia mas grandes de wo, la interseccién de las isoclinas criticas ya
no cae en la regién de estabilidad, se cortan en la rama media de la cibica, esto
da origen a la creaci6n de una trayectoria periédica que tiende al ciclo limite

estable. Este comportamiento corresponde a descargas repetitivas del axén.

Si el estimulo wy se retira el estado excitado regresa al estado de reposo. Este
modelo ha servido para estudiar el comportamiento de sistemas excitables [Ke|,
y seguir estudios mas complicados como modelos del potencial de accién que

incluyen efectos espaciales.



Las figuras en el plano fase ilustran el fenémeno:
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e) Un modelo de control de Testosterona

En esta seccién se describe un ejemplo mds de osciladores biolégicos que cor-
responde a un fenémeno completamente diferente a los anteriores tanto en su
mecanismo fisiolégico como en el planteamiento de este. Se trata de describir
las oscilaciones del nivel de la hormona testosterona en la sangre de mamiferos
masculinos. Se tiene gvidencia. experimental de que en el hombre estas oscila-

ciones tienen un perfodo de dos a tres horas.

En esta presentacién se sigue de cerca la de J.D. Murray [Mu] (Pag. 166-175) que
plantea el problema a partir de un anilisis de compartimentos, concretamente
un modelo de retroalimentacién negativa. Cabe mencionar que, éste tipo de
planteamientos es usual en problemas de sistemas bioquimicos [Se2] ya sea de
retroalimentacién positiva o negativa, que responden a preguntas como con qué
razén de cambio cierta substancia es extraida de afadida a un tejido o cudl es
la razén a la que se elimina de la circulacién sanguinea, ya sea por los rifiones o

por degradacién bioqufmica.

Para presentar el proceso del anélisis compartamental se da a continuacién el
modelo més sencillo, [Ad], que consta de dos compartimentos que corresponden

a:

(A) el sistema sanguineo circulatorio sobre el cual se pueden efectuar las medidas

de concentraciones de diferentes substancias en cuestién.

(B) todo tejido relevante al modelo que influya en el proceso estudiado y, que no

necesariamente es un tnico érgano o entidad fisiolégica.

A continuacién se muestra el esquema de los dos compartimentos:



&

Donde R4p y Rpa son las razones de intercambio, con la idea de usar la in-
formacién en (A) para saber la magnitud del intercambio y de las disposiciones
D4 y Dp. Ademés las razones a las que se afiade las substancias son U4 y Up
en uni'dades de masa sobre tiempo y m4.y mp la masa en los compartimentos

respectivos. Tomando en consideracién la Ley de Accién de masas se tiene:

dm
7'1 = Rapma+ Rpamp — Dgms +ugu
dm
d_tB = Rapm4 — Rpamp — Dpmp +up

que puede reescribirse como

0= —ksv+kpaw+ 24
W =kspv—kpw + zp
con:
ka = Rap + Da,
kg = Rps + Dp,
kap = RapVa/VB,
kpa = RpaVp/Va,
Za=M,/V,
Zg = Mp[Vp

35
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donde V4 y Vp corresponden al volumen de cada compartimiento.

Este es un modelo lineal, con condiciones iniciales

ma(0)=m¢ y mp(0)=0, ug=up=0

es decir toda la substancia se agrega a la sangre el tiempo t = 0, cuya solucién

()

ese deja al lector como ejercicio los detalles.

es de la forma

Ejemplos como éste y referencias adicionales se encuentran en {Le] dando las

bases para el anélisis de compartimentos 'y en [Ad] para problemas no lineales.

En el problema de control de Testosterona se tienen tres compartimentos a saber:
uno correspondiente al hipotdlamo, otro a la glindula pituitaria y un tercero a
les gonadas. El hipotdlamo segrega una hormona, la hormona liberadora de
la hormona luteinizante, H L H L, cuya concentracién se denomina R(t), ésta
controla la liberacién de la hormona luteinizante, H L, de concentracién L(t) en
la gléndula pituitaria y ésta a su vez controla la produccién de testosterona por

los grados, su concentracién es T'(t). El esquema de compartimentos se ve asi:

Hipotélamo
o
Pt
R(t) 9
)
=3
R . @
Pituitaria B
—
®
o
L(t) 8
)
T(t) =

Gbénadas




Como un primer intento de modelos este fenémeno se propone el modelo regu-

lador con retroalimentacién negativa:

dR
dL
G = af okl
daT
7{ = a2L - kaT

donde a1, a3, k1, k3 y k3 son pardmetros positivos y f(T') es la funcién de retroal-
imentacién o inhibicién que para éste caso es una funcién positiva, mondtona

decreciente que se toma de la forma:

A
0= g57=

Este sistema se debe a Godwin, [Mu] pag. 143, que con algunas modificaciones
sirve para modelar cadenas de reacciones en secuencia, sin embargo para que
existan oscilaciones de ciclo limite se requiere que m > 8 en el caso de tres

compartimentos, una prueba rigurosa se encuentra en [T y].

Para el-ejemplo de control de testosterona lo que propone J. Murray es consid-
erar el sistema anterior con m = 1 y agregar un retardo en la produccién de
testosterona, haciendo notas que también a la p~-iuccién de HL HLy H L
se debera incluir un retardo, sin embargo solo se considera por sencillez en la

ecuacién para T'(t), de esta manera el sistema queda como:

R(t) = J(T) - k1 E(t)
L(t) = a1R(t) — k2 L(t)
T(t) =agL{t — 1) — k3T (t)
donde el retardo r éorresponde al tiempo que tarda la circulacién sanguinea del
organismo en llevar la hormona H L hasta las gonadas. Para hacer el estudio de
estabilidad y establecer la existencia de soluciones periédicas de ciclo limite, se
| considera el estado estacionario:
fT) =R, Ro=2T0 | g, - BsTo

ay a2
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por lo que

Ry = kaksTo/aras,
f(To) = klkgkaTO/alaz.

El sistema se linealiza, quedando

d

a—f— = f!(T0z — kyz

d

7’:— =a1r — kgy

dz

T agy(t — 1) — kaz

donde se tomé z = R — Ry,y = L — Lo,z =T — T
y se quieren determinar las condiciones en los pardmetros para que el estado

estacionario sea linealmente inestable y de origen a oscilaciones.

Se buscan soluciones en la forma U = Ae*t que sustituyendo en el sistema linel-

izado se obtiene para A la siguiente ecuacién cibica:

Btad+bA+c+de ™ =0
donde

a=ky+ky+ki, b=k K+ kaks+ kaky,
c= klkgka s d= —alagfl(To) >0,
(recordemos que f'(Tp) < 0).

En el libro de Murray se presenta el anilisis detallado para encontrar el valor
critico del retardo 7¢, a partir de un problema de mapeo en el plano complejo,
aquf simplemente se mencionan algunas generalidades sin hacer los detalles bara

encontrar las condiciones que permitan tener Re A > 0.

Se observa primero que cuando no hay retardo, r = 0, se tiene que el estado esta-
cionario (Rg, Lo, Tp) es estable, lo que va a desestabilizar el estado estacionario es
precisamente ese retraso, dando origen a las oscilaciones periédicas como se habfa

sugerido anteriormente. Para €l caso en que el retardo es pequefio 0 < r << 1
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no se encuentran soluciones con Re A > 0, en cambio si 7 >> 1 lo que obtienen
es que con 0 < 7¢ < 7 existe una solucién ), tal que Re A > 0 siempre y cuando

d>c.

Como una aplicacién de este modelo, est4 la del desarrollo de una vacuna que
inhibe la produccién de HL en la pituitaria, correspondiendo a a; = 0 en el
modelo descrito, con lo que la ecuacién para L(t) se desacopla de las otras yL(t)

tiende a cero para tiempos grandes, ya que:

dL
| @ = Rl
ademds de la ecuacién para T'(t)
aT
@ = kT

también T'(¢) tiende a cero implicando una castracién temporal que puede reem-

_plazar procesos de cirugfa en animales de granja por ejemplo.



Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Parciales

a) Generalidades y diferentes ejemplos cldsicos

La idea de poder explicar fenémenos tan complicados como lo son los fenémenos
Biolégicos, Fisiolégicos o Qufmicos, no es de dar un modelo terriblemente dificil
sino el de apreciar, considérar o saber juzgar cuales son las simplificaciones a.de-
cuadas que deben hacerse para que el modelo sea tratable desde el punto de
vista matemético tomando en cuenta pocos factores pero los més relevantes y se

puedan asf dar resultados cuantitativos o descripciones cualitativas sencillas.

Un ejemplo clésico muy representativo de estas ideas es sin duda alguna el modelo
de Hodgkin y Huxley para la propagacién de potencial de accién a lo largo del
axon del calamar gigante. En la primera parte de este escrito se estudié el caso
con voltaje fijo (pinza de voltaje), realmente cuando no se esté en esa situacién
experimental, se tienen cambios espaciales del voltaje como lo describen [HH] y
existe un pulso que se propaga desde el cuerpo de la célula por todo el ax6n hasta

las sinapsis.

Ademis de los trabajos originales se recomienda ver los libros de Introduccién a
Nerobiologfa Teérica, [Tu 1,2]. Es importante hacer notar que el sistema com-
pleto de ecuaciones de Hodgkin y Huxley es dela forma de un sistema de reaccién

y difusién, a continuacién se reescriben las ecuaciones incluyendo el término V. :

Ve = KVso = o-lona(V — Viva) + 9 (V = Vi) + 05V ~ V)],

ne = an(l—n) — fnn,

my = ap(l—m) — fpm,

he = an(1 — k) — Brh.
Los sub{ndices ¢, z, indican derivadas parciales con respecto a dicha variable, la
constante K estd dé,da en términos de la capacitancia de la membrana C,,, la

resistencia intracelular R y el radio del ax6n a, K = a/2RCp,.

El mecanismo descrito por A.M. Turin en 1952 ([Mu] pag: 375)(en [Ri2] se



encuentra una transcripcién de su artfculo) en el que propone y explica como
ciertas concentraciones de sustancias quimicas o morfogenes se difunden ¥ reac-
cionan para producir patrones espaciales heterogéneos en el estado estacionario,
es otro de los trabajos clésicos en Biologfa Teérica. Lo que propone es un sistema
de reaccién y difusién, por ejemplo si son dos morfogenes, con u(r,t),v(r;t) las

concentraciones de estos, se tiene:

u(r,t) = D1Av + F(u,v)
ve(r,t) = DaAv + G(u,v), .

las funciones F(u,v), G(u,v) describen la cinética del fenémeno y son no lineales.

En el libro de Murray [Mu] se encuentran numerosos ejemplos que van desde.la
explicacién de los dibyjos en las alas de las mariposas, hasta la formaéién de
rayas en las cebras y manchas en los leopardos por mencionar algunos. Se hace
notar que dentro de las contribuciones de A.M. Turin fué la de darse cuenta que
el proceso difusivo que normalmente estabiliza puede también desestabilizar, con

Dy # D3, dando lugar a los patrones espaciales mencionados.

El modelo que para describir los patrones en los caracoles (esos dibujos bonitos,
de tridngulos o lfneas oscuras y claras) fue propu. 2 por G.B. Ermentrout, se
inicia con un modelo de la actividad neuronal g.: finalmente haciendo varias

aproximaciones se llega nuevamente a un sistema de reaccién y difusién.

Los modelos anteriores involucran sistemas de reaccién y difusién, J.D. Murray y
G.F. Oster propusieron que la formacién de patrones y la morfogénesis se podia
explicar con un enfoque quimicomecénico. Se basan en hechos experimentales
con cierto tipo de células que migran sobre un sustratéo formado por la matriz
extracelular, MEC. El mecanismo que modelan es el de la interaccién entre las
células motilesy el substrato viscoeldstico sobre el que se mueven, obtienen un
sistema de tres ecuaciones diferenciales parciales, una para describir la densidad
de poblacién de las células, otra que da el balance de fuerzas entre las células y
la MEC, una tercera que es la ley de conservacién para MEC. Las ecuaciones en

su forma adimensional y con algunas simplificaciones son: -
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ciones se tratarin detalles de su obtencién o del tipo de solucién que puedan

presentar algunos de ellos.

b) Ecuaciones de Reaccién y Difusién

El proceso de difusion. Cuando se trata de entender el comportamiento macros-
cépico del moviiento de particulas que pueden ser desde moléculas hasta bacte-
rias, el movimiento de cada uno de los individuos va a contribuir a un movimiento
del “grupo” y a ese resultado regular se le denomina difusién. Si u(z,t) es la
funcién de concentracién de las particulas o individuos en cuestién, se trata de
saber como cambia esta funcién de acuerdo a leyes preestablecidas a partir dg

las cuales se establece un modelo continuo.

Ley de Balance, o ecuacién de conservacién, describe los cambios en la dis-
tribucién espacial de la funcién u(z,t), que es una funcién continua que varfa
suavemente en z. Si u es el nimero de particulas por unidad de volumen en
una pequefia regién centrada en z, es 1itil pensar en una cajita e, cuyos' la.doéj_ en

T =129y = zp+ hson de drea unitaria:

|

f

)

I

I
A —
Ve
v e

/

X0 xo+h




Se tendré que:

La razdén de cambic

de particulas en ¢

es igual a

mas

la razdén neta a 1la
cual las particulas
fluyen através de

las fronteras de e

la razbén neta de
creacibén de parti-

culas )

-

esta dltima parte de creacién corresponde a nacimientos y muertos en caso de

bacterias por ejemplo y arecombinaciones o rompimientos de moléculas en el

caso de sustancias quimicas. A éste término se le denomina Q(z,t) ([Se 1] pag.

440-450). Ademds, se define la densidad de flujo o corriente, J(z,t) como la

razén neta a la que las particulas atraviesan una unidad de 4rea en el plano

perpendicular al plano (z — y), las particulas que atraviesan en la direccién en

que z decrece por unidad de tiempo, ejemplo cinco hacia la derecha menos dos

hacia la izquierda, efecto neto de tres

<

e
._..9__

—_— s

_..__.%_
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ne + (nug)z; =0
Hizat + Yzz + [T(p + Vpaz)]: = Spu
pe+ (py)z; =0
donde
n(z,t) representa la densidad de células
u(z,t) la densidad de MEC,
4,7y S son constantes positivas. ([Mu] pag. 545).

Otro tipo de aplicaciones se tiene para la hemodindmica que toma las ecua-
ciones de la dindmica de fluidos. Contribuciones importantes fueron hechas por
el médico francés Poiseuille en 1840, que estudié el comportamiento de la sangre
en vasos capilares, sus resultados actualmente no representan el entendimiento
del sistema cardiovascular sin embargo su contribucién a la dindmica de fluidos

fué valiosa e inclusive se conocen como el flujo de Poiseuille.

En la seccién c¢), se obtendrs la ecuacién de onda uy = c2u,, cuys solucién
describe un pulso que viaja por un tubo eléstico en el que fluye supuestamente la
sangre. El entendimiento del sistema arterial en circunstancias normales permite
determinar anomalfas cuando estas se presentan como por ejemplo estenosis,
[Ma), [Fu].

También proveniente de la mecénica de fluidos estd la ecuacién de Burges que
en el contexto de fenémenos quimicos se obtiene como la ecuacién que satisface
la fase. Esto es en un sistema de reaccién y difusién cuando el término cinético

esta descrito por un oscilador de ciclo limite. La ecuacién de Burges es

U+ kuy =ty

que tiene la propiedad de que si se hace un cambio de variables se resuelve
en forma exacta ya que se transforma en una ecuacién de difusién lineal, si

== %lnw, con ¥, = u(z,t) , seobtiene wy = w;..

Estos fueron modelos que ilustran la idea de la aplicabilidad de las ecuaciones

diferenciales parciales en diferentes contextos biolégicos. En las siguientes sec-
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De esta manera se puede escribir la ecuacién de conservacién como:

a zo+th Zo +th

— uztdm=/
at Zg (’) . z

donde o y h son constantes y se ha considerado el paso de particulas dnicamente

Q(z,t)dz + J(zo,t) — J(z0 + hyt)

0

por los lados de 4rea unitaria indicados anteriormente. Usando el Teorema del

valor medio para integrales queda,

0 |
Eu(fbt)h = Q(&2,t)h+ J(20,t) — J (20 + h,1)
como £; y &2 tales que zo < £1,83 < zo + h. 7

Esta ecuacién es valida para cualquier b > 0, asf es que si se divide todo entre
y se toma el lfmite cuando kh — 0, los puntos £, y §; se forzan a estar cada vez
més cercanos a Zo, ademss se supuso que u(z,t) es una funcién continua, queda

que:

_ 8.’(20, t)
or

___6u(;:,t) = Q(zo,t)

esto fué planteado para g arbitraria, es decir vale para cualquier z, por lo que

finalmente queda:

du(z,t)
at

8J(z,?)

= Qa0 - =2

que es la Ley de Balance en una dimensién.

El siguiente paso es el de encontrar la relacién entre el flujo y la concentracién.
Esta es dada por la Ley de Fick, que establece que el flujo es proporcional
localmente al gradiente de la concentracién. Una forma aproximada de obtenerla

es considerando el desarrollo en serie de Taylor de la concentracién:

dulz,t) , W O*u(t.1)
oz 21 Oz?
" 0<z<é<zth

u(z + h,t) = u(z,t) + h

de donde la raz6n de cambio de las concentraciones es:
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du(z,t)  hdu(¢,t)
oz 2 9z?

[u(z + h,t) — u(z,t)}/h =

como el flujo es proporcional a esta razén de cambio se tiene,
F?] t
J(z,t) = —D——u—(x’—) + O(h), donde
oz
D es la constante de proporcionalidad y los términos O(h) para h suficientemente

pequefia se desprecian. En general D = D(u) es una cantidad positiva diferente

para cada concentracién, que para variaciones pequeiias se considera constante.

Con estas suposiciones se obtiene directamente la ecuacién de difusién, que de

sustituir esta aproximacién para J(z,t) en la ecuacién de Balance se obtiene:

u_2 [D(u)%] +Q(z,1),

si-D es constante y Q(z,t) = 0, queda

ou 3y

ot T ox?
Es 1ltil escribirla en una notacién simplificada, indicando las derivadas parciales

con un subindice asf:
Uy = Duu.
Si se considera el caso de tres dimensiones, se tienen tres componentes para el
flujo:
J1 = —Du,,, Jg = —Duy, J3 = —-Du.,,

en general la constante de proporcionalidad D serfa diferente para cada una de
las direcciones sin embargo si el medio es homogéneo esta es la misma para cada

una de ellas por lo que se tiene, de la ecuacién de Balance:

e = Dtz + tyy + Uza).



El mecanismo de reaccion. El término Q(z,t), en general depende de la funcién
" de concentracién de particulas, Q = Q(=z,t,u(z,t)), si se considera a ¢(z,t, At)
la densidad de particulas o individuos creados en el intervalo de tiempo ¢,¢ + At,

la funcién Q esté definida por: -

. 1
Q(z,t,u(z,t)) = Al}rfo Eq(z,t,At)

y se denomina la razén de produccién originada por una reaccién o una funcién
fuente. Es usual que se modele un mecanismo de reaccién en el caso apropiado
([Fi] pdgs. 24-28).

Dicho mecanismo se representa simbélicamente por flechas que indican eventos
que conducen a la creacién o desaparicién de los “individuos”, la idea fué tomada
de las reacciones quimicas propiamente dichas aunque es usual en otros contextos,
como en ecologfa representando nacimientos y muertes o en morfogénesis donde
se modela la cinética asociada con el mecanismo de reaccién o la degradacién de

un morfégeno.

Las reacciones que se representan por dos flechas en diferente sentido indican
que son revérsibles, asi el esquema A; + Az Z—= Aj indica que A; se combina
con Ay, para dar origen a Aj, a su vez Az se descompone (o disocia) en las
dos primeras. Aqui los simbolos A;, Ay, etc, representan especies en general o
individuous, o moléculas, y si las recombinaciones, interacciones o transforma-
ciones son tinicamente entre especies del sistema a este se le denomina sistema

cerrado.

Asi pues, un proceso de evolucién queda descrito en general por:

ue = (D(z,t)uz)z + Q(z,t,u)

denominada la ecuacién de reaccién y difusién, con D(z,t) la difusividad o co-

eficiente de difusién. En el caso en que se tengan varias sustancias o especies

interaccionando se tiene el vector u, la matriz de difusién D, y la expresién

anterior queda: . . .
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v, =V . (DVu) + Q.

Difusividad de bacterias. Un ejemplo sencillo que ilustra la aplicacién de la
ecuacién de difusién estd dado por la motilidad de unas bacterias [Se 1]. Se con-
sidera que en un recipiente se tiene una determinada concentracién de bacterias
de las cuales se quiere saber que tanto se movilizan. Para ello se introduce un
tubo capilar muy largo y en el cual se contardn las bacterias al cabo de cierto
tiempo T. Aunque la poblacién de bacterias a la entrada del tubo varia radial-
mente para los propésitos de este ejemplo se considera constante y la difusién

gerd tinicamente en la direccién z a lo largo del tubo.

La concentracién de bacterias es u(z,t) regida por la ecuacién -

uy = Dug, en 0<z<oo , t>0

la. condicién de frontera es que a la entrada del tubo

u(0,t)=u , t>0

Al iniciarse el experimento en tubo no contiene bacteria alguna, entonces

u(z,0)=0 , z>0.
La solucién para este problema en una regién seminfinita estd dada por,

w

w(,£) = 2uo[l — (2_”1)1_,5 / " eop(-s* /s

donde

w=z/(2D)}? | t>0

Se recomienda al lector que obtenga este resultado [Hb} o bien que lo compruebe

usando la regla de la cadena y el teorema fundamental del célculo.
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Para calcular el nimero de individuos N que estdn en el tubo al transcurrir un

tiempo T

N= A/ u(z,t)dz
0

"donde A es la seccién transversal del tubo capilar, si se tiene que

Z(w) =2[1— 1_2717‘7" [¥_ exp(—8?/2)ds], Ia integral se calcula por partes:

/; Z(w)dw = wZ(w)|g° + ﬁl/_’/; w ezp(—w?/2)dw

el primer término no contribuye ya que w2 (w) es cerocuandow =0y wlim wZ(w)
. —00
= esto se puede deducir a partir de que el decaimiento de Z(w) a cero es mas

répido que el crecimiento mismo de w. Por otra parte, se tiene

d 2w
i et = gy

quedando la integral de Z (w):

/ Z(w Ydw = [ 2 )1/,“?( 2/2)] = (2,2)1/2’

finalmente, al tiempo T,

N = 2uoA(DT/x)/?

de donde ya se puede calcular D,

D = nN?/26} AT,

por supuesto para un mismo organismo debe obtenerse la misma D sin importar
como se escogén ug,A y T. Para qﬁe gse tenga idea de las dimensiones en el
ejemple estudiado por Segel ([Sel] pag. 139) se indica lo siguiente:

“la concentracién de bacterias en el recipiente fué deug=17 X 107 bacterias/ml.

el tubo capilar tenfa una longitud de 32 mm. y ca.pacldad de 1pl.
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Tiempo T Nimero de bacterias N
(en minutos)

2 1800

5 3700

10 4800

12.5 5500

15 6700

20 8000

Para tiempo fijo T = 10 min., variando la concentacién inicial:

Uo
(x 107) bacterias/ml Nimero de bacterias N
2.5 1350
4.6 2300
5.0 3400
12.0 6200

Con estos datos experimentales Segel obtuvo que para una poblacién de determi-
nada bacteria, su motilidad (que corresponde al coefiente de difusién) estd dada
por D = 0.25 cm?/h.

Otro valor que se obtiene para este ejemplo de difusién en un tubo semi in-
finito con condicién de frontera fijo en un extremo, es que se puede determinar
aproximadamente para un tiempo T, el orden de magnitud de la distancia a la
que llegaron las bacterias (o particulas en otro caso), L ~ (DT)/2, se deja al-
lector hacer algunas estimaciones. (Un tipo de bacterias que consideraron fue
Escherichia Coli).

Estado estacionario. Es interesante saber en este tipo de problemas lo que pasa
para “tiempos largos”, de la experiencia se sabe que bajo las mismas condiciones
del fenémeno en cuestién la funcién u(z,t) no variaré en el tiempo. Esto se indica

as{
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Jim u(z,t) = v(z)

i t—oo
ademés . : . _ L (EE)
. Ou(zt)
tl—longo at =0

" donde v(z) es la distribucién de u en el estado estacionario, (que puede ser la
distribucién de bacterias en el caso del problema anterior) y debe satisfacer las
condiciones de frontera del problema original, a continuacién se ilustra con un

ejemplo clésicq:
(E) us=Duzz en O<z<L, t>0
(CF) u(0,t)=uo t>0
u(L,t) = u;
(€n) u(z,0) = f(2)
la func'ién v(z) debe satisfacer (E).y (CF):

d?v

'&—2—0 ~en O0<z<l[L
U(O)=‘ILO
v(L);ul

integrando dos veces v(z) = Az + B, las constantes A y B se determinan de
forma, tal que se satisface (CF), v(0) = B = uo, v(L) = AL + uo = uy, por lo
que se obtiene que el estado estacionario estd dado por '
1 :
v(z) = f(ul — up)z + uo.
Otro aspecto interesante es el de calcular la funcién transitoria definida por: -

w(z,t) = u(z,t) — v(z) |

“donde
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‘l_lglo w(z,t) =0.

esta funcién satisface las condiciones de frontera homogéneas w(0,t) = 0, w(L, )
=0,¢ > 0 mas la condicién inicial w(z,0) = f(z) — (Y17%) z—uoen0 <z < L.

En numerosos ejemplos se calcula la solucién estacionaria, la solucién transiente

y asf se obtiene la solucién al problema para u(z,t)

u(z,t) = w(z,t) + v(z),

se recomienda ver el libro de Ecuaciones Diferenciales Parciales de Haberman a

quien se interese en ejemplos de este estilo.

Otro ejemplo en el que se desea encontrar el estado estacionario, cuando el prob-
lema ya no es tan sencillo, como es el caso de dispersién de una poblacién cuando
se tiene dependencia de la densidad ([Ed] pag. 443, 449). Se tienen dos pobla-
ciones con densidades distintas el movimiento de los individuos depende de la
poblacién total y estd descrito por un modelo propuesto por Bertsch en 1985, es

el sistema.:

ue = Dyfu(e + v)z)
vy = Dav(u + v)z)2

el estado estacionario se determina de

[u(u+v)le =0
[v(u+v)a]: =0

estas ecuaciones se pueden integrar

u{u +v), =0
v(u+v),=Cs
si las constantes son cero se tienen tres posibilidades o « = 0 y v es constante, o

v =0y u es constante o bien si ni u ni v son cero, u = K — v donde la constante
K >0.
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para el caso en que C; # C3 # 0, u y v nunca pueden ser cero:

wron=c (=0 ()

de donde se obtiene que los valores estacionarios para v y v son

U= (01/02)0

_ C, 1/2
-t ()

¢) Ondas Bilolégicas

En el estudio de procesos Fisicos, Quimicos y Biolégicos, son inumerables las
situaciones en las que lo que se quiere describir o explicar es algo que se propaga,

a ese resultado del fenémeno es a lo que se le atribuye el nombre de onda. La

intencién de esta seccién no es la de dar una clasificacién general de Ondas .

Biolégicas sino la de dar ejemplos donde se presentan. Podré ser, ya que hay
tantos que como en el caso de los osciladores falte aquf el ejemplo predilecto del
lector o del que se esperaba tener mas informacidn, en el libro de J. Murray [Mu]
al cual se han apegado estas notas se describen muchas mas y por supuesto en

las referencias ahi{ mencionadas; también en el libro de L. Segel [Se2| hay un

capftulo dedicado a “patrén coherente que se mueve en el espacio”, describiendo -

as{ en buena parte lo que se quiere entender por Onda Biolégica. Un ejemplo

desarrollado con todo detalle sobre ondas yiajei‘as se encuentra en [Mn] pag.

45,
Al buscar soluciones de tipo de onda ‘viajera se propone una solucién de la
forma

u(z,t) =U(2) , Z=z—ct

U(Z).debe ser acotada, i.e. |[U(Z)| < M para todo valor de Z, —00 < Z < o0,
¢ es la velocidad de propagacién de la onda, esta solucién se sustituye en la

ecuacién de reaccién y difusién o en el sistema de reaccién y difusién en su caso,
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= DAu+ Q(u)

D es la matriz de coeficientes de difusién no negativos, constantes y se pide que

Q(u) no tenga dependencia explicita en (z,t).

Estas ondas vigjeras serdn soluciones estacionarias si la velocidad ¢ =0, v es

independiente de tiempo.

Se tendrin trenes de onda si U(Z) es periédica, se le llama frente de onda
si U(Z) es monétona y acotada, finalmente se dice que se tiene un pulso si

U(—o0) = U(00) y ademds U(Z) no es constante.

También se pueden tener soluciones periédicas en ¢, como son patrones concén-
tricos u(z,t) = U(|v|,t) o bien, ondas espirales para las cuales z = r(cos 4, sen.

0), u(z,t) = U(r,0 — ct) y U periédica en el segundo argumento,

Ondas de Depresién Cortical. Es interesante estudiar las ondas segin el medio.

donde se presentan, como ejemplo, estin las ondas no lmeales en la cortez&«v,__

cerebral; fueron descubiertas por Leao en 1944 en estudios exp&txmentales sobre

epilepsia, descritas en 1974 por Shibata y Bures en ratas, el modeLQ m&temétxco
fué propuesto por R.L. Miura [Mr], donde hace notar que fué con_una,,qom\uni:}:

caci6n privada de Hodgkin a Grafstein que se inici6 el planteamiento del modele,, . .

ver [Mr] y las referencias que ah{ se dan.

Estas ondas se les llama de depresién simplemente porque en el electrocefalo-
grama aparecen como una marcada disminucién de la actividad eléctrica del
cerebro, se sabe que se propaga lentamente, variando desde .5 mm/min en ciertos
peces hjasta 15 mm/min en cerebelo de rata. La manera de generarlas es aplicar
un estfmulo que puede ser quimico (cloruro de potasio por ejemplo), mecénico
cuando una herida en la corteza, eléctrico etc., la propagacién de la onda es inde-
pendiente del tipo de estimulo, y se registra como circulos concéntricos alrededor
de éste. (En los experimentos tienen colocados electrodos para determinar la

actividad).



-El modelo propuesto es:

8K° 8K

ot D"'W +PKQC(V)(V — Vo)V = Vk) + Pk,
.a;f‘ - = — ko (V)(V = Vo)(V - Vi) + Pxl,
68_6:) = Dca_—;f—,o +pago(V)(V - Ve) + Po,

aa_(ii =71 = = lpoge(V)(V Vo) + Pol,

-son dos ecuaciones de reacciél;x y difusién acopladas con doé ecuacionesi diferen-
ciales ordinarias no lineales [Mr] pag. 394, K°, K*, C°, C* son las concentraciones
de potasio y de calcio fuera y dentro de las células, gc(V) es la conductancia del
calcio dado en términos del potencial de la membrana, px y pc son costantes.

Los resultados numéricos muestran pulsos de concentraciones que se propagan:

K° A co 1\

A\’

Las sfinulaciones nurnéricas en dos dimensiones muestran efectivamente una pro-
" pagacién radial, concéntrica altrededor del estimulo, tienen ademds la simulacién
de una onda espiral, que se produce cuando se tiene una pequena lesién, se
provoca el estimulo, la onda de depresién pasa y “rodea” la lesién, enseguida se

perturba nuevamente en una regién donde acaba de pasar la primera onda, esta
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segunda perturbacién crea una onda que se propaga en direccién opuesta a la
primera y que rota alrededor de la lesién (se conocen de resultados experimentales
que indican que la onda espiral asf generada logra dar hasta 55 revoluciones antes
de desintegrarse). En este problema existen nimerosas preguntas abiertas por

investigar, entre ellas la estabilidad de cualquiera de las soluciones.

Ondas en medios ezcitables. El ejemplo anterior, asf como el modelo de Hodgkin
y Huxley, el de FitzHugh-nagumo, los estudios de J. Keerner en ondas cardia-
cas anémalas [Ke|, todos ellos reflejan el comportamiento de la propagacién de
la onda en un medio excitable de ahi que ahora se engloba su estudio en este
contexto. Un estudio amplio y muy completo se da en el libro de V.A. Vasiliev y
colaboradores [VR|, ellos abarcan todos los ejemplos bajo el nombre de procesos
de auto onda (autowave processes), procesos de onda auto sostenida, (jonda
propia?), es decir son ondas viajeras en un medio activo no lineal, que sostienen
sus caracterfsticas a un nivel constante a expensas de la energia del medio en que
se propagan. Una vez mas se puede decir que estos fenémenos son los descritos
por sistemas de reaccién y difusién, que van desde la ecuacién de Fisher bien
estudiada (se dan algunos detalles en la siguiente seccién) hasta la reaccién de
Belousov y Zhabotisiski (en la dltima seccién), motivo de numerosos estudios en
las Gltimas décadas, y en los diferentes modelos de estructuras embrionales, mor-
fogénesis, movimientos peristdlticos de paredes en intestino, en vasos sanguineos,

retina del ojo, etc. por mencionar algunos.

A continuacién se describe brevemente la presentacién sencilla que tiene J. Mur-
ray en su libro ([Mu] pag. 328-335), que es el sistema de FitzHugh-Nagumo, para

la que se encuentra la onda vigjera o pulso:

ty = Du,, + f(u)
vy =bu —yv

f(u) =u(e—u)(u-1)

se buscan soluciones de la forma



u(z,t) = U(2)
v(z,t) =V (2)

las condiciones para el pulso son

U(z)-o
v'(z) -0 cuando  |Z| — o0

y esta es la forma usual del pulso, la ecuacién se estudia en el plano fase. Si
se quiere profundizar en este tema el lector puede acudir a los trabajos de G.
Flores donde hace un estudio riguroso de este sistema, sus soluciones y donde se

encuentran mas referencias al problema [F1].

Otro enfoque serfa el de considerar alguncs pardmetros pequefios pare tener idea

del comportameinto analitico, se hace

b=e¢b , =6 , O0<exl

con lo que el sistema se transforma a
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up = Dugz + f(u) —v

ve = e(bu — Av)
En el limite ¢ — 0,v es constante y se considera cero, de esta manera, con
f(u) = u(a — u)(u — 1) en el plano fase esta ecuacién cibica determina tres
estados estacionarios ¥y =0 , u=a , u =1, si no se considera la difusi(m.se
tienen u = 0,u = 1 linealmente esta!blesl y © = a inestable, teniendo una onda

viajera que une el puntou =0conu=1,yla velocidad es

€= (%D) v (1 - 2a)

esto fué en el limite ¢ — 0, pero ;Qué pasa si v = 0(¢)?

Estas fueron tdnicamente unas indicaciones iniciales para estudiar el problema,
hay numerosa literatura donde se encuentran las diferentes posibilidades y enfo-

ques, ver también [Ke].

Pulso de Presion. Este es un ejemplo de naturaleza completamente diferente a lo
arriba mencionado, aquf se obtendrd una ecuacién de onda propiamente dicha,
cuya solucién serd un pulso de presién que viaja. El flujo de sangre en la aorta es
pulsatil ya que el corazén la bombea en forma de oscilacién de relajacién como
fué descrito en la primera parte de estas notas. Al final de la didstole el fluido
se puede considerar en reposo y se inicia el ciclo, durante la sistole la sangre es

bombeada. “Es el pulso que se siente en la muneca”.

El modelo de arteria que se considera es el de un tubo eldstico cilindrico, por el
que fluye la sangre cuyo movimiento es descrito por las ecuaciones de continuidad
y las ecuaciones de momento para fluido inviscido e incompresible [LS]. Las ve-
locidades axial y radial se denotan por el u y v respectivamente, p la densidad y

se define el flujo de velocidad axial promedio %(z,t) [Ma].

La ecuacién de continuidad es:

1
U, = —;(rv),,

(@ oS e ot v
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y la ¥ promedio:

1 a
i(z,t) = ;r?/;, u(z,r,t)2nrdr
para radio de la arteria se usa el valor a que es el que alcanza en la disstole.
Las condiciones de frontera usuales son para flujo con simetrfa axial:
v(z,0,t) =0

v(z,a,t) = w

donde w es la velocidad de la pared del tubo, sustituyendo estas expresiones en

la ecuacién de continuidad se obtiene:

w(z,t) = —%aﬁ(z, t)z

‘Las ecuaciones para los momentos axial y radial son

PG =-p; , pr=0

habiendo despreciado los términos pequefios en las expresiones completas al con-
siderar que tanto la velocidad radial como la aceleracién convectiva contribuyen
muy poco al movimiento al ser de un orden de magnitud menos que los otros

términos.

Ademds hay que tomar en consideracién que el tubo es eldstico, su modulo
eldstico es u, el grueso de la arteria es de h, y su desplagamiento es n(z,t),

de la condicién para equilibrio dindmico

padfdz = (chdz)dl

donde 0 = p(n/a) es la ecuacién de estado para las arterias (Ley de Hooke) (|LS]
pag. 364), con u el modulo de Young,

n = a®p(z,t)/uh
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como la velocidad del fluido w en la pared debe ser igual a 1) la velocidad de la .
pared, nuevamente no tomando en consideracién desplazamientos en la direccién

axial, se tiene: -

w(z,t) = n(z, t)}“\
que finalmente junto con la ecuacién de continuidad, la ecuacién de conservacién
de momento lineal, el desplazamiento de la pared se obtiene
2—

U = C'Uzy

Pu = czpzz

que es la ecuacién de onda, con velocidad de propagacién de la onda:

¢ = (uh/2ap)*/?

las soluciones se escriben con la férmula de d’Aiambért,

T =g(z+ect) + f(z—ct)

si se desprecia la onda reflejada (como una aproximacién)

Z=f(z—ct)
y de pu%; = —p, seobtiene
p=pcf(z—ct)

la presién p arterial y la velocidad promedio % del fluido son proporcionales
y tienen forma.pa.recida.. El anélisis de la forma de la onda de presién o pulso
puede ayudar a determinar anomalfas, comparando con pardmetros de la onda en
diferentes circunstancias. Es sabido que el “sentir” el pulso se reconoce o se tienen
indicaciones sintomatolégicas, ver [Fu pag. 193, [Ma] pag. 153, donde se dan més
referencias, un ejemplo sencillo para detectar estenosis (placas intravasculares que

angostan la arteria) asi como el planteamiento de problemas interesantes.



d) La Ecuacién de Fisher

La idea de propagacién de ondas en fenémenos descritos por ecuaciones de
_reaccién y difusién, data de principios de siglo (1908) cuando R.L. Luther de-
scubri6 la existencia de ondas quimicas que se propagan con cierta velocidad
dependiente de los pardmetros de la reaccién estudiada, ([Mu] pag. 277). Poste-
riormente (1937), R.A. Fisher estudié la distribucién espacial de un “gene venta-
joso” a través del modelo de ecuacién de difusién no lineal que lleva su nombre,

a continuacién se darén los detalles; se quiere enfatizar que en esa misma época
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también la estudiaron Kolmogoroff, Petrovsky y Piscounoff, probando la exis-

tencia de un contfnuo de ondas, todas con diferentes velocidades y en forma de
“frentes viajeras” ([Ho] pag. 179); se recomienda al lector interesado ver el libro

de P. Fife y las referencias que ah{ se encuentran [Fi.
Para plantear la ecuacién apropiada, se conéidera. una distribucién de poblacién
de genes (Z, f) con una densidad de flujo

J = —Diig;,

y una razén de densidad de reproduccién logfstica

Q = aii(f — i),
que en la ecuacién de la ley de balance o de conservacién vista en la seccién

anterior se tiene

iy = Diigs + aii(f — ).

Es conveniente escribirla en términos de variables adimensionales, reescalando:

ii(%,1) = pu(z,t), % = Lz,i = Tz,

se escoge
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quedando asi la ecuacién de Fisher:

u¢=un+u(1—u) (F)
Lo que se quiere saber es si tiene solucién de onda viajera correspondiente a
una distribucién de poblacién de forma fija que se propaga en un “Universo
unidimensional”, se propone buscar una solucién de la forma
u(z,t) = U(Z), Z=z—ct
se sustituye en (F) obteniéndose que U(Z) satisface la ecuacién diferencial ordi-
naria
U'+cU'+U(1-U)=0
Se quieren determinar los valores posibles de ¢ tales que se tenga una solucién
no negativa de U puesto que se trata de una densidad de poblacién,
Jmu@)=o , Jm U(z)=1
Para analizar la ecuacién ordinaria en el plano fase se escribe como un sistema,
U=v
Vi=-UQ1-U)-¢cV

las isoclinas nulas con V =0,V = U(1 — U)/c, los puntos correspondientes a los

estados estacionarios son:

=) + o= ()

Se hace el anélisis de estabilidad del sistema linealizadd encontrando que (Uy,V;)
es un nodo estable si C > Cpim = 2 ¥ (Us, Va) es un punto silla, el plano fase y

la onda viajera se dibujan a continuacién:



VN U (2)

Se hace notar que si C < 2, se tendrian valores negativos de la érbita violando

el requerimiento de que U(Z) > 0.

Para mostrar que efectivamente la onda viajera U(Z ) correspondiente a la 6rbit§
en el plano fase que une el puni;o silla (U3,V3) con el ﬁodo estable (U, V1), se
sigue aquf la presentacién de [Be| (pag. 145). Se considera una regién triangular
R en el plano U —V, dos de sus catetos son las lineas horizontal V =0, la lfnea
vertical U = 1 y el tercero es la recta 1, definida por V = —mlU conm > 0..La
~ normal a ésta dltima linea estd dada pdr el vector i = ( ) cuya direccién se
determina de i - (v') =mU'+V'=mV -CV - U(l -U)>0

luego

(-m*+me—(1-U))U>0
mz—mi:+(1—U) <0
m}—me+1<0 , m=(c+ \/c’_——4)/2
como ¢? > 4, m;,mz > 0, -
andlogamente se rve que en los otros dos lados de R todas las ll’neaS de flujo entran

al trmngulo, siendo asf este una regién invariante al flujo, tambpoco hay ciclos

limites en R ya que tendrén que encerrar un punto critico y solo hay los dos
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arriba indicados, de donde se ve que una érbita que se inicia en (U3, V;) tiene

que llegar a (Uy,V;) y U(—00) = 1,V (00) = 0 estableciendo lo requerido.

Al lector interesado en profundizar en los aspectos tedricos tanto de existencia
como de estabilidad de soluciones de ecuaciones no lineales de difusién ademés
de las referencias antes mencionadas, se recomienda el trabajo de D.G. Aronson
y H.F. Weinberger [AW].

\

e) La reaccién de Belousov y Zhabotinskii.

De todas las formas de ondas que se conocen, una que llama fuertemente la
atencién es la onda espiral por su hermosura intrinseca, por su presencia pasiva,
la vemos en las flores, en los caracoles, en las conchas, hacia cualquier lado que

uno se detenga a mirar ah{ est4 una onda espiral.

Una espiral simﬁle, rotando se describe como una funcién periddica de la fase:

u(r,0,t) = F(¢),
é=wtLtmb+¢(r),

w es la frecuencia, m el nimero de brazos de la espiral, (r) es una funcién
que descrbe el tipo de espiral y el signo mas o el menos indican el sentido de
la rotacién. Si phi = 0 se ve el estado estacionario, una espiral de un brazo,
es 0 = l¢(r),0 = ar es la espiral de Arqufmedes, # = a en r es una espiral

logarftmica. Si la espiral se forma alrededor de un nucleo central,

0 =a(r—ro), 0=aln(r—ro).

Proponer soluciones con ésta forma ha sido el interés en numerosos trabajos
que describen mecanismos como en Biologfa la propagacién de un moho (Dic-
tyostelium discoideum), en Fisiolog{a las ondas espirales en el cerebro y en el
corazén [Ke| y en Quimica en reacciones como es la de Belousov - Zhabotin-

skii y variaciones de la misma [Wi].

La reaccién de Belousov y Zhabotinskii, BZ, ha sido b.mbli,amentevestudia,da, ya
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que es relativamente menos complicada u obviamente mas accesible que las otras

dos.

Esta reaccién, BZ, consiste en la oxidacién por iones de bromato en un medio
4cido de cierto material orgénico, catalizaco por iones oxidantes de un metal [F

_B]. Un ejemplo de la reaccién es

HOBr + Br~ + H = Bry + H30

o bien,

BrO; + Ce®* + HY = HBrO; + Cett,

el elemento indispensable es el bromo, el metal Ce, Mn, Fe, el sustrato orgénico
puede ser 4cido citrico, 4cido malénico, 4cido bromémalénico, o &cido mélico,
[FB], se recomiendan los libros de Winfree [Wi| para una descripcién histérica de
los descubrimientos de las reacciones quimicas asf como interesantes fotografias,
gréficas de soluciones numéricas y dibujos. (Ademas [Mu| pag. 179, 322, 340,
343).

Hay numerosos resultados tedéricos entre los més conocidos estén el de D. Cohen,
J. New y R. Rosales (1978) [CN], N. Kopell y L.N. Howard (1973) y 1981, [KH],
P. Hagan (1982) [Hg], S. Koga 1982 [Ko], J. Keeﬁ_er y J. Tyson (1986), [KT|
por mencionar algunos de los que son considerados ahora como clésicos en este

campo.

Es interesante hacer notar que bajo ciertas aproximaciones para la reaccién BZ
se tiene el modelo de Field-Noyes, FN, con un sistema de ecuaciones ordinarias
que presentan oscilaciones de relajacién como las que se estudiaron en la primera

parte de este escrito.

Si se toman en consideracién dos reactantes, el mecanismo de reaccién y difusién
que se va a considerar aquf es uno llamado sistema A — w, propuesto por N.

Kapell y L. Howard, y estudiado también en [CN], asf:
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(), -22()+ (2B &) )

donde R = u? + v?,A\(R) es una funcién decreciente que pasa por cero cuando
R = 1, de manera tal que la parte cinética sostenga oscilaciones de ciclo limite,

es decir, con D =0,Ro=u? + v3, con frecuencia w(Ro). Si se considera

w=u+tv

el sistema se puede escribir como una ecuacién compleja:

w; = DAw + (A + fw)w

de ahi que se busquen soluciones de la forma

w = Re*®

donde R es la amplitud, y ¢ la fase, que sustituyendo en la ecuacién de arriba se

obtienen las ecuaciones que R y ¢ deben satisfacer

R, = DAR + R\(R) — DR|V¢|?
¢: = DAY+ w(R) +2D(VR-V4)/R
conocida como la forma polar del sistema A — w, que tendré soluciones en coor-

denadas polares:

R = R(r)
¢ = 0t +mb + 9(r)

en este caso {1 es la frecuencia que se quiere determinar, las funciones R y 13

gatisfacen el sistema de ecuaciones ordinarias:

1 1
DR" + ;R’ - (D¢” + ;;) R+ RMR)=0

(SR) Dy"+ D (} + 2%) W' =0 - w(R)



con condiciones de frontera:

" (CF) R(0)=0,9'(0)=0 , R — R(oco)cuandor — oo

donde R(o00) y (1 se relacionan por

i

w(R(o0)) = Q
en [CN] prueban que:
t~ R(co)cos (Mt +0+cinr)
v ~ R(oo) sin (ﬂt+0+clnr);

estas ecuaciones representan una onda espieral que rota, con u y v constantes a

lo largo de las espirales logaritmicas

Qt+0+c¢lnr=cte.

Siguiendo la aproximacién que presenta S. Murray ([Mu] pag. 352), multipli-

cando la primera ec. en (SR) por rR? e integrando:

oy 1 / " ep2 _
Y (r) = DRI ), SR (s)v[ﬂ w(R(s)))ds,
para satisfacer (CF), esta integral se pﬁede aproximar,

VO ~ oy J, SRR — w(R(e))lds

S : .
= ﬁ)-[ﬂ — w(R(o0))jr cuando r— oo

de donde se ve que ¢’ estard acotada si
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es la relacién de despersién que muestra la dependencia de la frecuencia {1 de la
amplitud R(oo).

Para obtener el comportamiento de la solcuién u, v cercano a r = 0, haciendo

una aproximacién, se propone

[+ -]
R(r) ~r° E anr™ cuando r—0
=0

ap # 0, que sustituyendo en la primera ecuacién en (SR) a primer orden se

obtiene:

efce—1)+e—m?=0

de donde ¢ = +m, es decir para que R(r) no sea singular cuando r — 0 se debe

escoger

R(r) ~ aor™
pudiendo obtener:

u ~ r™ cos (0t + mé + ¥(0))
v ~ r™ gen (1t + mb + ¥(0))

siempre y cuando R(r) y ¥'(r) estén acotados cuando r — co.

Este ejemplo es por supuesto un caso especial pero ilustra muy bien la idea de las
soluciones en forma espiral. Estudios més detallados y completos para la solucién
a las ecuaciones que modelan la reaccién de Belousov Zabotinskii y problemas
relacionados los podré encontrar el lector en las referencias antes mencionadas

asf como en [SK].
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