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Prefacio

En este volumen se publican varias de las Conferencias Ge-
nerales dictadas en el VII Coloquio del Departamento de Mate-
maticas del Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados
del. P N.

Como en los Coloquios anteriores, se procurd que estas con-
ferencias cumplieran el objetivo de divulgar, de manera amena
y accesible a los no expertos, algunas ideas bésicas de las ma-
tematicas y sus aplicaciones en otras disciplinas.

Agradecemos a los conferencistas por sus interesantes po-
nencias, y especialmente a los que presentaron los escritos que
integran este volumen.

Luis G. Gorostiza
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Musica y Matematicas
Pedro Armendariz Morales
Universidad Autonénoma Metropolitana—Iztapahpa ,

He querido hablar aqui, un poco acerca de musica y muy poco acerca
de matematicas, para aclarar ciertas matematicas elementales que aparecen
en cuestiones musicales y que muchas veces son presentadas como objetos
magicos o en forma por demas oscura.

Voy a suponer que entre la audiencia se encuentran sélo personas intere-
sadas en la musica (aficionados, amantes de la muisica, o como se les quiera
llamar) y probablemente muchos miis.cos [rustrados -como es comun entre los
cientificos- o musicos venidos a menos, y por ende, estan familiarizados con
Jos condeptos elementales de la teorfa musical especialmente en su notacion
(que ahora se ensefia en la escuela secundaria).

Clizmdo de pequeiios empezamos a estudiar misica, se nos dice que entre
una nota ! y su octava -es decir entre un sonido con una frecuencia muy
particular y el sonido cuya frecuencia es el doble de la primera- hay 7 notas
naturales y otras que durante mucho tiempo fueron consideradas como aux-
iliares, en total 12 notas. Alguien con mqmetudes raras hacia los nimeros se
1)ue/de preguntar ;Por qué un total de 12 notas? ;Hay alguna razén poderosa
pafa que sean 12 y no 13 6 17 6 697 ;Por qué entre las 12 hay 7 tipos y 5
de otro? ;Por qué no 6 y 6 6 todas iguales? Alguien, una vez, de manera
simplista afirmé que 12, porque este es nimero pequeno y es divisible por.2,
3,4y 6y que la divisién en 7 y 5 es sélo cuestién de tradicién asi como el
nombre de las notas? o la notacién que es usada para representarlas. Veamos
que tanto el 7 como el 12 aparecen de una forma natural.

(Jonmlcwmos ahora un cierto sonido que l]amaremos nota y denotaremos
por la letra A el cual tiene cierta frecuencia vy que serd nuestro punto 6
nota de partida -en nuestros' calculos tomaremos como v = 440 c/seg. que es

!Acerca de los nombres de las notas const’l]tese por ejemnplo el articulo de S. Zinker,
donde hay muy poca base racional. B
Zitem 1



un estandar internacional-*. El sonido ¢que més se asemeja al de A es el que
tiene el doble de su frecuencia, 2r que denotaremos por A’ y también todos
los demas sonidos con frecuencia de la forma 2" con n un entero y a todas
estas notas las identificaremos con el mismo nombre, en realidad estamos
dividiendo toda nuestra gama de {recuencias, los nimeros reales entre cero
e infinito, en clases, donde identificamos dos de ellas, dandoles el mismo
nombre (estan en la misma clase) si su cociente es una potencia entera de 2.

Trabajaremos pués, sélo con el intervalo de frecuencias entre v y 2v y es
ahi donde construiremos nuestra escala musical y si una frecuencia traspone
estos limites, la multiplicamos é dividimos por 2 un nimero suficiente de
veces hasta encuadrarla en nuestro intervalo. A este intervalo, por tradicién
le llamaremos el intervalo de una octava.

El siguiente sonido en consonancia con el de frecuencia v, esto es, que al
escucharlos juntos suene agradable al oido, es el de frecuencia 3v, que para
transportarlo a nuestro intervalo entre v y 2v, dividimos entre 2 y tenemos
el sonido de frecuencia 3v, el cual serda nuestra segunda nota en la escala
que queremos construir. Pero entonces también debemos incluir como nota
el sonido con frecuencia f;—Z// que corresponde.al triple de frecuencia de %I/ y
continuar de esta manera. Iste proceso terminaria (y empezaria a repetirse)
si en algin momento una potencia entera de 3/2 fuera igual a una potencia
entera 2 o lo que es lo mismo, si alguna potencia (positiva) de 3 fuera igual
a una potencia entera (positiva) de 2, lo cual es imposible por ser 3 impar..

Continuar indefinidamente con el proceso de asignar notas a la escala
triplicando el periodo cada vez es absurdo y totalmente impractico. Mejor
tratemos de obtener aproximaciones.

Estamos en busca del niimero @ que satisface que 2% = 3/2, el cual como
vimos no podemos escribir. como cociente de dos enteros, pero que queremos
aproximar por medio del cociente de dos enteros.

Es conocido en matematicas que una manera buena para aproximar un
nimero z, es expresarlo’ como una fraccién continua y tomar las sumas

3Véase Shilov [Sh] pag. 1.
*Véase por ejemplo el libro de Chrystal [Ch).



parciales como aproximaciones, en otras palabras escribimos & como
1
€Tr =
+ 1
aq -
4 1
ay + ———m
1

a3+(t4+...

con a, a; ... enteros positivos.

Y las aproximaciones son

1 | 1 1
DR . b b Y etv(.‘.
@ 1 - 1 ’ ' 1
o+ — a+ — ay +.
(D) 1 ' 1
ay + — y+
(R 1
a3+ —
(ly
Si hacemos esto para nuestro niimero x se obtiene®,
1
Tr = =
, Ly |
1+ !
2 - n
PP
. ° l
S 24 ...

Esto lo puede hacer “a mano”, pero les recomiendo .nejor usar una calcu-

ladora aunque sea de bolsillo.
SPara ver cénio se hace, véase por ejemplo el libro de Shilov [Sh] o el de Christal [Ch].




Las aproximaciones que se obtienen son:

N A 33 T

7)T 11)5 ‘ ‘1,7,'1.)5 &’l))ﬁ
)24 .)31 7)179 .“)389
—_— vt ) — vt ) —— V1

Y V53 306 """ 665

9,126 46,408
"L' o e
15,601 79,335

)

Hagamos algunas observaciones acerca de estos cocientes.

L. Podemos considerar que las dos primeras aproximaciones son malas

1 ’

pues nuestro numero a es igual a log,(3/2) = In(3/2)/In(2) que es
aproximadamente 0.5849625007 ...

2. En la tercera aproximacion, tomamos una divisién del intervalo en 5
notas (una escala de 5 notas) de las cuales 3 son naturales y 2 auxiliares
y es llamada escala Pentaténica. Fue utilizada en la antiguedad y
aparece en composiciones chinas o escocesas®.

Las notas que corresponden en nuestra escala de 12 (a partir de triplicar
frecuencias) si partimos de A (440) son: A £ B F# C#_ siendo las tres
primeras las naturales y las dos tdltimas las auxiliares.

3. La aproximacion iv) 7/12 que es la escala que comunmente usamos era
ya conocida por los chinos 1000 afios antes de nuestra era’ y también
por los gricgos pitagoricos.

dente (3/9)12/97 — 127919 _ S31AaL oy L
Al cociente (3/2)1%/27 = 312/21 = s2izss S¢ le conoce como la Coma
de Pitagoras.

4. La aproximacion siguiente v) 24/41 fue encontrada por un estudioso

O
chino Hamado King Fang, cuarenta atos antes de nuestra era. calou-
) O o / )
lando su coma 3" /29 pero al no encontrar una mejora sustancial, con-
tinud con sus caleulos obteniendo la aproximacién siguiente vi) 31/53 y

$Véase por ejeinplo, los articulos de 1.0, Budden [B] y los dos de Silver [S1}, [S2] para
ana informacion mayor.
"Véase el articulo de lasley y Hewitt {11 1] para mayor informacion.



calculd su coma 3%3/251. Ambas comas son conocidas como las comas

" de Fang. Muchos anos después, Nicholas Mercator recomends la escala
de 53 notas y se construycron algunos instrumentos con esta escala, uno
de ellos el “Enharmonic Harmonium” [ue construido por Bosanquet y
exhibido en 1876 en el South Kensington Museum.

5. Silver en dos articulos muy parecidos [S1] y [S2] dd las dos aproxima-
ciones siguientes vii) 179/306 y viii) 389/665, las cuales segin €l dice,
las calculé sin un abaco y en la esperanza de alcanzar la inmortali-
dad por supuesto, caleulé también las comas correspondientes, las que

llamd las comas de Silver.

6. Es muy facil, con la aynda de una computadora, -o hasta con una cal-
culadora de bolsillo, como lo hice yo- tanto, calcular un gran nimero
de los términos en la expresién de @ como fraccién continua, asi como
los cocientes correspondientes y las comas correspondientes. Sin em-
bargo, como veremos mas adclante, a partir de ix) son de una inutilidad

tremenda. .

Habiendo ya fijado la escala de 12 notas -6 de 7 si se prefiere llamarla
asi-, examinemos mas de cerca la manera en que estdan distribuidas.

Recordemos que la segunda nota -o primera segin se vea- que pusimos
en nuestro intervalo, entre v y 2r es la que corresponde a la frecuencia de
3v que llevada a nuestro intervalo es la de {recuencia 3v /2, la siguiente es
la de frecuencia el triple de la anterior es decir 3%1/2 la cual al llevarla al
intervalo entre v y 2 es 3%v/2%, continuando de esta manera obtenemos las
frecuencias de todas las notas siguientes que son:

33 34 38 3% 37 38 32 310 3l
Asi como al intervalo entr¢ v y 2r la llamamos una octava, porque corre-
sponde a la 8a. nota natural a partir de la {recuencia v, al intervalo entre v
y 31/2 se le llama quinta . porque corresponde a la Sa. nota natural contada

a partir de la de frecuencia v.

Las {recucncias encontradas al colocarlas en orden creciente queaan:



37 32 3° 34 31 36 3 3® 33 310 35

v < 2TI/< §1/< r)14l/< ;(:1/< ‘)?1/ < < 51 m1/< 241 < 2?l/< 2—71/

y las denotaremos respectivamente por:
ABBCC*DEEF F*GG*

. forma de distribuir las notas en el intervalo la llamaremos una afinacidn
y en lo que sigue veremos que otras afinaciones son factibles. La afinacion
anterior es llamada Pilagdrica.

Al calcular la frecuencia de una nota sélo tomamos en cuenta la frecuen-
cia triple de la anterior de cllas, sin embargo, al principio habiamos dicho
que todos los nmuiltiplos enteros de una [recuencia son consonantes con tal
frecuencia, el siguiente maltiplo que hemos de considerar es el 5. ;Hay entre
nuestras notas ya elegidas, alguna que corresponda a la frecuencia 57 Es de-
cir, al trasladar nuestro intervalo, una nota de frecuencia 5r /4. Es claro que
no. La de frecuencia mds cercana a 5v/4 es la frecuencia 3'v /2% = 81v/64
que difiere de 5v/4 = 800 /61 en /64,

Si escuchamos simultanecamente los sonidos de frecuencias v y 34v/2°
y posteriormente los de {recuencias v y 5v/4, es mas agradable al oido el
segundo. ;Qué sucede si reemplazamos ¢l C#* de frecuencia 34»/2% por un
C# de frecuencia 5v/47 Las distancias entre C¥ y D y entre C y C# se
alteran, la primera aumenta y la segunda disminuye, si antes para ir de C#

o 1 . 7 all
a D debemos multiplicar la frecuencia de C# por 237 = “2%) <3,> ahora lo
27
debemos hacer por 27 - &, el cociente 81/80 es conocido en misica como la

coma de Didimo o coma comin. Al intervalo entre v y 51/4 se le llama una
tercera.

. Por supuesto, si alteramos la frecuencia de C#, la quinta nota obtenida,
al seguir con el procedimiento de calcular las frecuencias subsecuentes por
triplicar la anterior, alteramos todos los intervalos siguientes.

Notemos también que la nota de frecuencia 2v es la que tiene una fre-
cuencia 4/3 veces la frecuencia 3v/2 y si es agradable oir simultdneamente
los sonidos de frecuencias v y 3»/2 también lo serd para las frecuencias 3v/2



y 2v, pero no hay entre nuestras notas una de frecuencia 4r/3, la que mas se

. . . 31 312 s
aproxima es la de frecuencia 3! v /217 237 T% = %g la coma de Pitagoras.

Al intervalo entre v y 4v//3 se le llama una cuarta.

pues

Asi, pués, si queremos introducir en nuestra escala otras notas con sonidos
consonantes con » debemos prescindir de las quintas perfectas.

Dicho sea de paso, si observamos las proporciones de los intervalos intro-
ducidos hasta ahora, todos son de la forma (n+1)/n, 2/1 octava, 3/2 quinta,
5/4 tercera, 4/3 cuarta, hay otros, por ejemplo el intervalo entre Ay B es
de v a 9v/8 es decir de 9/8 que es llamado tono mayor y por supuesto, come
s6lo hemos tomado frecuencias del doble, triple y quintuple, tanto n como
n + 1 tiene una descomposicion en primos donde sélo 'a,parecen el 2,el 3y’
el 5. Todas estas proporciones son llamadas en musica superparticulares y
cada una tiene su nombre. Hay un total de 10 de estas proporciones, como
fue probado por Stgrmer en 1897, al resolver ciertas ecuaciones de Pell®.

Volviendo a nuestro problema de aflinaciones, una afinacién es entonces
una divisién del intervalo entre A y A’ digamos, en 12 subdivisiones. Las
afinaciones que contienen al menos 7 quintas perfectas son llamadas justas
en contraposicién a las ajustadas ¢ temperadas, de las demds quintas hasta,
llegar a 11 son llamadas graves y su intervalo es de 22.5/3 y el tiltimo intervalo
llamada quinta Procrusteana es lo que falta para llegar a 27.

En otras palabras, si denotamos por j el nimero de quintas perfectas, y
por ¢ el nimero de quintas graves y por p la quinta Procrusteana se tiene la

3\ (257
(5) 33 p=2'

con las restricciones j > 7y 3+ g =11.

ecuacion

Por ejemplo para la afinacién Pitagérica j = 11, g =0y p = 2'8/3!1,

AN
Las quintas graves aparccen por supuesto debido a la introduccién de

terceras perfectas.

8Véase el articulo de Hasley y Hewitt [HII) para mayor informacién.



Estas afinaciones las representamos por un diagrama de puntos y rayas.
Un punto representa una nota, una raya horizontal representa una quinta
perfecta y una linea vertical una tercera perfecta y las agrupamos de acuerdo
al nimero de lineas horizontales que contienen.

Con una linea horizontal, la inica es Pitagorica
A E B F* c#* qg#t b Bt Fr C G D

con dos lineas horizontales hay 11 arreglos posibles. Por ejemplo, la siguiente
fue sugerida por Ramis de Pareja en 1482.

(vi) I | | |

tiene 10 quintas perfectas (las rayas horizontales), 4 terceras perfectas (las
rayas verticales), una quinta grave y la quinta Procrusteana. Note que la
quinta grave para obtener las terceras perfectas, tuvo que ser reducida por

la coma de Didimo.
Los otros arreglos de dos lineas son:

i)

i)
— _._.—T—-T—O—.
iii)



vii)

viii)

Xi)
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Para tres lineas horizontales hay 43 arreglos posibles (con 2 quintas graves).
Por ejemplo:

La forma simétrica

Para cuatro lineas horizontales hay 55 arreglos posibles (con 3 quintas
graves). '
Por ejemplo el propuesto por Marpurg en 1776

~ Para cinco lineas horizontales hya 8 arreglos posibles (con 4 quintas graves).
Por ejemplo

Resumimos todo lo anterior en la tabla siguiente:

N
N
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Afinaciones justas

Quintas exactas | Quntas graves | No. de arreglos
11 0 1
10 I 11
9 2 43
8 3 55
7 4 8
6 5 0
118

A través del tiempo han sido propuestas y usadas otras afinaciones. Por
ejemplo la llamada Tono medio propuesta por Aron en 1523, la cual consiste

en reducir las 11 quintas por 1/4 de la coma de Didimo para obtener 8
terceras perfectas. : ‘

Esta afinacion fue usada desde 1600 hasta principios de este siglo.para afinar
algunos 6rganos. '

Otra es, la dada por la relacion siguiente

C D E F G A B C
1 3%/28  34/2¢ 4/3  3/2 32t 3202

9/8  9/8  256/243 9/8 9/8  9/8  256/243

La cual es llamada también Pitagérica, en el]a se tiene, entre C'y F', una
cuarta perfecta, pero entre C' y F no hay una tercera pe1fecta.

Otra llamada también justa es:

C D E I G A B C
1 9/8 5/4 4/3  3/2 5/3 15/8 2
A N S Y S——

9/8 10/9 16/15 9/8 10/9 9/8  16/15



Aqui, el intervalo CE es una tercera perlecta, el CF es una cuarta per-
fecta, el CG una quinta perfecta, etc. Al intervalo de 10/9 se le llama tono
menor y al 16/15 semitono diaténico.

Observe que en la afinacion Pitagdrica original el intervalo entre E y F
-y también entre By C- es de 37/3'"" mientras que en estas dos tltimas, es
de 16/15 = 2%/3 x 5.

En estas afinaciones no todas las notas tienen la misma jerarquia, pues por
ejemplo, en la dltima afinacidn el intervalo entre Dy A es de 2° x5/33 < 3/2,
no siendo una quinta perfecta.

De las escalas ajustadas o temperadas, la mas usada hoy en dia, es la
escala temperada igual o igualmente temperada, en ella todas las quintas
son reducidas en 1/12 de la coma de Pitdgoras y por tanto todas las notas
tienen la misma jerarquia -hay uniformidad de escala-. :

Se dice que los chinos ya se habian interesado en una escala igualmente
temperada desde al menos mil afios antes de nuestra era. El problema era
calcular 21/12,

Silver menciona® que: un astrénomo chino Ho-Cheng fue acusado de
“haber hecho violencia a las cifras” cuando en el afio de 420 antes de nuestra
era, intenté calcular 2'/'2 y un médico Wang-Po produjo resultados inexactos
en 938 antes de nuestra era. No es sino hasta 1528 cuando el principe Chu-
Tsai-Yu “después de meditar por dias y noches antes que la verdad le fuera
revelada” produjo cdlculos que se dice [ueron correctos hasta nueve cifras.
Simon Stevin un inspector de canales en Holanda, autor de “la Disme” sobre
la teoria de fracciones decimales ¢ inventor de buques logrd la misma proeza
alrededor de 1600. Mientras que un monje de Madrid, Juan Caramuel pro-
dujo un refinamiento intitulado “Logaritmi musici”, donde usa logaritmos en
base 2. ‘ ' ' '

En 1700 Andreas Werckmeister utilizo esta afinacién en un piano.

Silver menciona también que no hay evidencia para suponer que J.S. Bach
Sil taml I hay 1 I 1 que J.S
en su obra Das Wohltempcriale Clavier se refiera a esta afinacion.

9Véanse los articulos de Silver [S1] y [S2].
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Hay que hacer notar que la afinacién ignalmente temperada no fue bien
aceptada sino hasta fines del siglo pasado.

Observe también que el semitono igualmente temperado 2'/12? estd entre
el semitono cromatico 25/24 y el semitono diatdénico 16/15 esto es: 25/24 <
212 < 16/15.

En [S1] y [S2] Silver propone la afinacién resultante de resolver las 12
ecuaciones siguientes: (donde por A, E,...etc. denotamos sus frecuencias).

B = 3A-3E
B = 3L —4B

B = 3B -2F# '\}
B = 3F—4C#

f = 3C#* —oG#

B = 3G#* 4Lt

p = 3E*-3Bt

A = 3B"—2F

f = 3F—4C

p = 3C =-2G

f = 3G—4D

p = 3D —44A

Se obtiene ficilmente que 1,568,693/ = 71534 y para A = 440, se tiene
que A = 2.00633266; Silver toma 2 = 1.00316633, la mitad.

Sin base en lo audible, dado cualquier nimero 1 < r < 2 se puede pro-
poner una subdivision del intervalo entre v y 2 en subintervalos de quintas,
s6lo tomamos enteros a y v de tal manera que 7 sea proximo a 27 § ten-
emos una escala de o con notas naturales y o — v auxiliares. Al inicio de esta
platica tomamos r = 3/2 y subsecuentemente se encontraron valores para «a
y 7. Las frecuencias obtenidas son de la forma _’2'—':{/ para 2¥ < r® < 2vF1
En otras palabras, multiplicamos cada {recuencia por r y la dividimos entre
2 el niimero necesario de veces para que caiga en el intervalo entre v y 2v
(digamos).

Por supuesto también podemos tomar 0 < 7 < 1 y proceder a la inversa.
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Por ejemplo, del hecho que para D = (1 + V5)/2 se tiene que 225/ D36
sea proximo a 1, se pueden obtener dos afinaciones. Una multiplicando por
por p = D3/4, obteniendo una division en 12 notas, la segunda que incluye
la anterior, al multiplicar por 1/D, obteniendo una divisién de 36 notas.
Pero también 29/D' es cercano a uno y al multiplicar por D se obtiene
una divisién en 13 notas. Para ver cdmo son las frecuencias aproximadas
consiltese las tablas siguientes.

También se menciona que J. Yasser propone una escala de 19 semitonos
con 12 notas naturales y 7 auxiliares basdndose en la sucesion (de Fibonacci)

2,3 - 5
5,2 - 7
7,5 — 12
12,7 —= 19
19,12 — 31,
31,19 — 50
ele.

y que R, Smith, Master of Trinity y fundador del Smith’s Price para matematicas
sugirié una escala de 19 notas “mutables” (7 naturales, 5 auxiliares y 7 mu-
tables) en 1748 y un drgano con esta division se puede ver en la Reid School
of Music. El ademas diseiié un érgano para Handel en el Fuondling Hospital
el cual tiene una nota extra mutable en cada octava.

v [

Tabla comparativa de Frecuencias de distintas afinaciones tomando como base 4 = 440
y se aproximd a enteros. ’

Til P [RPO 5.2 MO [EM A |[PI® 39| . (D] DE | 419 53(9)

¢ 1262|264 | 261, 258 1258 264 257 {2061 264 |262[263 {261 261 261

C# 277278275 275 [275  [285 275|277 280 |278]278 |277 2742790 275278282
D 294 [297]2903 200 1207 1297 1287 (203 [297 294295 [288 293 203

EV [311]313] 300 300 [309 [321 307 (31 313 (3121312 1305 3633093,4 | 29309313
T [330(330(330 70 1330 1330 1320 1330 [330 |330(330 [323342 {33041 330343
F [349}352] 348 B4 1340|350 (344 [ 348 352 [3501350 [35G 3T 306 257348352
F#EI370[371[371 371 371|385 (363 369 [373 |370[370 |377 305372373 1296371376
7 1392396391 387 {306 1396 1384|391 306 303392 1399  [391 391

G#F 415 ]418]413 03 415 T8 a1 (415 [417 416|415 [423  [TTTd18425 [ 112418403
A lad0[- |- — - - - - - - 1= 1= - -

BU (466|470} 464 464 464 475|460 {467 467 4671468 [166 463,44 LLE DN

B {494 495|495 495 14us 513 1492 {495 405 494 (496 [493 495 495




Notas:
T.x. = Temperada igual
R.PM) = Ramis de Pareja
MG = Marpug
Al) = Aron
J.(6) = Justa

1. Se tomé el diagrama

G D A D)
[ — [ ] — ° — °
I
[ ] — o
c# G#

2. Se tomo el diagrama

A

o . —

|

« —

|

[ ] —_—

3. Se tomo el diagrama

A
L] - 9
| |
[ - ®
| I
[ J — °

])

5
[ot4)
P
S

B
- @
|
— e
Eb
._
I
o —
|
.__
[ J
|
- @
I
- @

)

Il

Pitagorica
Simétrica
Escalera
Pitagorica 11
Silver
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4. Se tomé el diagrama

. —_—
I
* — o
|
e — e — o
A |
® - e
5.
A
® o o o
I
[ ] e o o
I
® o o o
6. Los semitonos son igualmente t(3111])\(‘31'ztclos.
?. p= [(l + \/5) /2]3/‘1. .
8. D=(1+5)/2
9. La escala es igualmente temperada.
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Comparacién de Frecuencias con la escala igualmente

temperada

Cc ctD EE F F{ G Gi A BV B

Pitagérica kI [* k [« ko [x |xx [x &
Ramis de Pareja| 4 o o o ¢ 4 Jo d -« . -
Simétrica xl o x| A4 x M ¥ A X ¥ ¥ |x
Marpug B . v >y o . o o - o N
Escalera ¥ [+ v [+ w ¥ %N |x ® |x |x
Aron o I o & d o o o o o
Pitagdrica 11 4 ¥ A ¥ ¥ 4 X X ¥ x K M
Justa o [ [ * @ v . 'Y . » » N
Silver : K Kk ¥ ¥ ¥ X ¥ ¥ x ¥ x ¥
P o o o a b e v b le 4 o v
D A% M XX Ix X |x k¥ KX

Silver en el “violin de la monja” termina mencionando que, respecto a los
problemas musicales, 'generalmente los miisicos dan las respuestas correctas
en base a argumentos ilégicos, mientras que los matematicos llegan a respues-
tas incorrectas a través de un proceso de irrefutable razonamiento. jQué tan
“cierto es esto?

Para terminar trataremos de dar respuesta a algunas de las preguntas que
quedaron en el aire al principio de la platica.

Recordemos que cuando aproximabamos por fracciones continuas log2(3 /2)
encontramos las aproxxma.cxones

113 7 24 31 179 389 9126

1’27512 41" 53’ 306’ 665’ 15601

y deciamos que la dltima aproximacién no sirve a nuestros intereses.

Algo que no dijimos pero que es un hecho muy conocido, es que el ofdo
humano sélo es capaz de percibir sonidos entre cierto rango de frecuencias y
que este rango para un oido comin y corriente es de 16 Hertz a 20,000 Hertz
aproximadamente -esto se puede encontrar en cualquier libro elemental de
fisica-, también es conocido que el oido humano es capaz de distinguir entre
dos sonidos cuyas frecuencias difieran en un Hertz si estas frecuencias no
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sobrepasan los 4,000 Hertz aproximadamente, por eso restringiremos nuestro -
sonido a frecuencias de 16 a 4000 Hertz aproximadamente.

Si consideramos sélo escalas igualmente temperadas y primero dividimos
el intervalo en 12 partes iguales, para distinguir entre una nota de frecuencia
z y la siguiente necesitamos que 22'/'? > v 4+ 1 es decir que z > (21/'? —1)7!
~ 16.82 ~ 17. Dicho sea de paso, el rango de frecuencias de los pianos que
comunmente vemos es de 27 Hertz (27.5) a 4186 Hertz.

Ahora bien, si nuestra division es en 41 partes, un calculo inmediato
(221" > 2 + 1) nos'dice que la frecuencia minima es de aproximadamente
59 Hertz. Para la divisién en 53 partes la frecuencia minima es de 76 Hertz,
para la de 306 de 441 Hertz, para la de 665 de959 Hertz y para la de 15,601
es de 22,507 Hertz saliéndose del rango audible.

. Observe por iltimo que si construimos un piano con divisiones de 41 hasta
una frecuencia proxima de 4000 Hertz necesitamos 250 teclas (casi 3 pianos
(‘01]11111(-‘%‘), como unos pocos cilculos lo demuestran. Si la divisién es en 53
se necesitan 303 (o 304 teclas), para Ja divisién de 306 se necesitan entre 973
a 975 teclas (11 teclados comnnes) aungue su rango no vaya mnrho mas alld
de 3 “octavas” y para 665 se necesitan 1415 teclas con un rango de poco mas
de.2 “octavas”

Por supuesto no necesitabamos restringirnos a 4000 Hertz y pudimos
tomar como limite los 20,000 Hertz, awmentando en este caso un poco mas
‘de 2 “octavas”, por ejemplo para la division de 12 podriamos aumentar 27
teclas a la derecha -y como ya vimos 8 mas hacia la izquierda-. para el de 665
llegariamos a 2958 teclas, sin embargo esto acarrea ciertos problemas fisicos
(de sensitividad) que no trataremos aqui.
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Algunos Aspectos de la
| Discretizacion
de Problemas de Valores Iniciales

J.P. Hennart 1

1 Introduccidon

En esta conferencia, nos proponemos exponer algunos aspectos basicos de
la discretizacién de problemas de valores iniciales, tanto parabélicos como
hiperbélicos. Después de mostrar en la Seccién 2 algunas ecuaciones basicas
y ejemplos fisicos concretos de sus aplicaciones, expondremos en la Seccién
3 algunas técnicas cldsicas de discretizacién de la ecuacién de difusién del
calor que es la ecuacién parabélica tipica. Esto nos dara la posibilidad de
introducir las nociones fundamentales de estabilidad, consistencia y conver-
gencia. En la Seccién 4, aplicaremos técnicas semejantes de discretizacién a
la ecuacién hiperbdlica de adveccién, lo que nos permitira ver las diferencias
fundamentales entre el caso parabdlico y el caso hiperbélico. Finalmente,
daremos algunas indicaciones de cémo tratar el caso muy importante en
la prictica de las ecuaciones que mezclan los dos aspectos (parabélico e
hiperbélico) como la ecuacién de difusién-adveccidn.

*Conferencia invitada en el VII Coloquio del CINVESTAV en Agostq de 1991.

tDepartamento de Métodos Matemaéticos y Numéricos, Instituto de Investigaciones en
Matemdticas Aplicadas y Sistemas, Universidad Nacional Auténoma de México (IIMAS-
UNAM), Apartado Postal 20-726, 01000, México, D.F.

N
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2 Algunas ecuaciones bésicas y ejemplos fi-
sicos relacionados |

La ecuacién parabdlica de referencia es la ecuacién de difusién del calor (o
simplemente la ecuacién de difusién)

du(z,t) _ %u(z,t)

2.1
ot or® ’ (2.1)
0 en notacién simplificada
] U = Uy, (22)
donde u(z,t) debe de cumplir ademés condiciones iniciales
u(z,0) = uo(z) Vz € (a,d), (2.3)
y condiciones de frontera, p €j. |
u(a,t) =0y u (b¢t) =0 Vt € (0,T). (2.4)
En el caso hiperbélico, el ejemplo clésico es la ecuacién de ondas
Uy = cCUp,, (2.5)
o su modelo simplificado, la ecuacién de adveccién |
u; + cu, = 0, (2.6)
con la condicién inicial '
u(z,0) = uo(z) para — oo < z < +00. (2.7)

En las ecuaciones (2.5) y (2.6), ¢ es una velocidad de onda (actstica,
electromagnética, eldstica, etc.). La solucién general de (2.6) con (2.7) es
u(z,t) = uo(z — ct), (2.8)

o sea que hay desplazamiento sin cambio de forma de la condicién inicial
hacia los z positivos con la velocidad ¢. Las lineas rectas (si ¢ es una
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constante) z—ct = constante son llamadas las caracteristicas de la ecuacién
de adveccién.

Para entender porqué llamamos a la ecuacién de adveccién un modelo
simplificado de la ecuacién de ondas, basta recordar que la ecuacién de
ondas se factoriza en '

i = e = (o =) (o + exn)u =0, (2.9)
donde el segundo término corresponde a la ecuacién (2.6).

Por consiguiente para la ecuacién de ondas, hay dos familias de solu-

ciones y la solucién general se escribe

u(z,t) = Fi(z + ct) + Fa(z — ct), (2.10)

donde el primer término corresponde a un desplazamiento hacia los z neg-
ativos mientras el segundo término corresponde a un desplazamiento en
sentido contrario. Siendo (2.5) una ecuacién con derivadas segundas con
respecto al tiempo, necesitamos dos condiciones iniciales, p. €j.

u(z,0) = uo(z) ¥ u(z,0) = vo(z). (2.11)

Con vg = 0 (ningdn movimiento inicial), tendremos que Fy(z) = F3(z) =
uo/2 de tal manera que

1 1
u(z,t) = Euo(:c + ct) + Euo(:z: - ct), (2.12)
mientras ‘que con ug = 0 (equilibrio inicial), ug = F; + Fp = 0,99 = 2¢F| y
Fy = —F; es una integral de vy/2¢, es decir
1 z+ct
u(z,t) = = / vo(8) ds. (2.13)
2c z—ct

La solucién completa (solucién de D’Alembert) se obtiene sumando (2.12)
y (2.13). '

Veamos ahora algunos ejemplos fisicos.

a. La condicién inicial es un escalén
En el caso de la ecuacién de difusién, esto corresponde a 2 gases con tem-
peraturas diferentes separados hasta ¢t = 0, mientras que para la ecuacién
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de adveccién es el caso de un muro de agua mantenido hasta el mismo
tiempo inicial.

En ¢ = 0, removemos la separacién entre los gases y se siente inmedi-
atamente la condicién inicial en todos los puntos, es decir que la velocidad
de propagacion es infinita (Fig. 1).

t>0

Figura 1 . Solucién de la ecuacién de difusién con un escalén inicial

El fenémeno es irreversible y de hecho resolver la ecuacién de difusién del
calor hacia atras en el tiempo es un problema mal planteado.

Cuando dejamos libre al muro de agua, se mueve con velocidad finita ¢
(Fig. 2).

t=0 >0

Figura 2 . Solucién de la ecuacién de adveccién con un escaldn inicial

En este caso, el fenémeno es perfectamente reversible, es decir que cam-
blando t en —t, podemos regresar el muro a su posicién inicial. Los esque-
mas numéricos desarrollados deberfan exhibir esta propiedad.
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b. La ‘condicién inicial es senkz

En el caso de la ecuacién de adveccién puede ser una onda en un rfo
largo, siendo k el niimero de onda y 27 /k la longitud de onda. La solucién
es

u(z,t) = senk(z — ct). (2.14)

Para la ecuacién de difusién es més dificil encontrar una 1nterpretac1on
fisica pero la solucién es

u(z,t) = exp(—k*t)senkz, (2.15)

o sea que la onda no se mueve pero decae exponencialmente en tiempo: en
otras pala.bra.s la diferencia entre caliente y frio tiende a cero.

En el caso de la ecuacién de difusién-adveccién u; + cu, = u,, con la.a
mismas condiciones iniciales, la onda se mueve y decae.

Cabe hacer notar que senkz (y coskz) son casos muy importantes en la
préctica si pensamos en descomponer ug(z) en modos de Fourier.

c. La condicién inicial es §(z)
Para la ecuacién de difusién, tendremos

1 2
u(:z:,t) = 2——\/H€_z /4t : (2.16)
\

con [*®udz = 1, siendo u maxima en z = 0 para todo tiempo, como se
ve en la Figura 3.

Figura 3. Solucién de la ecuacién de difusién con una é inicial
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Para la ecuacién de adveccién,

u(z,t) = 6(z — ct). (2.17)

El lector interesado en més detalles para estas ecuaciones y otras més
debe consultar la Seccién 6.4 de Strang (1986).

3 Discretizacién por diferencias finitas de la
ecuacion de difusién

Supongamos que queremos integrar la ecuacién de difusién desde un tiempo
inicial 0 hasta un tiempo final T entre zp = a y z; = b. Sobre este dominio
(z,t) € [a,b] x [0,T), considérese una malla uniforme tanto en z (tamafio
h) como en ¢t (tamafio k) (Fig. 4).

%

T

Figura 4. Mallaen z y ¢
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La aproximacién de u(z;, t ) se denotard u.
Primero se procede a una semidiscretizacién en z, es decir que para un
tiempo ¢ dado u(z;,t) se aproxima por una funcién u,(t) tal que

dui(t)  Eluit)  wipa(t) — 2ui(t) + uiy(2)
dt ~—  h? h? ’
donde 6, es el operador de diferencia dividida centrada:

(3.1)

du(z)  6:u(z) u(z + h/2)— u(z - h/2)

iz = h R +O0(r),
d’u(z) _ 8lu(z) _ u(z + k) — 2u(z) + u(z — h) )
& o m X TORY).

En ay b, tomaremos ug = u; = 0. Llamando U (t) = [u4(t),...,us_1(t)]T
al vector de funciones incégnitas que dependen del tiempo, es ficil ver que
hemos transformado nuestro problema inicial en un sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias de la forma

U(t) = AU(t), (3.2)

con U(t) sometido a las condiciones iniciales

U(0) = Uo, (3.3)

siendo A una matriz de orden (I — 1), simétrica y negativa definida. Es
ademds tridiagonal: todos los elementos diagonales son iguales a (—2/h?),
mientras fuera de la diagonal principal valen (+1/h?).

'Este sistema tiene en general una estructura muy particular como la que
acabamos de ver y el nimero de ecuaciones (I — 1) puede ser muy grande
sobre todo si consideramos problemas con mds de una dimensién de espacio.
Estamos por lo tanto muy lejos. de la situacién tipica de los textos sobre la
solucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias donde usualmente
se trata de sistemas pequenos sin estructura especial y ademads no lmeales
en la mayoria de los casos. ‘ _ .

Para proceder a la discretizacién en tiempo de (3.2) con (3.3) y lle-
gar entonces a una discretizacién completa (en z y t), los esquemas més
populares son los esquemas f cuya forma general es
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Uit _ s |

k |

Unos casos particulares corresponden a § = 0,1 6 0.5: cuando 8 = 0,
tenemos el método de Euler hacia adelante o “Forward Euler” (FE)

= A[0U*! + (1 - 6)U’] con 6 € [0,1]. (3.4)

J+1 J 2,3
u; o — o7u;

[ U _

k R’
mientras que para § = 1, tenemos el método de Euler hacia atras o “Back-
ward Euler” (BE)

(3.5)

J+1_ g 2, 5+1
u] uj  b;ug

kR _
Finalmente, con § = 1/2, tenemos el método de Crank-Nicolson (CN)

(3.6)

wltt — ! 1 62ul + 62ult?
k2 h? '
Estos métodos se pueden representar en forma esquemética como en la
Figura 5.
En el caso de la ecuacién de difusién u; = u.., A no depende del tiempo
y la solucién formal de (3.2) entre ¢t/ y t/*! es

(3.7)

U(HY) = exp(kA)U(t), (3.8)
con
exp(kd) = Y (kAl) . (3.9)
n=0 ™
Con los esquemas 4, esto se cambia en
U = [T 0k AT + (1~ 0)k AU, (3.10)

-~ o sea que ezxp(kA) es reemplazada por una aproximacién racional. Siendo
A simétrica y negativa definitiva, tiene (I — 1) eigenvalores reales negativos
Ai. Llamemos ¢; a los eigenvectores correspondientes

A= Ni, i=1,....]—1, (3.11)
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y desarrollemos la condicién inicial U como una combinacién lineal de estos
eigenvectores

I-1
Uo = Z a,'o(ﬁ,'. (312)

i=1

s T —
|
|
|

- 4 o 1-14

o 1/2

f
Cﬂ:
-

— 1/2

Figura 5. Esquemas 0 y sus casos particulares
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Los «;’s representan en (3.12) al peso relativo de los diferentes modos en
la condicidn inicial y posteriormente. Con

) I-1 I-1 I-1
U(t) =Y i = AU = Y oy Adi = Y s )iy,
i=1 i=1 i=1

vemos que para cualquier 7, & = X\ q;.
Basta entonces estudiar la ecuacién escalar de referencia

é = Ao, (3.13)
con la condicién inicial
#(0) = o, RCEY)
cuya solucién es
#(t) = ezp(At)do. (3.15)

En general, la ezp(z) puede ser aproximada por una aproximacién
racional de grado p para el numerador y ¢ para el denominador como sigue

exp(z) ~ Ry (z) = (é a,,a:")/(zq: b,zt). (3.16)

=0
Los casos particulares considerados anteriormente son derivados del es-
quema § general donde

1+ (1—-8)At
1—6x °

que es una aproximacién racional del tipo R;;(At). Con 6 = 0, obtenemos
el esquema FE

exp(At) ~

CIP(At) ~14+ A= Plo(At),

mientras que con § = 1, obtenemos el esquema BE

exp(At) ~ = Po1(At).

1
1- At
Finalmente, con § = 0.5, se obtiene el esquema CN
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—

+
1_

k=

exp(At) ~

= Py (At).

=

En estas expresiones, Pp,(At) en la derecha implica que en los tres
1ltimos casos las aproximaciones racionales (de hecho polinomial para Pyo)
no son cualesquiera: son de hecho aproximaciones de Padé de la exponen-
cial. En (3.16), podemos siempre normalizar aq é by a 1 de tal forma que
quedan en total p + ¢ + 1 pardmetros disponibles: si estos parimetros se
escogen para realizar el mejor ajuste de P,, a la exponencial en z =0, R,

se convierte en Pp,.
De t/ a t/+1,

$(t7*1) = exp(Ak)$(t7), (3.17)

que se aproxima por

#tt = Ry (M) . (3.18)

Es facil darse cuenta que cuando § es distinto de 0.5 (es decir para FE,
BE, y 9 en general),

ezp(Mk) = Ri1(Ak) + O(k?), (3.19)

mientras que para CN

ezp(Mk) = Ry (Ak) + 0(k%). (3.20)

El error cometido es un error “local” de t’ a t/+! suponiendo que ¢’ es
exacto. Para llegar al tiempo final T, necesitamos 0(k~!) pasos en tiempo
en los cuales se acumulan estos errores locales, de tal manera que en forma
heuristica un error local en 0(k"*!) se transforma en un error “global” en
0(k™). FE, BE y Ry, en general (§ # %) son por lo tanto esquemas de primer
orden mientras CN en un esquema de segundo orden. La Figura 6 trata de
dar una idea de cémo aproximan a la exponencial.
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be

fe

Figura 6. La exponencial y algunas de sus aproximaciones racionales

Ahora bien, hay una pregunta que debemos hacernos: es la de la es-
tabilidad de un esquema. En el caso de FE, d> = A¢ es aproximado por
¢’*! = (1 + Ak)¢’ asi que si perturbamos ligeramente ¢ en ¢/ + §¢/ (v
siempre lo hacemos simplemente por la presencia de errores de redondeo
ya que las computadoras tienen una palabra de longitud finita y no pueden
representar exactamente los nimeros), esta pertubacién en el paso sigu-
iente serd ¢'*! = (1 + Ak)6¢’. Para que una perturbacién introducida
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en un tiempo como ¢/ no pueda crecer (y por consiguiente restarle todo
‘sentido a las aproximaciones posteriores), debemos imponer la condicién
de estabilidad siguiente

|1+ Mk < 1. (3.21)

k es real positivo pero A podria ser complejo en casos més generales, lo que
es conveniente considerar en (3.21). La regién del plano complejo donde
se cumple esta condicién es un circulo de centro (—1,0) y de radio 1 en el
plano complejo de izquerda (R(Ak) < 0) como se muestra en la Figura 7.

S(Ak)

R(Ak)

Figura 7. Regidén de estabilidad absoluta del método FE

Para una ecuacidon escalar, es muy ficil adaptar la k a la A para que
esto se cumpla, pero para nuestro problema es lejos de ser trivial ya que
necesitamos cumplir | 1 + Mk |< 1 para toda + de 1 a I — 1. Los \’s
que van a ser cruciales para cumplir la condicién de estabilidad son los
mds grandes en valores absolutos (¢ grandes): corresponden a transitorios
répidos (exponenciales decrecientes) que desaparecen casi instantdneamente
dejando a una solucién decreciendo més lentamente en ezp(A;t). Un anélisis
del espectro de A muestra que
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IAII

siendo h el intervalo de la dlscretxzacxon en espacio. Por consiguiente, ten-
dremos una condicién de estabilidad de la forma

o(h™%), (3.22)

k < Ch?, (3.23)

que resulta ser muy severa ya que si disminuimos h de un factor 2 por
ejemplo, tendremos que dividir k entre 4. Muy ridpidamente, el nimero de
intervalos en tiempo se vuelve intolerable y se presta a una ‘acumulacién
importante de los errores de redondeo. Por lo tanto, FE es muy poco
recomendable para los problemas parabélicos.

Para determinar la constante C, la técnica mds comun es la de Von
Neumann que consiste en descomponer en serie de Fourier la solucién y
applicar el esquema a un modo particular, digamos

u(z,t) = d(t)e'*. : (3.24)
Aplicdndole FE entre ¢/ y t/*!, obtenemos
Aitl ilz; o Ag ilz; k AT (o ilZi4 2 itz ilz.'_l) 3.25
4T = de +ﬁu(e —2e" t-¢ (3.25)
o
- 4k Zh
a7t = 471 — —sen —] = d7g(f). (3.26)

Para obtener la estabilidad, necesitamos que el factor de amplificacién
g(£) sea en médulo inferior o igual a 1 para toda £, lo que nos da

h? 1 ‘

k< - ¥ por lo tanto C = 3 (3.27)

Para los demds esquetaas 8, conforme 6 sube de 0 a 1/2, la regién de
estabilidad absoluta de FE va creciendo: es todavia un.circulo tocando el
eje imaginario pero cuyo centro se va alejando hasta —oo cuando 8 vale
1/2. En este caso, la regién de estabilidad absoluta abarca todo el medio
plano R(Ak) < 0. De § = 1/2 a § = 1, esta regién sigue creciendo e invade
el medio plano R(Ak) > 0. De hecho es todo el plano complejo menos un
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circulo en el medio plano de derecha que se va reduciendo hasta el c1rculo
de centro (+1,0) y radio 1 para § = 1.

Entonces con # en el intervalo [1/2,1], todos los métodos son estables
sin condicién, pero con @ # 0 son {mplicitos, es decir que hay que resolver
un sistema algebrdico a cada paso. En una dimensién, esto no es realmente
un problema, pero lo es en 2 6 3 dimensiones. '

Los métodos cuya regién de estabilidad absoluta contlene todo el medio
plano complejo de izquierda (R(Ak) < 0) se llaman A-estables. Es el caso
de CN que desafortunadamente no tiene un comportamiento asintético cor-
recto: mientras ezp(Ak) — O cuando Ak — —oo, Pj;(Ak) tiende a (—1), es
decir que para pasos en tiempo k grandes, los transitorios ridpidos, en lugar
de desaparecer rdpidamente, oscilan: en cada paso, son multiplicados por
practicamente (—1). Al contrario, Py;(\k) tiende a 0 cuando Ak — —oo0:
los métodos que ademds de ser A-estables presentan este comportamiento
asintdtico correcto se llaman L-estables. BE es solamente de primer orden:
por lo tanto la tentacién de usar CN de segundo orden es siempre muy
fuerte pero si el paso en tiempo es demasiado grande pueden aparecer os-
cilaciones que podrian pasar desapercibidas si tiene uno la mala idea de
imprimir el resultado cada niimero par de pasos, ya que en estos casos los
(—1) se cancelan ((—1)% =1). ,

En lo siguiente definiremos el “error de truncamiento” en el caso de FE.
Si u(z,t) es la solucién exacta, aplicindole el esquema FE, obtenemos el
error de truncamiento e. ’

u(zi, ') —u(zg, t7)  62u(zi,tY)

k h?
Desarrollos en serie de Taylor nos dan

€

I

(3.28)

. . k2 .
(I,,t‘H-l) = ‘U,(I",tJ) + ku,(a:'-,t’) + E‘UH(I;,tJ + 01k),
. . o 2 -V
u(ziy1,t?) = u(z,t?) + huy(z;, ) + %—uu(a:,-,t’)
h3 - ht .
+Euzz:(xi,t1) + 2—4'uzzzz(zi + 02h, tJ),
. h? .
u(zic, ) = ulz,t?) — hu,(z;,t7) + Eun(xi,t’)
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h3 . h4
_Euz:z(ziat")-"‘ 24u::zz( f 03h t])

donde 6;,8; y 63 son nimeros entre 0 y 1. Sustituyendo estos desarrollos
n (3.28), obtenemos que

1 . h? '
e = Ekuu(:z:;,t’ + 01]6) - —[uuu(z, + G2k, tJ) + u,,u( — 3h, tJ)]

= 0(k) + 0(hY).

Por lo tanto, el error de truncamiento tiende a cero cuando k y h tienden
a cero en forma independiente. Se dice que el esquema FE es consistente. Un
teorema fundamental del andlisis numérico debido a P. Lax es que consis-
tencia y estabilidad implican convergencia (hacia la solucién del problema
considerado). Ciertos esquemas deben satisfacer una condicién de consis-
tencia que usualmente se presenta como una condicién sobre como h y k
deben tender a cero uno respectivo al otro.

Para ilustrar este concepto, hablaremos de algunos esquemas en difer-
encias finitas mas exéticos, como el esquema “leapfrog”, el esquema de
Dufort-Frankel y los esquemas de Saul’ev.

El esquema “leapfrog” es un esquema sobre 3 niveles (t/71,¢/ ,37+1) de-
scrito en la Figura 8 y que se escribe

A
2k TR

El analisis de Von Neumann muestra que este esquema es siempre inestable.
Una ligera modificacién nos lleva a un esquema siempre estable, el es-
quema de Dufort-Frankel donde Zuf en el miembro de derecha se reemplaza

i+, j-1 :
por (W™ +ul7"), es decir

(3.29)

u{+1 _ U{_l 1 . .
ok ﬁ[ufﬂ (v ult + u ) +ui_y); (3.30)

‘esquematizado en la Figura 9.
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Figura 8. Esquema Leapfrog

?
é

Figura 9. Esquema de Dufort-Frankel
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. 41 . . . .
Es explicito: uf+ depende tdnicamente de valores en tiempo anteriores.
Ademds, es siempre estable pero debe satisfacer un condicién de consisten-
cia. El error de truncamiento es

k2
€= 27U+ 0(k*) + 0(h?). (3.31)
Si % es una constante 3, el esquema converge hacia la solucién de la

ecuacién hiperbdlica (jdistinta de la ecuacién que queremos resolver!)

U = Ugg + 207U (3.32)

La condicién de consistencia es que § tienda a cero o sea que k tienda
a cero mas rapidamente que h. Finalmente cabe mencionar que es un
esquema de 2 pasos, lo que implica un procedimiento especial de arranque
de t® a t!.

Un esquema que es indirectamente de 2 pasos es el esquema de Saul’ev
esquematizado en la Figura 10.

Figura 10. Esquemas de Saul’ev
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En su primera etapa, se escribe '

j+1 J T
i T 1

2 i—1 u{H - uf + u{+1). (8.33)

Tk o w

Si partimos de z = a donde la condicién de frontera nos da ul'], el
esquema es explicito; ademas es estable sin condicién pero debe de satisfacer
una condicién de consistencia. Se usa en forma alternada con el esquema
simétrico (segunda etapa) y por lo tanto es un esquema indirectamente de

2 pasos.

4 Discretizacidon por diferencias finitas de la
ecuacién de adveccion

En esta seccién nos interesaremos en la ecuacién de adveccién (2.6)

Uy + cu, = 0, (4.1)

donde u(z,t) debe satisfacer la condicién inicial

u(z,0) = uo(z). (4.2)

Una discretizacién en diferencias divididas que parece muy razonable
consiste en reemplazar u,; por una diferencias dividida hacia adelante y u,
por una diferencia dividida centrada ddndonos

1 . : .
u —uf Uiy — U]

t -1 __ S
P te——0s =0. (4.3)

Resulta que este esquema es siempre inestable.
Lax introdujo una pequefia modificacién en donde u! en el primer término
es reemplazado por un promedio entre u}_; y u} ;. (4.3) se convierte en

j41_ulgtel i
- 3 Uipr — Ui ‘
+ oL, =0, (44
k Y (¢4)

como se esquematiza en la Figura 11. Este esquema es explicito, estable si

= % < 1y consistente si k es proporcional a h. La condicién v < 1 es
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conocida como la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) mientras v
es el “Nimero de Courant”.

Cabe hacer notar que esta condicién de estabilidad es mas ficil de
cumplir que las condiciones que encontramos en el caso parabélico ya que
al reducir h basta reducir k£ de manera proporcional. Esto explica indirec-
tamente porque en el caso hiperbélico se siguen usando esquemas explicitos
cumpliendo la condicién CFL. En el caso parabdlico, los esquemas més
usados son implicitos como por ejemplo los esquemas 6 con 8 € [0.5,1.0].

Figura 11. Esquema de Lax para la ecuacién de adveccién

Si buscamos una solucién de la ecuacién de adveccién (2.6) del tipo
onda harménica

u(z,t) = exp i(kz — wt),. o (4.5)
con
w pulsacién
T =2 perfodo
kz - wt fase en (z,t)

Claramente w = ke, la llamada “relacién de dispersién”. Definamos
la velocidad de fase v; como la velocidad de un punto con fase constante.
Entonces

kdz — wdt = 0, | (4.6)
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y vy = c, es decir una constante que no depende de k. Por lo tanto,
los modos de Fourier para la ecuacién exacta se desplazan con la misma
velocidad (no hay “dispersién”) y su amplitud no se amortigua (no hay
“disipacién”).

Un aspecto importante del estudio de los esquemas numeéricos desar-
rollados para la ecuacién de adveccién (2.6) consiste en determinar en que
medida hay disipacién y/o dispersién numérica. En el caso del esquema de
Lax, no hay disipacién y dispersién numeérica sélo si v = 1. En general,
no es el caso y la manera usual de estudiar un esquema dado consiste en
graficar para diferentes v’s entre 0 y 1, | g | y ¢ en funcién de h/A, donde
| ¢ | es el amortiguamiento funcién de k(x A™') y ¢ = vy/vy, es la razén
entre la velocidad de fase numérica funcién de k y la velocidad de fase ex-
acta c. Estas gréficas para los esquemas presentados aqui se encuentran
por ejemplo en Brenier y Hennart {1985].

En términos generales, el esquema de Lax es bastante disipativo y dis-
persivo y una primera idea para mejorarlo consiste en discretizar el término
de adveccién “viento arriba” o “upwind”. Esta discretizacién ya no es cen-
trada pero del punto de vista fisico es mucho més légica porque mira hacia
esta parte del eje z de donde viene algo. El esquema “upwind”se muestra
en la Figura 12.

Se escribe
. 1 « » T
A AR
+c
k h

También debe satisfacer la condicién CFL. Por otra parte es menos
disipativo y dispersivo que el esquema de Lax. Ambos esquemas son pos-
itivos, es decir que una distribucién inicial positiva guarda esta propiedad
conforme avanza el tiempo. Ademds conservan la masa

Zufh: Zu?h

y la abscisa promedia Z se mueve con la velocidad correcta ¢

“ =0. (4.7)

v

Zx,—u{h =ct! +1

suponiendo que Y ; ulh = 1.
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.

Figura 12. Esquema Upwind

Del lado negativo, tanto el esquema de Lax como como el esquema Up-
wind son esquemas de primer orden solamente. Al introducir una correccién
disipativa ( o“viscosidad artificial”) al esquema siempre inestable (4.3), se
obtiene el esquema de Lax-Wendroff que se escribe

ultt — o] + uf.ﬁ —ul, _ cz_ku{H —2ul + o], —0 4.8
k ‘T on 2 h2 =0 (48

Es sometido también a la condicién CFL. Es mas preciso y menos disper-
sivo que los esquemas anteriores. Sin embargo, no conserva la positividad
como se ve en la Figura 13.

Sin dar més detalles, mencionaremos que el esquema Leapfrog de 3
niveles funciona muy bien en el caso hiperbdlico. Este esquema no se podi'a

usar en el caso parabdlico de la seccién anterior. Esto ilustra muy bien el
dilema que encuentra uno para discretizar ecuaciones que tienen un caricter
mixto parabdlico-hiperbdlico. El ejemplo tipico es la ecuacién de adveccién
(o conveccién)-difusién

1

Up = Uy + Fuzz, (49)

en donde P s el nimero de Péclet. Si P — 0, el caso limite es la ecuacién de
difusién. Al contrario, cuando P — oo, obtenemos en el limite la ecuacién
de adveccién. Este tipo de ecuaciones se encuentra en muchas aplicaciones,
muy importantes como lo son los problemas de difusién y transporte (=
adveccién)de contaminantes en el subsuelo o en la atmdsfera. Como lo
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hicimos notar, puede ser muy dificil encontrar un esquema que tenga buenas
propiedades tanto para la parte difusién como para la parte transporte en
un rango amplio de nimeros de Péclet. Una solucién muy usada en la
prictica consiste en el emplo de pasos fraccionarios: se integra la ecuacién
(4.9) de t a t/*! usando (en cualquier orden) el término de difusién solo o
el término de adveccién solo de digamos t7 a t*1/? y luego de t/+1/2 a ¢7+1,
En cada “paso fraccionario”, se usa un esquema discreto bien adaptado al
caracter parabélico o hiperbélico de la ecuacién considerada. Una referencia
reciente (y exhaustiva) es Marchuk [1991].

™S\

\

Figura 13. Un ejemplo de no conservacién de la positividad con el
esquema de Lax-Wendroff

Referencias

(1] BRENIER, Y.y HENNART, J.P. (1985) Introduction to Numeri-
cal Hyperbolic Equations, Com. Técnicas Serie Azul No. 84, IIMAS-
UNAM.

[2] MARCHUK, G.I. (1991) Splitting and alternating direction methods,
en Handbook or Numerical Analysis, Vol. I, P.G. Ciarlet y J.L. Lions
,.pp.197-462, North Holland, Amsterdam.



44

[3] STRANG, G. (1986) Introduction to Applied Mathematics, Wellesley-
Cambridge Press, Wellesley, MA 02181, USA.



LA FORMA DE LA TIERRA: HISTORIA DE SU BUSQUEDA Y
LAS MATEMATICAS QUE INTERVINIERON EN ELLA

MARIA DEL CARMEN JORGE
DEPTO. DE MATEMATICAS Y MECANICA
IIMAS - UNAM
APDO. POSTAL 20-726
DELEG. ALVARO OBREGON
01000 MEXICO, D.F.

INTRODUCCION

Desde tiempos inmemoriales el hombre ha mostrado interés por conocer el lugar

que habita y los astros que observa en el cielo.

Para el ano 1000 A.C. la astronomia ya estaba bien desarrollada en Babilonia,

aunque sus principios se originaron en Mesopotamia y Grecia, en ese orden.

Mientras los babilonios usaron modelos algebraicos para describir el movimientp -

de los astros, los griegos desarrollaron modelos geométricos.

El desarrollo de la agricultura obligé al hombre a determinar con precisién el
inicio de las estaciones. El equinoccio de primavera era apropiado para determi-
nar el inicio de esta estacion, de alli el interés de las distintas civilizaciones en

estudiarlo con detenimiento.

A fin de determinar con precisién los ciclos agricolas surge la idea de utilizar el
movimiento de la luna como manera de medir los meses. Al ciclo de 29 1/2 dias
que es el tiempo promedio entre dos lunas llenas a lunas nuevas, se le conoce
como mes sideral; redondeando a 30 dias por mes, se tomaron 12 meses como

aproximacién del aflo. Sin embargo, esta aproximacién hacia que el equinoccio

7
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de primavera se desplazara 10 dias cada afio. La agricultura no puede tolerar
tan cvidente error y en aquellos tiempos se opté por ignorar a la luna y basarse

en el movimiento aparente del sol para medir los ciclos agricolas.

En el afio 45 A.C. surge el calendario Juliano, introducido por Julio Cesar, en el
que establece el sistema de aﬁos bisiestos que conocemos en la actualidad, a fin
de compensar el error en la aproximacién del afio astronémico que consta de 365
1/4 dias. Pero resulta que en realidad el afio astronémico cuenta de 365 1/4 dfas
menos 11 minutos 14 segundos; aunque esta diferencia no parece significativa,

para el ano 1582 D.C. el error acumulado era de cerca de 10 dfas.

El papa Gregorio XIII resuelve el problema ordenando que el dia 5 de og::tubre
de 1582 se transforme en 15 de octubre de ese mismo aflo. Ademas propone que
ciertos afios bisiestos del calendario Juliano no se cuenten a fin de evitar nuevas
discrepancias. La regla para determinar estos afios es que cuando el afio bisiesto
termine en dos ceros se considerars bisiesto sélo si los digitos que preceden los
ceros son divisibles entre 4. El préximo afio bisiesto que se eliminard es el 2100.

A este nucvo calendario se le llama Gregoriano y es el que actualmente nos rige.

Aunado a estas discrepancias en la medicién del afio astronémico estaba la caren-
cia de buenos relojes para medir las horas. Adn durante la época de Newton las
longitudes y latitudes no se podian medir con precisién y por tanto los mapas no

eran veraces. La invencién de buenos crondémetros se dé a finales del siglo XVIII

y con ellos la precisién de los mapas mejora considerablemente.. La precisién en

la medicién de las longitudes y latitudes era crucial en la navegacién. De todo lo-

anterior resulta pues evidente la importancia de contar con una manera precisa

de medir el tiempo.

El efecto de un pequefio error puede llegar a ser determinante al ir acumuldndose,
como ilustra el ejémplo de! =alendario. Algo parecido ocurgié con los primeros
medidores de la forma de la Tierra. En consecuencia, durante los siglos XVII y
XVIII, se desarrolla una acalorada e interesante polémica sobre esta forma, la

cual se resefiard en la primera parte de este trabajo.:
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La segunda parte comprende la relevancia de la teoria de la gravitacion en la

determinacién de la forma de la Tierra y las matematicas en ella involucradas.
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PARTE I

PRIMERAS HIPOTESIS SOBRE LA FORMA DE LA TIERRA

Para los primeros griegos la Tierra tenfa la forma de un disco circular soportado
por un enorme océano arriba del cual se encontraba la semi esfera que forma la
béveda celeste. Esta nocién se encuentra en 16s trabajos de Homero y estuvo en
boga hasta el siglo VI A.C. El problema con esta figura es que no es claro qué
pasa con las estrellas, la Luna y el Sol después de que desaparecen por abajo del
oeste del horizonte. De alguna manera, crefan que estos astros circulaban hacia
el norte, por debajo del horizonte, para luego reaparecer en el este y continuar

su curso diurno.

Las observaciones astronémicas acabaron con la idea de que la Tierra era plana
pues algunas estrellas que eran visibles, por ejemplo en Egipto, no lo eran en
Grecia. Esto afirmaba el que la superficie de la tierra era de alguna manera

curva.

Anaximandro (610-547 A.C.) parece ser el primero en tener una idea sobre qué
clase de curva tenia la superficie terrestre. Crefa que de este a oeste la superficie
era plana mientras que de norte a sur se curveaba formando una especie de
cilindro. Con esta teorfa explicaba la diferencia en las observaciones astronémicas
entre Grecia y Egipto, cuya diferencia es esencialmente en latitud, ¥ al mismo
tiempo no violaba la idea mitolégica de que la regién de los muertos se hallaba

mas alld del oeste.

En las primeras etapas del cristianismo se le atribuia a Pitdgoras (550 A.C.)
la primicia de concebir a la Tierra esférica. Segin Teofrasto (un discipulo de
Sécrates), el crédito corresponde a Parménides y segln otros historiadores de la
época, a Tales de Mileto (600 A.C.). Parménides (finales del siglo VI A.C. y
principios del V) plantea un buen argumento para respaldar su idea; argumento
que ninguna otra forma que la esfera mantendria el equilibrio que mantiene la

Tierra. La esfericidad de la tierra, ademds, explica de una manera muy simple
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el movimiento de los astros pues una vez que estos llegan al oeste sencillamente

continian su trayectoria circular para reaparecer en el este.

Sin embargo esta idea no gané popularidad sino hasta més de un siglo después
durante la época de Platén. Los argumentos de Platén fueron filoséficos: como la
esfera era el cuerpo mas perfééto, que tenia la simetria mas perfecta y puesto que
la Tierra estaba en el centro del universo, ésta debia ser una esfera. A pesar de
que este argumento no era tan bueno como el que anticipé Parménides, el poder
de conviccién de Platén fue suficiente para que a partir de entonces ningin griego

suficientemente ilustrado dudara que la Tierra era redonda.

Es Aristoteles (384-322 A.C.) quien presenta un argumento decisivo sobre la
redondez de la Tierra. Durante un eclipse de Luna, cuando el Sol, la Tierra y la
Luna estan alineados, la sombra de la Tierra sobre la Luna es indudablemente

circular y a menos de que la Tierra fuera esférica esto no serfa posible.

Es muy probable que ain antes de Aristételes, los navegantes de aquella época
hayan llegado a la misma conclusién por la'simple observacién de cémo se ve

emerger a las protuberancias de la tierra conforme uno se va acercando a ellas.

Sin embargo, el argumento de Aristételes no serfa substancial si el eclipse lunar
ocurriera a una hora fija pues esto implicaria que tan solo se observa la sombra
de una. tnica parte de la Tierra. Como el eclipse ocurre a horas distintas de la
noche el argumento es vélido. Por otro lado, la observacién de los marineros
sobre la aparicién o desaparicién en el horizonte de las protuberancias terrestes,

tan solo indica que la Tierra es convexa pero no necesariamente esférica.

Algunas de las obras de los griegos y romanos sobrevivieron durante la edad
media y eran bien conocidas pues estaban traducidas al latin. Este es el caso
de la obra de Aristételes “De Coclo” y de la “Historia Natural” de Plinio; esta
tltima contenia los trabajos de Aristételes y Ptolomeo, en las cuales se soétem'a.

la esfericidad de la Tierra. -
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A pesar de que algunos ministros de la iglesia sostenian que de acuerdo a las
escrituras, la Tierra era plana, no todos compartian las mismas ideas y a través

de la edad media no se unificaron las teorias sobre la forma de la Tierra.

Un mito que ha circulado, atin en nuestros dfas, es que fue Colén quien probé que
la Tierra es redonda; en realidad Colén ya estaba convencido de que la Tierra

era redonda y su viaje tenia propésitos comerciales y no cientificos.

En todo caso fue Magallanes con su famoso viaje de 1522 quien, al darle la vuelta

al mundo, confirmé que la Tierra es redonda.

PRIMERAS MEDICIONES

Establecida ya la teoria de la forma esférica de la Tierra, fue natural plantearse
el problema de medir su tamafio, es decir su radio. La primicia de esta medicién

corresponde a Eratéstenes alrededor del afio 230 A.C.

Eratéstenes (276-195 A.C.) era cl director de la biblioteca de Alejandria, ca-
pital de Egipto, la biblioteca mas grande e importante de su época; un empleo
por cierto muy bien remunerado. Convencido de que la Tierra era redonda,
Eratéstenes concibié la idea de calcular su tamafio midiendo un arco del circulo
mayor del globo terraqueo. A este tipo de mediciones se les denomimna “medi-

ciones de grados”.

Suponiendo a la Tierra esférica, si s; es la longitud del arco sobre un circulo

mayor correspondiente a un grado, entonces el radio R de la Tierra satisface

s1= (1°)R = T;EER = R= %931.
Regfcszmdo a Eratéstenes, a unas 500 millas de Alejandria, en la primera catarata
del Nilo, se encuentra la ciudad de Asudn, en ella se encontraba un pozo profundo
muy particular. Durante el solsticio de verano al medio dia cuando el sol estaba
_mds alto y se encontraba en el cenit, su luz iluminaba cl fondo del pozo. Esto es

equivalente a decir que en Asudn, ese dia y a csa hora, el sol no producia sombra

alguna sobre una vara vertical.
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Al mismo tiempo en Alejandria, el sol producia un dngulo con la vertical estimado

en 7° 12’ el cual es exactamente 1/50 de la circunferencia.
f

Eratéstenes supuso: 1) la distancia entre Alejandria y Asuén es conocida, 2) am-
bas ciudades se encuentran sobre un mismo meridiano, de modo que Alejandria
estd al norte de Asudn pero ambas tienen la misma longitud y la diferencia de

latitud de estas dos ciudades es precisamente 7° 12°.

Prosiguid resolviendo el problema geométricamente. Para su fortuna, desde hacia
b

50 anos el trabajo de Euclides, los “Elementos”, era bien conocido. En él se

probaba que si dos rectas paralelas son intersectadas por una tercera recta, los

angulos alternos internos son iguales. Ver Fig. 1.

Alejandria

7012' - ' | Asuén

Fig. 1

Luego procedié a calcular la distancia entre las dos ciudades, tal vez utilizando
a corredores profesionales (muy comunes en esa época para llevar mensajes ur-

gentes).

Como el angulo 7° 12’ ¢s 1/50 de la circunferencia de un circulo mayor . de la
Tierra, multiplicando por 50 la distancia obtenida se tiene una aproximacién de

la circunferencia de la Tierra.
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De esta sorprendente tarea, Eratéstenes obtuvo un didmetro para la Tierra de
7,850\fni11as, valor tan solo 70 millas menos que el valor actualmente conside#ado.
"Pero segiin otros autores Eratdstenes fall6 en un 16% en sus mediciones. La
divergencia entre los valores obtenidos por Eratéstenes se debe al tipo de medida
que usé, el “estadio”, para la cual existian tres versiones distintas: 157 metros
para el utilizado en los viajes, 185 metros para el olimpico y 210 metros para
el estadio real de Egipto. Segtn Plinio, Eratéstenes utilizé el primer estadio; si
hubiese utilizado el estadio olimpico el error seria de un 17% respecto al valor

actual.

Varios errores de medicién se conjuntaron favorablemente en el trabajo de Eratos-
tenes. En primer lugar Alejandria y Asuén no estan sobre un mismo meridiano,
hay una diferencia de cerca de 3° de longitud. Sin embargo el sol no estaba
estrictamente arriba de Asudn sino que producia una sombra con la vertical de
aproximadamente 22’ y ademds, la diferencia en latitud entre las dos ciudades
es en realidad de 7° 5°. Asi, el error en una medicién de alguna manera era
compensado por el error en las otras en lugar de ir acumuldndose, produciendo

un error final del uno por ciento.

El método utilizado por Eratostenes fue excelente y salvo algunas modificaciones

se siguié utilizando los 1,000 afios siguientes.

En el afio 814 D.C. el califa de Bagdad, Al Mamoun, emprendié el famoso
proyecto en que midié un grado de latitud. En el desierto llano al norte de
Damasco se organizaron dos grupos de jinetes. Después de determinar la altitud
de la estrella polar en el punto de partida, un grupo se dirigié hacia el norte y
otro hacia el sur. Cuando ambos alcanzaron un punto en el que la altitud de
la estrella polar cambié por un grado de la medicién previa, ambos grupos se
regresaron al punto de partida midiendo la distancia recorrida. El promedio de

esta distancia para ambos grupos fue de 71 millas.

En 1525 el francés Jean Fernel calculé la distancia entre Paris y Amiens contando

las revoluciones de una de las ruedas de la carreta en que viajaba. Como ambas
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ciudades estan casi en el mismo meridiano, después de medir las altitudes de las

dos ciudades estimé en 69.1 millas el grado de latitud.

Otras mediciones fueron la de Willebrord Snell en 1617 en Holanda con una cifra
de 66.6 millas el grado de latitud. Norwood en Inglaterra en 1635 estimé en 69.5
millas el grado de latitud‘y Riccioli en Italia en 1650 aseguré que el grado de
latitud mide 76.3 millas.

Como dato curioso Delambre y Mechain en los afios 1792-1798 volvieron a medir
el meridiano de Paris entre Dunkerque y Barcelona con el propésito de establecer,
en 1792, la primera definicién del metro como “la diez millonésima parte del

cuarto de meridiano que pasa por Paris”.

La forma exacta de la Tierra se logré establecer sdlo después de hacer extensas

mediciones de arcos de circulos mayores en varias regiones del globo.

La mas cuidadosa de las primeras mediciones de grados la realizé el abate Jean
Picard en Francia entre 1669-1670. Ademds de promover junto con otros astro-
nomos (Huygens y Auzot) el establecimiento del observatorio de Paris, tz;mbién
colaboré en el desarrollo de aparatos para medir el didmetro de los cuerpos
celestes mediante la adaptacién del micrémetro al telescopio. Picard llegé a ser
un verdadero experto en el uso de este instrumento. Muchos fueron los proyectos

en los que Picard trabajo, entre ellos la elaboracién de un nuevo mapa de Francia.

Recordemos que en ese entonces Francia era una potencia econémica y cultural en
Europa y a la vez escenario de las guerras provocadas por la politica expansionista
de Luis XIV. Tanto por razones estratégicas o econdmicas, conocer con mayor
exactitud el territorio francés era de vital importancia para la corona. Por ello
los proyectos de Picard y mds adelante de Cassini, para elaborar un nuevo mapa

de Francia, contaron con todo el apoyo econémico de parte del gobierno.

A diferencia de su coterraneo Fernel, Picard puso mucho vidado en la medicién
del arco de meridiano entre Paris y Amiens. Fernel simplemente sigui6 el camino
principal entre Paris y Amiens sin importarle que éste  -icra curvas. Picard

por el contrario, localizé las partes mas llanas del terreno ; ~bres de bosques que



54
pudieran impedir la visibilidad. Por ello decidié utilizar los pueblos de Sourdon y
Malvoisine que estaban casi en el mismo meridiano, a una distancia de 80 millas

uno del otro, localizados en una franja de terreno muy llano.

Para hacer sus mediciones Picard mejord el método de triangulacién primero

introducido por Tycho Brahe en 1589 y luego por Snell en 1697.

Picard comenzé sus mediciones estableciendo primero una linea base de casi
siete miillas sobre un camino recto pavimentado. Utilizé 4 varillas de 2 toesas
(medida francesa que equivale a 1.946 metros) de longitud y una cuerda larga
para ascgurarsc de su rectitud. Luegb de medir su linea base AB para asegurarse
de su exactitud, llegd a que ésta media 5,663 toesas. Eséogié trece lugares como
estaciones para hacer la triangulacién en lugares tan diversos como: la torre del
reloj de Brie-Comte-Robert, una vara de f}ladera enterrada afuera de la Torre
de Monjay, etc. Para mayor precisién utilizé un cuadrante de diez pies de radio
en el que monté dos telescopios (uno fijo y otro movible) equipados cada uno
de sus focos por dos hebras cruzadas. Esta es la primera ocasién cn que se usa
tal aditamento y el crédito de su creacién corresponde exclusivamente a Picard.
Con el cuadrante en la estacién A y en posicién horizontal, orienté el telescopio
fijo en direccidén de la base AB y con el otro telescqpid localizé la estacién C. Asi
obtuvo el 4ngulo BAC. Repitiendo este procedimiento en la estacion B obtuvo
el 4ngulo CBA. Conocida la distancia AB y los dos angulos se pueden obtener

los lados AC' y BC ya que para cualquicr tridngulo ABC se cumple”
\
- AC . AB - BC
sen ABC ~ sen BCA  sen CAB'

La medicién del primer tridngulo arrojé los siguientes datos: dngulo CAB = 54°

4’ 35", d4ngulo CBA = 95° 6’ 55”, por lo tanto

(5663 toesas) sen (54°4'35”)
B sen (95°6/55”)

Aunque la férmula anterior parece muy simple, la magnitud de las cantidades

CB ~ 8,953 toesas.

que tuvo que manejar Picard hacia la tarea muy latosa, a pesar de que hacia ya

un siglo que se contaba con tablas de valores de las funciones trigonométricas.



55
Afortunadamente para Picard, el escocés John Napier habria inventado y publi-
cado las primeras tablas trigonométricas en 1614, cuya versién de 1624 mejorada.

por Henry Briggs, era de uso comun al tiempo que Picard hizo sus mediciones.

La Fig. 2 a continuacién muestra las distintas etapas seguidas en las mediciones.
Una segunda linea base XY fue erigida por Picard sobre la cual realizé algunas

otras triangulaciones como mecanismo de verificacién.

N Sourdon

Clotmont |

19
Javon

Hareitil G

MHalvoisine

Fig. 2

Finalmente Picard tuvo que hacer unas correcciones debido a que Sourdon y
Malvoisine no estdn en realidad sobre un mismo meridiano, Malvoisine estd un

poco hacia el cste del meridiano. Esto signiﬁca\ﬁ que los puntos NIGE no estan

.
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sobre una linea recta respecto a la direccién norte-sur sino que tiene la forma
mostrada en la Fig. 3. '
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Fig. 3

Después de las correcciones pertinentes, Picard llegé a la cifra 68,347 toesas
como la medida del arco de meridiano entre Sourdon y Malvoisine. Como tltima
verificacién midi6 las altitudes de la estrella llamada “Rodilla de Casiopea” desde
ambas ciudades, para ello construyé un sector de cenit de 10 pies. Obtuvo una

diferencia en latitud de 1° 11’ 57” y de aqui calculd el grado de latitud en 57,060
toesas.
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No obstante el cuidado que caracterizé el trabajo de Picard también cometi6
errores, en parte porque no contaba con las facilidades para hacer mediciones
" precisas; pero de ningin modo su resultado es desacreditable. Esta medicién fue
. ¢l inicio de un proyecto mayor, el producir un mapa de Francia. El trabajo se
inicié en 1679 bajo la supervisién de Picard y a su muerte acaecida en 1682, lo
continué G. D. (Giovanni Domenico) Cassini (1625-1712)* y més adelante su hijo

Jacques y su nieto, todos ellos astrénomos.

Cuando G.D. Cassini' continué el trabajo de Picard sobre el nuevo mapa de
Francia adn no se descubrian los errores cometidos en la medicién del meridiano.
Al utilizar estos datos, Cassini llegé a la conclusién de que el arco de meridiano

se hacfa cada vez menor conforme uno se aleja del ecuador rumbo al norte.

Esto sugeria que la Tierra cra una esfera oblonga, es decir, achatada en el ecuador

y alargada en los polos.

Al presentar el nuevo mapa a Luis XIV se cuenta que éste comentd con ironia
que habia perdido con sus astrénomos més territorios de los que pudo conquistar
con sus ejéreitos. Lo cierto es que los perfiles del territorio francés elaborados

por G.D. Cassini reducian la extension de los dominios del Rey Sol.

En 1671 el gobierno francés, aconsejado por Cassini, envié a Jean Richer a la isla

de Cayenne situada a 5° al norte del ecuador, para efectuar experimentos con el

Profesor de astronomia en Bolonia en 1650, se hizo farpbso por su libro sobre el
cometa de 1652. En 1664 logré mayor fama al segﬁir el curso de un cometa en
presencia de la reina de Suecia. Esta ée interesé tanto en el cometa que paséd
noches enteras participando en la observacién. Todas las predicciones hechas por
Cassini sobre el cometa se cumplieron. Escribe su recoleccién de los hechos en
un libro que publica en Roma en 1665 y que dedica a la reina.

Se destacé particularmente por la precisién de sus tablas sobre los periodos de -
rotacién de Marte, Venus, Jupiter y sobre todo de la rotacién de los satélites de
Jupiter. Esto atrajo la atencién de Picard e hizo que lo invitara a Francia donde

radicé y trabajé hasta el resto de sus dias.
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péudulo y realizar observaciones astrondmicas. Durante el aflo que permanecid
Richer en la isla, observd que el péndulo del reloj se atrasaba 2'28” por dia
y descubrié que debia acortar la longitud dc_f péndulo ajustado a la-latitud de
Paris para que no se atrasara. El movimiento erritico del péndulo ya habia sido
observado antes; Picard lo noté al estar efectuando sus mediciones pero no le dié

la importancia que tiene.

Fué el genio de Isaac Newton quien conjunto las observaciones de Richer sobre el
péndulo, las mediciones de Picard y la forma de esfera achatada en los polos del
plancta Jupiter (descubierta por el propio G.D. Cassini), para dar una explicacién
de los hechos. En 1687 publica su obra “Principia” en la que introduce un

concepto revolucionador del universo de su época: la ley de gravitacién universal.

NEWTON VS, CASSINI

A partir de Newton sc abren nuevas posibilidades en el estudio de la forma de la
Tierra. Los métodos puramente geométricos utilizados en los siglos XVI y XVII

son ahora cnriquecidos por la teoria de la gravitacién.

Newton razoné de la siguiente forma: si la Tierra no girara alrededor de su eje en-
tonces todas sus particulas, sometidas a la atraccién mutua, deberian formar un
cuerpo con forma de globo. A consccuencia de la rotacién de la Tierra alrededor
de su cje, en cada punto surge una fuerza centrifuga que actia perpendicular-
mente al cje de rotacién y tiende a alargar a la tierra en direccién del ecuador.
Evidentemente esta fuerza scra maxima en todos los puntos del ecuador, e igual
a ccro en los polos. De aqui se deduce, segin Newton, que la Tierra a raiz
de su diaria rotacién debe tomar una forma parccida al clipsoide de revolucion

achatado en los polos.

Hooke también concibié la forma de la Tierra como una esfera achatada, incluso
antcs que Newton, y asi lo establece en su obra “Sobre Cometas y Gravedad” de

1682.
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En lugar de seguir el camino deductivo trazado por Descartes, Newton siguc el
inductivo delineado por Galileo. En vez de partir de hipdtesis generales acerca de
la naturaleza para llegar al conocimiento de hechos particulares, Newton parte
del conocimiento de los hechos experimentales para llegar gradualmente a una
sistematizacién més simple y comprensible. El llegd a su teorfa de la gravitacién
universal, de la sistematizacién de datos proporcionados por la experiencia; como
por ejemplo las leyes de Kepler sobre el movimiento de los cuerpos celestes y las

leyes de Galileo sobre la caida de los cuerpos pesados.

La aparicién de la obra “Principia” de Newton en 1687, representaba de alguna
manera un cuestionamiento al trabajo de Descartes y naturalmente no fue bien
acogida por los franceses. Sobre todo cuando acababa de aparecer la obra de
Fontenelle (secretario perpetuo de la Academia de Ciencias de Paris) “Pluraridad
de mundos”, en la que exponian de manera accesible para el publico general las
ideas de Descartes. Como las ideas de Newton eran mas dificiles de entender,
~no fuc sino hasta la tercera o cuarta década del siglo XVIII en que los franceses
aceptaron las hipdtesis Newtonianas. Voltaire publica una versién popular sobre

la “Filosofia Newtoniana” cincuenta afios después de la aparicién de “Principia”.

Para comprobar la teoria de Newton sobre la forma de la Tierra era necesario
determinar la longitud de un arco de meridiano de un grado de latitud en distintas
latitudes. Si la longitud del grado de meridiano en la latitud norte resultaba
mayor que en la del sur entonces se demostraria que la Tierra cstaba -achata,da

en los polos.

Como se mencioné antes, debido a los errores acumulados en las mediciones desde
Picard, G.D. Cassini en 1700 llegd a una conclusién contraria a la hipdtesis de
Newton. Desde ese momento se inicia una larga polémica sobre la forma de la

Tierra que habria de concluir muchos afios después.

D’Alambert dice en el articulo “Figure de la Terre” (1756) comprendido en la
famosa “Enciclopedie™ “Se creyé qﬁe estaba en juego el honor de la nacién

dejando a la Tierra tomar una figura extrafia, una figura imaginada por un
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inglés (Newton) y un holandés (Huygens)... Paris, y la misma Academia, se

.dividié entre los dos partidos”.

No es sino hasta 1718 en que Jacques Cassini publica su obra “De la grandeza
y de la figura de la Tierra”, donde compendia todas las mediciones hechas en

Francia. Sus resultados parecian ser prueba de que Newton estaba equivocado.

En 1735 la Academia de Ciencias Francesa decide poner fin a esta disputa or-
ganizando dos expediciones para medir un arco de meridiano en el circulo polar
~ értico y otro en el ecuador. Las expediciones estuvieron comandadas por dos
jévenes cientificos, Maupertuis y La Condamine, de singulares caracteristicas.
Ambos fueron soldados y como tales vivieron experiencias azarosas que de al-
guna manera moldearon sus personalidades y los prepararon para la aventura.
Esta interesante combinacién de cientifico-aventurero, ideal para proyectos como
los organizados para medir los arcos de meridiano del ecuador y del circulo polar

4rtico, fue de suma importancia para concluir con éxito ambas expediciones.

EXPEDICION AL ECUADOR

La primera expedicién parte al Perd en 1735. Charles-Marie La Condamine
(1701-1774) fue quien propuso primero a la. Academia Francesa que mandara
una expedicién a Cayenne en 1733. Como La Condamine era un miembro muy
joven dentro de la Academia su sugerencia no fue escuchada. Sin embargo la idea
resulté atractiva a Louis Godin, miembro prestigiado de la Academia, quien logré
que se le nombrara. jefe de la expedicién aunque al final resultd ser quien menos
contribuyé en ella. Naturalmente La Condamlne también es nombrado por la

Academia asi como el astrénomo y ‘matematico Pierre Bouguer (1698-1758).

A sus 30 afios La Condamine era bien conocido en Paris. Sus aventuras de su
época. de soldado y sus viajes por Constantinopla y el Mediterrdnero oriental
habian hecho de él una figura legendaria. Seguidor de las ideas Newtonianas fue

nombrado “quimico adjunto” en la Academia Francesa en 1730.
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Bouguer, aunque mejor cientifico que Godin o La Condamine, estaba lejos de
ser el compafiero ideal para la expedicién. De constitucién poco saludable y mal
caracter, al finalizar la expedicién se convierte en enemigo de La Condamine

- hasta el resto de sus dias.

Otros miembros de la expedicién fueron el boténico Joseph de Jussieu (1704-
1779); Verguin ingeniero naval encargado de hacer los map'as; el relojero y experto
en instrumentos Hugo; Morainville responsable de historia natural; dos jévenes
asistentes Couplet y Godin des Odonnais pariente de Godin, y el cirujano Se-
niergues. La expedicién parte de La Rochelle hacia la Martinica a mediados de
may6 de 1735. Cuando arriban a Cartagena, Colombia en noviembre de ese afio,
se unen al grupo dos jévenes oficiales na.véles espaiioles, Jorge Juan y Antonio
de Ulloa (de 21 y 19 afios respectivamente), nombrados por el rey Felipe V de
Espafia como participantes en la expedicién por parte de dicha nacién (y también

a manera de espias del grupo extranjero dentro de los dominios de Felipe).

La expedicién estuvo plagada de contratiempos. La burocracia espafiola que
reinaba en Ecuador, Peri y Colombia as{ como la naturaleza de la region, ademas
de conflictos personales de algunos miembros de la expedicién, se conjuntaron

para hacer el trabajo tremendamente lento y con tragedias que lamentar.

Seniergues se ve involucrado en lios amorosos y termina asesinado por una chusma
en una plaza de toros. Couplet, el mas joven y vigoroso de los expedicionarios,

contrae una fiebre que acaba con él en veinticuatro horas.

La guerra de la oreja de Jenkins entre ingleses y espafioles en 1739 que tiene lugar
en Cartagena, Colombia y Porto Bello, Panami, obliga a los espafioles Juan y
Ulloa a abandonar la expedicién para ayudar en la lucha contra los ingleses;

regresan a continuar las mediciones un aflo més tarde.

La triangulacién comenzé al noroeste de Quito en el llano de Yaruqui en agosto
de 1737 y termind en julio de 1739. Construyeron alrededor de dos docenas de
estaciones algunas de ellas en las altas montafias que estaban a cada lado del

valle. La longitud de la triangulacién fue de alrededor de docientas millas. Ver
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Fig. 4. Al final de la medicién en 1740 surgi6 un conflicto mas. Antes de iniciar
su regreso a Francia, la Academia Francesa ordené a La Condamine que erigiera
una pirdmide en cada extremo de la linea base a manera de signo permanente
de la labor all realizada. Cuando la inscripcién conmemorativa se grabd en las
bases de piedra que sustentarian a las pirdmides, Juan y Ulloa se indignaron
al encontrar sus nombres en la parte més baja del texto bajo la categoria de
“asistentes”. Ademds aunque se hacia mencién de Felipe V, no se decia que el
trabajo se habfa realizado bajo sus auspicios y para colmo las pirdmides serfan
coronadas por una enorme flor de lis, emblema real de Francia. La cuestién fue
llevada a la corte; a pesar de que los franceses aceptaron cambiar las inscripcionés,
en 1742 el gobierno espafiol ordena que las pirdmides sean desmanteladas. Casi
100 afios después, en 1836, el presidente Rocafuerte de Ecuador mandé erigir las
pirdmides que hoy pueden verse en el Valle Yaruqui pero no marcan el lugar real

donde estuvo la linea base pues con el tiempo se perdid su localizacion.
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La reptblica del Ecuador debe su nombre precisamente a este gran proyecto
cientifico. La huella dejada por este Brupo de cientificos fue tan evidente en el
Reino de Quito, que los prlmeros proceres de la independencia le dieron a las

tierras conquistadas al imperio espafiol el nombre de Ecuador.

Ademas de la triangulacién se realizaron observaciones astronémicas y se levan-
taron mapas; Godin realizé experimentos sobre la velocidad del sonido y Bouguer
al experimentar con el péndulo descubrié que la presencia de una gran montaria

de masa causa una defleccidén en las lineas de fuerza de la gravedad. A este
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fenémeno se le conoce hoy en dia como “anomalia de Bouguer”. Jussieu rea-
. . . . . 4

liz6 investigaciones en boténica y mandé a su hermano Bernard, qué estaba en
Francia y también era botanico, una gran variedad de plantas nuevas. También

obtuvo un extracto de quinina.

Bouguer regresa a Francia en 1744. Sus dificultades con La Condamine ya habian
comenzado y siendo él mejor cientifico que La Condamine, resintié la aclamacién
con que éste fue recibido en Francia acrecentando su rivalidad. Lo que es indu-
dable es que sin el liderazgo de La Condamine la expedicién hubiese fracasado.

Bouguer sigui6 investigando en diversas 4reas hasta su muerte acaecida en 1758.
L

Hugo y Morainville se quedaron en Sur América. Godin trabajé un tiempo en la
Universidad de San Marcos en Lima hasta 1751 en que va a Espaiia para dirigir
la Academia Naval en Cadiz. Jussieu se queda en Sur América coleccionando

nuevas especies y regresa a Paris en 1771,

La Condamine fue elegido miembro de la Academia Francesa en 1760 y hasta su
muerte en 1774 se involucré en muchos proyectos; uno de ellos fue la campaiia
de inoculacién contra la viruela (de la cual é] fue también victima durante su

juventud) en Francia e Italia.

EXPEDICION AL CIRCULO POLAR ARTICO

Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) fue el joven cientifico nombrado
por la Academia Francesa para encabezar la expedicién a Laponia para medir
el arco de meridiano de Kittis. La idea de ir al circulo polar 4rtico a medir el
grado de latitud cerca del polo norte, fue de Maupertuis y surgi6 después de que
la.ve_xpedicién al Perd habia ya partido! A pesar de que esta expedicién partié un

afio posterior a la del ecuador, concluyé mucho antes de ésta.

Ex-oficial de los famosos Mosqueteros Grises, Maupertuis encontraba aburrida
la época de paz. Se establece en Paris como misico y cortesano. Més adelante

continia sus estudios en matematicas y su avance es notorio. Estudia con los
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Bernoullis y produce algunos articulos brillantes en mateméticas; también pub-

lica un articulo sobre escorpiones y otro sobre salamandras. En 1731 se vuelve
“pensionnaire” en geometria en la “Academia Real”. En 1728 es elegido miembro
de la “Royal Society” de Londres. Entre 1732-35 publica sus obras “Figures des
Astres”, “Sur le Loix de ’Atraction” y “Sur la Figure de la Tierre” jen los que
defiende las ideas de Newton y la teorfa de una Tierra de forma achatada en los

polos.

Los acompafiantes de Maupertuis nombrados por la Academia fueron: su inse-
parable amigo Alexis Claude Clairaut (1713-1765), nifio prodigio y genio matems-
tico elegido como miembro de la Academia Francesa a los dieciséis afios; Pierré-
Charles Le Monnier joven asténomo; Charles Camus, relojero experto; como
secretario De Sommereux; el dibujante D’Herbelot y el abate Outhier. Otro
interesante personaje se unié a este grupo de cientificos franceses, Anders Cel-
sius (1710—1744) profesor de astronomia (al igual que su padre y abuelo) de la

Universidad de Upsala, Suecia.

Ya conformada la expedicién parten de Dunkerque hacia Suecia el 2 de mayo de
1736. Dos semanas después arriban a Estocolmo donde son recibidos por el rey
quien les advierte de lo peligroso que era el viaje que iban a emprender. Después
de esta advertencia y de lo accidentado del viaje a Suecia, decide Maupertuis
continuar la expedicién por tierra y despachar sirvientes y provisiones por barco.
La oficina real encargada de hacer mapas les facilité copias muy precisas de los
mapas de las regiones costeras alrededor del Golfo de Bothnia, lugar en que

planeaban hacer sus mediciones.

Dos semanas después llegan a Torneo, principal pueblo del sur de Laponia. La
primera idea de Maupertuis era la de utiliza;r las distintas islas del Golfo de
Bothnia para, hacer’ sus mediciones pero al darse cuenta que las islas eran muy
bajas y boscosas y por tanto la visibilidad muy mala, decidid realizar su trian-
gulacién a lo largo del rio Torneo cuyo curso iba casi en la direccién norte-sur
desde el circulo Polar hasta el Golfo de Torneo. Para fortuna de Maupertuis en

ambas riberas del rio se elevaban picos que pudieron servir como estaciones para
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la triangﬁlacién. Adtn asi el trabajo no fue facil, lo accidentado del terreno, los
insectos y el agobiante calor del verano hicieron enfermar a varios miembros del
grupo. El mds joven de ellos, Le Monnier (21 afios) no soporté y tuvieron que
mandarlo a Oswer Torneo para que se recuperara. Herbelot a punto de ahogarée

en el rio se le unié mds adelante.

En 63 dias realizaron las mediciones de todos los dngulos para lo cual utilizaron un
cuadrante de dos pies de radio provisto de un micrémetro, instrumento muy ge-
neralizado para entonces. Las técnicas para las mediciones fueron basicamente las
utilizadas por Picard con la diferencia de que los instrumentos habian mejorado
y, mds importante ain, para evitar errores se sistematizaron las mediciones.
Maupertuis fue muy cuidadoso a la hora de efectuar las mediciones, distintos
grupos efectuaban la misma medicién a fin de llegar a una lectura final que no
diferiera mucho de las lecturas individuales. La triangulacién final se muestra en

la Fig. 5.
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Ya en visperas del invierno tuvieron que apresurar sus observaciones astronémicas
de verificacién en Kittis. La constelacién Draco fue utilizada para ello. Lograron

llegar a Torneo justo antes de que se congelara el rio, donde tomaron'la altitud

de la estrella escogida al igual que se hizo en Kittis.

67
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En diciembre se efectud la medicién de la linea base y durante el resto del invierno
se dedicaron a rechecar las mediciones obtenidas y a montar una linea base

auxiliar.

Durante el crudo invierno que vivieron estos cientificos en Laponia, observaron
que algunos de sus termémetros se congeiaban y otros eran poco eficaces para
marcar las temperaturas muy bajas.‘ Estas experiencias vividas por Celsius,
influyeron para que en 1742 desarrollara su termdémetro de mercurio con escala

centigrada que utilizamos hoy en dia.

Las mediciones eran concluyentes, el arco de meridiano medido en el Circulo
Polar era mayor que el medido por Picard, luego Newton estaba en lo cierto. La

confirmacién final vendria del grupo del Ecuador.

También se utilizé el péndulo para apoyar las mediciones efectuadas. Se observo
que el péndulo ajustado parala latitud de Paris se adelantaba 59 segundos diarios.
Esto demostraba, junto con las mediciones de Richer en el ecuador, que la fuerza
gravitacional era mayor en los polos que en el ecuador. Asi, mientras la longitud

del péndulo se debia acortar cerca del ecuador, cerca del polo ésta debia alargarse.

Faltaban atin muchos afios para que se conocieran los resultados de la expedicién
al ecuador; es facil imaginarnos cémo se sintié La Condamine cuando el éxitg
de la expedicién a Laponia fue de su conocimiento. Para ese entonces apenas

comenzaba su triangulacién.

Maupertuis y sus comparieros retornan a Paris, atravesando ain por varias difi-

cultades, y presenta su reporte final a la Academia en noviembre de 1737.

Cassini y sus seguidores acogen la noticia, como era de esperarse, con recelo y
amargura (pues destruia el trabajo de su padre y su abuelo) y cuestiona la veraci-
dad de las mediciones de Maupertuis. Celsius defiende sus resultados criticando
sin misericordia las mediciones efectuadas por los Cassini. Estos responden con
ataques personales sobre “la moral” de Maupertuis y su grupo aludiendo al hecho
de que éste regresé a Paris con la amante finlandesa que le hizo la estancia en

Laponia menos pecnosa.
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Para colmo de males Maupertuis se enemista con el cardenal de Fleury debido
a que este ltimo, en nombre del rey, distribuyé dinero a los miembros de la
expedicién, incluyendo una cantidad extra para su lider. Para Maupertuis esto
- fue un insulto y se negd a aceptar el dinero arguyendo que el honor de sus logros
era suficiente recompensa. El tono fue subiendo hasta que Maupertuis le sugiere
al cardenal que le dé el dinero a su sirviente que afronté con él los peligros de la

expedicién. Sobra decir cémo lo tomé el cardenal.

Cansados de esperar los resultados de La Condamine, Cassm1 publica en 1744
nuevas mediciones francesas que confirmaban los errores cometidos por sus an-
tepasados. Con esta publicacién termina la ya larga disputa entre ambos gru-
pos. Voltaire, amigo de Maupertuis desde hacia varios afios, lo bautiza como “el

aplanador de la Tierra y de los Cassini”

Sin embargo los problemas de Maupertuis no acaban alld. Fleury interviene en
la Academia para que né se le otorgue la membresia. Ya muerto el cardenal se le
otorga la tan anhelada membresia en 1743 pero su discurso inaugural no es bien

visto por la Academia.

Con todo lo sucedido desde su regreso de Laponia no es de extrafiarse que Mau-
pertuis aceptara la invitacién de Federico cl Grande para unirse a sus planes de
hacer de la Academia de Berlin algo grande. En 1744 se va a vivir a Berlin y

contrae matrimonio con una dama de la corte de la reina.

Voltaire, amigo de antafio de Maupertuis, se une al grupo de Berlin en 1751
después de afios de insistencia por parte del rey. Su decisién llega después
de que su amante de veinte afios, la matemdtica Emilie Du Chaételet, mucre a

consccuencia de un parto.

A corto tiempo de su llegada a Berlin, Voltaire y Maupertuis, tan amigos desdc
mucho ticmpo atrds, sc enfrentan por dificultades surgidas entre Voltaire y el
rey. v entre Maupertuis y el matemdtico Koening. La satira de Voltaire se vuelca
sobre su antiguo amigo v cn su libro “Micromegas” de 1752 lo ridiculiza, lo mismo

que en su obra “Diatribe du Dr. Akakia”. A pesar de que Federico le pidid que no
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publicase el libro, Voltaire suprime la edicién alemana pero lo publica en Francia.
Esto costé a Voltaire su permanencia en Alemania, sin embargo el dafio causado
a Maupertuis fue ya irreparable. En julio de 1759, Maupertuis muere despﬁés de
una larga enfermedad, lleno de amagura por el dafio ocasionado por su antiguo

amigo y admirador.

DESARROLLOS POSTERIORES

- Las expediciones de Maupertuis y La Condamine fueron concluyentes para de-
terminar la figura de la Tierra como la de una esfera alargada en el ecuador. Sin

embargo muchas cuestiones faltaban por resolver.’

El siglo XX produjo las primeras tablas de arcos de meridiano cada 10 minutos

de latitud partiendo del ecuador.

La grafica mostrada en la Fig. 6 fué publicada en “Geographical Journal” en
1941 y compara [as mediciones efectuadas en los siglos XVII.y XVIII con las de

la actualidad.

Resulta impactante observar en la grafica que a pesar del cuidado con que Mau-
pertuis realizé sus mediciones, su resultado sea tan equivocado. Los resultados
de Bouguer y La Condamine por otro lado son sorprendentemente cercanos al
actual. También se puede ver que Picard estuvo cerca del resultado correcto

mientras que G.D. Cassini muy lejos.

Ninguna de estas equivocaciones merece que el trabajo realizado por estos prime-
ros medidores de la Tierra sea despreciado. El esfuerzo en hacer sus calculos lo
mejor posible, se di6 y sus métodos sirvieron como punto de partida de sus

sucesores.
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(after Geographical Journal 98 (1941) p. 292)
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Fig. 6

En la segunda mitad del siglo XX y gracias al fuerte desarrollo de los satélites
artificiales, durante 1966-1971 la dependencia U.S. “Coast and Geodetic Survey”
implementé un proyecto de triangulacién mundial realizada a partir de las ob-
servaciones del satélite “Pageos”. La red mundial se formé de apr'oximadamentc
45 estaciones, en su mayorfa uniformemente distribuidas sobre la superficic del

globo, a una distancia promedio de 4,000 Km. “/er Fig. 7.

Se realizaron un total de 14,500 observaciones desde el espacio mediante camaras
balisticas especiales. A fin de determinar la escala de la red, se realizaron medi-
ciones astro-gcodésicas convencionales en algunas de las estaciones. Las posi-

ciones tridimensionales de las 45 estaciones fueron determinadas con un error
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promedio de £4.5 m, con excepcién de cuatro estaciones donde el error no so-

brepasé los 6 m.

)

7 N, A 2 ~
5 A U O N N A A AT S
AL Walkl Thimgulitun Negwork Usag Anificial Saeliites

Fig. 7

iQué maravillados quedarian Eratéstenes, Snell, Picard, los Cassini, Maupertuis,
La Condamine, Clairaut, Bouguer y demas medidores pioneros de la Tierra, si

pudieran ver esta figura!
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PARTE II

EL PAPEL DE LA GRAVEDAD

Newton establece la ley de gravitacién universal en los siguientes términos: “dos
puntos materiales se atraen entre si con una fuerza que es directamente propor-
cional a sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre

- 1
ellos; la direccién de esta fuerza coincide con la recta que une estos dos puntos”.

A partir de esta ley se implementa el método fisico para el estudio de la ﬁgura,
de la Tierra. La cuestién se plantea como el estudio del equilibrio de un cuerpo
liquido o viscoso que rota, en el que todas sus particulas se atraen segin la ley

de atraccién universal,

La formacién del aspecto exterior de la Tierra, surgid bajo la accién de las.fuerzas

gravitacionales, es decir, la fuerza de atraccién y la fuerza centrifuga.

Se denomina campo de gravitacién de un cuerpo al conjunto de fuerzas de
atraccién de las particulas elementales del cuerpo en el espacio que lo rodea.
La accién total del campo de gravitacién de la Tierra y la fuerza centrifuga

forman al campo de las fuerzas de graveda,d.

El conocimiento del campo gravitacional de la Tierra es imprescindible en los
célculos relacionados con el lanzamiento de los satélites artificiales de la Tierra y
el célculo de sus érbitas. Las mediciones del campo gravitacional se utilizan en

geologia, astronomia y otras ciencias.
Veamos cémo se calcula la fuerza de gravedad.

Sobre un punto A en la superficie terrestre actian dos f ierzas; la de atraccién

terrestre AF y la centrifuga AQ perpendicular al eje de rotacién PO como mues-
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tra la Fig. 1. Denotando a § como la fuerza de gravedad, F la fuerza de atraccién

y Q la fuerza centrifuga, se tiene que

F=F+4Q (1)
A
P
S,
— >
0 R

Fig. 1

Denotando por m la masa del punto A, M la masa de la Tierra, G la constante
de gravitacion de Newton y R el radio de la Tierra
mhd v?

FZG 2 » Q:_ ) . . (2)
.T P ‘

donde v es la velocidad lineal del punto A y p la distancia de este punto al eje de

rotacidn, es decir/o = AS. Si w es la velocidad angular de rotacién de la Tierra

entonces v = wp, de aqui que si m =1

Q =w?p. , (3)

w ha podido medirse con mucha exactitud a partir de las observacioncs as-
tronémicas, de aqui que cl estudio del campo gravitacional de la Tierra se reduce

mas bien al estudio de su campo de atraccion.
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La fuerza centrifuga @ alcanza su méximo en el ecuador y se hace cero en los

polos como puede verse claramente de (3).

Por otro lado la fuerza de atraccién F depende de la distribucién de las masas
en el cuerpo terreste, o sea, de la densidad de las sustancias del interior de la

Tierra.

Para una Tierra de masa homogénea y de forma, esférica, la fuerza de atraccién
seria constante. Si no existiera fuerza centrifuga, entonces la fuerza de gravedad
en cualquier punto sobre la superficie, también serfa constante. Como esto no
ocurre, las partes de la superficie terrestre mis alejadas del eje de rotacién sienten

mas la influencia de la fuerza centn’fuga y su forma variard mds.

Como tampoco la masa es homogénea, la forma de la Tierra también dependera,
de la distribucién de la densidad de las sustancias que la componen. De manera
que es 1mp031ble determinar la forma de la Tierra tedricamente sin tener datos

determinantes de su campo gravitacional.

Sobre un punto de la superficie terrestre también actian la fuerza de atraccién del
Sol y la Luna y la atraccién de la masa de la atmosfera que rodea la Tierra. Otras
variaciones en F° y & son ocasionadas por los fenémenos de flujos y reflujos de los
continentes y océanos, la redistribucién de la masa de la Tierra, las oscilaciones
de los polos terrestres y el cambio de la velocidad de rotacién de la Tierra,
entre otros. Aunque el efecto de estos fenémenas puede considerarse pequefio, la
precisién actual en la medicién de la fuerza de gravedad requiere el tomarlos en

cuenta.

La teorfa de la relatividad de Einstein también introdujo cambios esenciales en
la forma de ver las fuerzas de gravedad. Esta teoria introduce correcciones a los
movimientos calculados segiin la ley de Newton; sin embargo estas correcciones

son insignificantes en las cuestiones de la geodesia superior.
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GRAVIMETRIA

La fuerza de gravedad se caracteriza por la aceleracién que adquiere un cuerpo
que cae libremente. El pionero en realizar la determinacién de la aceleracién de
la fuerza de gravedad fue el fisico y astrénomo italiano, Galileo Galilei

(1564 - 1642). En la actualidad la medicién de esta aceleracién se realiza con

gran exactitud y cuenta con dos clases de métodos: dindmicos y estaticos.

Los métodos dindmicos se basan en la medicién del tiempo de movimiento de los
diversos cuerpos. En el estético el cuerpo estd en reposo y se mide el desplaza-

miento del cuerpo provocado por su peso.

Algunos de los métodos dindmicos son: la velocidad de caida de un cuerpo y el
perido de oscilacién del péndulo bajo la accién de la fuerza de gravedad. Entre los
métodos estéaticos se encuentra el cambio de posicién de un cuerpo en equilibrio
bajo la accién de la fuerza de gravedad y de la fuerza elastica del resorte. Los
aparatos basados en los métodos dindmicos se llaman “instrumentos pendulares”

y los basados en los métodos estéaticos se llaman “gravimetros”.

La ecuacién de movimiento del péndulo de longitud L viene dada por

ao=—%smﬂu) | (4)

donde 6 repre_sénta, el 4ngulo del desplazamiento respecto a la posicién de equi-

librio y ¢ es la aceleracién de la fuerza de gravedad.
Para amplitudes pequeiias de oscilacidén, es decir para 6 pequefia, la ecuacion se
linealiza utilizando el resultado

sen = 0 para =0,

de manera que la ecuacién (4) se aproxima por la ecuacién

aﬂ+%mﬂ=o

cuya solucién general viene dada por
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0(t) = A cos (\/%t) + B sen ( %t) , A, B constantes. (5)

Por lo tanto el péndulo linealizado para pequefias amplitudes tiene periodo igual

al periodo de 6(t) dada por (5), es decir, el periodo T' del péndulo lineal es

)
T —om|E | (6)

V9/L - g

T representa dos veces el tiempo que tarda el péndulo en ir de un punto extremo

T =

al otro. De la ecuacién (6) se obtiene

_ 4n?[
g - T2

de modo que conociendo T, el periodo de oscilacién del péndulo y su longitud L,
se calcula g la aceleracién de la fuerza de gravedad buscada. A este valor de g
se le llama “absoluto” pues no depende de la fuerza de gravedad determinada en
otros puntos. Sin embargo éste es un modelo matemadtico idealizado del péndulo
en el cual el largo L del péndulo se considera inextensible e imponderable, cuando
la realidad del péndulo fisico utilizado para las mediciones es otra. Para ser més
realistas se tendria que calcular la “longitud reducida” del péndulo fisico, es decir,
se tendria que calcular la longitud del péndulo matemadtico que tiene el mismo
periodo de oscilacién que el péndulo fisico considerado. Realizar dicho calculo
es una labor de gran envergadura y por ello en lugar de calcular la aceleracién
“a.bsoluté,’f se busca la aceleracién “relativa” respecto a un punto inicial dado
para el cual se conoce la aceleracién de la gravedad. Por ejemplo, supongamos

que medimos los periodos en tres puntos distintos y los denotamos por

L
T0=27r”—, T =27r1/£ ,T2=27r”—[—l-.
do g1 g2

Si queremos comparar respecto a la aceleracién inicial gy tenemos

T _9 T _ g

T 9 ' T} g

por lo tanto
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T3 : ’ T3
91 = T? T2 90 , g2 = T2 mz 90’
lo cual perrmte calcular las aceleraciones de la gravedad g1,92 sin ‘necesidad de
conocer la longltud reducida del péndulo. La exactitud de la medicién de las g's
ya no va a depender de la longitud del péndulo y aunque depende de la exactitud
de la medicién de los periodos de oscilacién, el error de estas mediciones est3

cercano a 4 X 1077 segundos.

Lo anterior ilustra los métodos dindmicos en la medicién de la aceleracién de la
gravedad. Para ilustrar los métodos estdticos se usan aparatos que utilizan'l‘a
fuerza elastica del resorte para medir el peso de un cuerpo de masa constante. El
cambio en el peso del cuerpo se debe al cambio en la aceleracién de la fuerza de

gravedad. Con estos gravimetros se logra calcular g de manera rdpida y precisa.

La unidad de aceleracién se llama “gal”, en honor a Galileo, y se define:
1 gal = lem/seg’.

Se mencioné antes cémo Bouguer en la expedicién al ecuador descubrié qué
la-plomada era desviada en presencia de una gran masa. Durante la segunda’
mitad del siglo XIX, exploradores ingleses que realizaban mediciones astrénomo-
geodésicas en la India, observaron que la desviacién de la plomada era menor de
la esperada ante la presencia de los montes Himalaya. Era de esperarse que en la
India, en cuyo norte se encuentran las masas del potente y extenso sistema de los
montes Himalaya, y en cuyo sur tiene al océano Indico con grandes profundidades,

fucsen grandes las desviaciones de la linea vertical; sin embargo esto no sucedié.

Alrededor de 1865 y casi simultdneamente, el astrénomo Sir George Airy v cl
geodesta John Pratt, ambos ingleses, dieron una explicacién del fendmeno que
sentd las bases de la “Isostacia” (equilibrio en griego). Airy propuso que las
cnormemente pesadas montanas no estdn soportadas por debajo por una corteza
fuertemente rigida sino que “flotan en un manto de roca mas densa”. En otras

palabras, el exceso de masa de la montaia sobre el nivel del mar. s compensado
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por una deficiencia de masa en la base subyacente. Esta base o rafz, proporciona
el soporte flotante, al igual que sucede con todo cuerpo que flota como serfa un

" bote o un témpano.

La plomada siente tanto el efecto del exceso de masa por arriba causada por la
montafa as{ como la deficiencia de masa en el interior de la corteza, de aqui que

la desviacién de la vertical sea menor de la esperada.

Este incidente en los Himalaya no sélo dio lugar al concepto de “isostacia” sino
que introdujo el uso de las exploraciones gravimétricas como método para detec-
tar las variaciones de masa en el interior de la corteza a partir de las anomalifas

observadas.

Como la fuerza de atraccidn juega un papel preponderante para la determinacién
de la figura de la Tierra, a continuacién se da una introduccién al 4rea de las

matematicas que se utiliza como herramienta para calcularla.

TEORIA DEL POTENCIAL

Consideremos dos puntos materiales A(a, b, ¢), B(z,y, z), A con masam y B con
masa unitaria. La ley de gravitacién universal de Newton, nos dice segin (2),

que

F=G— | 7"2:(a—z)2—I—(b—y)2+(c~z)2

)
Tomenos un sistema cartesiano de coordenadas (X, ¥, Z ) con el origen en el punto
B(z,y,z) y denotemos por «, 3,7 los dngulos que forma el vector BA con los
ejes coordenados. Sean Fy, Fy, F; las componentes de la fuerzé F sobre los ejes

coordenados. Refiriéndonos a la Fig. 2, se tiene
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ANZ
1T -~"—-—— - — -
T 7
7 z < |
(_ _________ =3 A(a,b,c})
| . L
| .
| Fx B . ! I
| < | - ) Y
| Fy l //
————————— ._l/
X

Fr= Fcosa, Fy=Fcosp, F,=Fcosbd.

Ademds es claro que

a—z - -z
cosa = , cosfl = , COsY = ,
T
de manera que
a—=z a—zx

F, = = Gm—s—,

7 T

by

Fy =Gm o (7

c—z
F.=Gm :

3

El vector F' que representa a la fuerza de atraccién mutua entre A y B esta pues

definido por

F-:Gm(a—m‘ b—y c~z>‘

rd ’ r3 ! r3

Sin embargo observamos que si definimos la funcién escalar



Gm
V(z,y,2z) = — (8)
_se cumple
ov ov ov
ao = F:a A= ) a. — Lz
Oz Yy By Oz E
o bien en forma més compacta \
F=omvv. (9)

La funcién V, cuyas derivadas parciales respecto a las coordenadas rectangu-
lares del punto de atraccién son iguales a las respectivas componentes de la
fuerza de atraccién, se denomina “funcidn potencial”, o simplemente “potencial

de atraccidn”.

Consideremos ahora un cuerpo cualquiera que atrae al punto A(z,y,z). Como
la fuerza de atraccidn es el conjunto de fuerzas de atraccién de las particulas
elementales que forman al cuerpo, subdividimos Q en volimenes elementales
dQl = dadbdc que contienen en su interior al punto variable M(a,b,c). Sea p la

densidad del punto M en la unidad de masa, o sea p = dm/dQ. Por tanto

dm = pda db de.
Denotemos por dF;,dFy,dF; las proyecciones de la fucrza de atraccidn de las
masas elementales situadas en los puntos A y 4. Utilizando (7) tenemos

dF, = G( )dn GMd db de,

¥ expresiones similarcs para dF,J y dF..

Sumando la accién de todas las particulas del cuerpo
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F3=G///p(a,b,cj“";mdadbdc,
F, = G// /p(a b, c) 2= Yia db de, - (10)
F, = G///p(abc) dadbdc.

Luego el potencial V del cuerpo Q2 es aquella funcién cuyo gradlente VV, tiene

como componentes las expresiones dadas por (10), es decir VvV = F.

‘De modo que esta V(z,y,2) estd definida por

Viz,y, Z) -¢ / /Q / EFTE =6 / /a / (Ch a)ffj(’;”f)f; f(i'c_ C)i]”zm

Si pensamos que el cuerpo {2 representa a la Tierra, (11) es el potencial de

atraccién de la Tierra en un punto A externo a ella. El potencial V' es continuo
en todo el espacio y cuando A estd.miuy alejado de £, es decir r ~ co, V se
anula como 1/r. Lo que ocurre es que si r es muy grande, el cuerpo Q actia
sobre A como si fuera un punto masa para el cual el potencial es de la forma
1/r. Consecuentemente en la mecdnica celeste los planetas se toman como puntos

masa.

Las derivadas parciales de V, que corresponden a las componentes de la fuerza

dadas por las ecuaciones (10), son continuas en todo-el espacio.

Ademas

2o [J AT mee L -2

y expresiones similares para 9*V/8y?,0*V/dz*. Sumando estas tres derivadas

oV vV BV
~ AV =0. 13
gzt tar = AV =0 (13)
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La ecuacién (13) se conoce como ecuacién de Laplace y a las funciones con
primeras y segundos derivadas continuas en cierta regién donde ademds satisfacen

la ecuacién de Laplace, se denominan armonicas en tal regién.

Sin embargo la ecuacién (13) se satisface sélo ; para puntos A(a:, ¥, 2) exteriores a
{2 para los cuales se garantiza que r #0,a—z£0,b—y£0,c—2 # 0, pues de

lo contrario en (12) tendrfamos la expresién indefinida 0/0.

Veamos qué ocurre si A est4 dentro de . Tomemos una esfera S, de radio €, Que
contenga al punto A en su interior, con ¢ lo suficientemente pequefio como para
que la esfera esté totalmente contenida en y la sustancia deatro de esta esfera
pueda considerarse homogénea. Sea {4 la regién formada por 0 al remover la
esfera de radio € y sean V; el potencial de atraccién de 2, en el punto 4 y V,
el potencial de atraccién -de la esfera en el punto A. Asi, el potencial de Q en 4

resulta V =V} + V.

Como A es externo a 1, la ecuacién de Laplace se cumple es decir

El potencial ¥, de la esfera, como puede probarse, es

A :—ﬂ%@e 8%), 6 =(a—2)? +(b—y)? +(c—2)? (15)

pesla densida.d dentro de la esfera. Derivando V3 directamente sc znl)tiene

oV 4 g6 4
Trz = —EWGIO(S%' = §7§Gp(a —z)

y formulas andlogas para las otras derivadas. Por tanto

PV 4, Y
0xr 37T B T g (16)

= AV) = —4xGp.

Segin (14) y (16), ¢l potencial de atraccion V satisface en el punto A

AV + AV, = AV = —4xCp. | (17)
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p se interpreta como la densidad del cuerpo en un pequeiio entorno alrededor
del punto atractor A. La ecuacién (17) se conoce como la ecuacién de Poisson
pues fue él quien descubrié que para puntos interiores al cuerpo no se cumplia la
ecuacién de Laplace. Laplace tomé por un hecho que la ecuacién (13) era cierta

para todo punto sin importar su posicion,

La ecuacién de Laplace es en realidad un caso particular de la ecuacién de Pois-
son, pues si en el punto analizado no hay masa atrayente, p = 0. Esto es lo que

ocurre cuando el punto A estd fuera de 2.

En conclusién hemos visto que el potencial de atracién V es una funcién arménica

en el exterior de 2, mientras que en su interior, V satisface la ecuacién de Poisson

' |0 si A ¢S
AV(4) ‘{—47er, s AcQ

Las ecuaciones de Laplace y Poisson son fundamentales en la teoria del potencial.
La determinacién de la figura de la Tierra esta intimamente relacionada con la
busqueda del potencial externo de atraccién. Este se obtiene de integrar la
ccuacién de Laplace junto con condiciones complementarias determinadas por el
problema particular que se estudie. El potencial gravitacional es armoénico en
todos los puntos donde no hay masas atrayentes, si descontamos el efecto de la
atmésfera y la fuerza centrifuga, el potencial gravitacional externo de la Tierra es
armoénico. Esta es la razén por la cual las funciones arménicas son importantes

en la geodesia fisica.

Aunque un poco ficticio, en muchas aplicaciones es necesario calcular el potencial
de atraccién de una “capa simple”, es decir, una superficie cerrada S de grueso
cero y densidad p = ‘%‘, donde do es el elemento de superficie. En analogia con

la ecuacién (11}, en este caso tenemos

V(A):G/S/%E:G/S/-’:—da. (18)

Si A €S, a pesar de que r =0,V es continua.
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Un caso particularmente importante de capa simple es la esfera, Supongamos
que S es la esfera homogénea con centro en el origen y radio R. Identificamos
un punto M sobre S por sus coordenadas (,6) donde ¢ es la longitud y 6 és la
. colatitud. El elemento de superficie resulta do = R? sen Bdy de.

Para calcular el potencial (18) se consideran dos puntos A, 4;, uno fuera y otro

dentro de la esfera como muestra la Fig. 3.

Fig. 3

Sean r,r; las distancias M A y M4, respectivamente; p,p1 denotardn las dis-

tancias OA, OA, respectivamente. -La ley de los cosenos nos dice que

r? = R? 4 p? ~2R pcos b,
rf = R? + p? — 2R p; cos 6.
Systituyendo en (18)

78 o R? sen 6dfd " R2 scn 646
Vi) = G#/ / 21 — =Gy / TRt 2 o
0 0 \/R +p —2Rp cos'd “Jo /R 4+ p —_’fll-llu\ o
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Para evaluar V(A,) se cambia p por p; en la férmula anterior.

Haciendo el cambio de variable u = R? 4 p? — 2Rp cos 6, la integral es

” on2 2
V(A) = 27Gp <£> = 47rG’,uR—,
p p
V(A;) =27rGu(2R) = 4nGuR.

(19)

La masa de la esfera S estd dada por M = 4w R%u, de manera que para puntos

exteriores a S el potencial es

_GM
-

Comparando (20) con (8) concluimos que la capa esférica homogénea se comporta

v (20)
igual que el punto masa, en el séntido que ambos originan en el espacio exterior
el mismo potencial, si-consideramos que la masa M estd concentrada en el centro

de la esfera. Puesto que p es la distancia del punto exterior 4 al centro de la

esfera O, la atraccién que la capa ejerce sobre A esta dirigida hacia el centro de

S.

Para el punto interior A; el potencial es V. = GM/R que es constante y no
depende de la posicién de A;. Asf la fuerza de atraccién de la capa S sobre un

punto en su interior es cero.

En particular la férmula (20) dice que todas las esferas concéntricas homogéneas
de igual masa total M, sin importar su tamafio, gencran el mismo potencial. Esto
fue descubierto por Newton. En.el lenguaje moderno. estas esferas se denominan

“cuerpos gravi-equivalentes” ya que originan iguales campos gravitacionales ex-

ternos.

Si planteamos ahora el problema inverso, es decir, dado el campo gravitacional
externo hallar el cuerpo que lo produce, es evidente con este ejemplo que el
problema estd mal planteado ya que tiene multiples soluciones. Para el caso
de las esferas homogéneas, se obtendré solucién unica al problema inverso si se

afiade otra condicién: la esfera homogénca debe tener la mayor densidad posible.
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Puesto que §= F + Q, el potencial de la fuerza de gravedad es igual a la suma
del potencial de atraccién, el cual ya calculamos, y del potencial de la fuerza
centrifuga Q. Vimos que si la masa m = 1, @ = w?p. Como la fuerza centifuga es
perpendicular al eje de rotacién, haciendo coincidir el eje z con el eje de rotacién
de la Tierra, la fuerza Q resulta paralela al plano (z,y) y su componente en z es

Cero.

Sea M un punto en la superficie terrestre, témese un plano paralelo al plano
(%,y) que pasa por M. Refiriéndonos a la Fig. 4, las componentes de la fuerza, g

en los ejes z,y son

Qz = Q cos a = w?p cos a

Qy = Q cos B = w?p cos 3

/r ’
M
£ /P
~ — S
X
Fig. 4

pero como

T = pcos o

y=pcospj

entonces
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QI = w? :E':
Qy = wzy,
Q:=0.
Estas componentes son las derivadas parciales de la funcién escalar
w? 2 2., .2
U= —2—(:1: +y?) = VU = (w'z,w’y,0).

Luego la funcién
dm

W=U+V=w2(:v2+y2)+'G/-T—

es el potencial de la fuerza de gravedad.

ELIPSOIDE DE REFERENCIA

Resolver los problemas tedricos y précticos de“la geodesia significa, de alguna

manera, escoger una superficie que bajo condiciones favorables se aproxime bien

a la forma de la Tierra, pero que ademés, matematicamente pueda expresarse

en forma cerrada de modo que tanto el potencial como la gravedad puedan ser

calculados. A esta superficie se le donomina la forma “normal” de la Tierra;

al correspondiente potencial se le denomina “potencial normal” y a la gravedad

“gravedad normal”.

El campo gravitacional de un elipsoide es de gran importancia practica ya que

matematicamente es facil de manejar. De aqui que se define el “potencial normal”

como una superficie de nivel del potencial U que es solucién del problema de

Dirichlet para el elipsoide de revolucién S definido por

2+ 2
a? + Iz 1}

S = {(z,y,z)l

Es decir U satisface
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AU =0 enelexteriorde S,
U=Uy en S,U~0 eﬁelinﬁnito.

El equipotencial U(z,y,2) = Uy = cte. es el “elipsoide de referencia”, donde Uy
es una constante que depende de la masa M y la velocidad angular w de la Tierra,
asi como de las constantes a, b del elipsoide . Hablar de U(z,y,z) = Uy 6 de S es
equivalente ya que por definicién los puntos (z,y, z) de S son los que satisfacen
U(z,y,z) = Up. La “gravedad normal” es ¥ = VU. La desviacién del campo
gravitacional real de Tierra de este campo elipsoidal normal es tan pequefia que -
por ello se considera al poi:encial gravitacional W como la suma del “potencidl

normal” U mids el “potencial de perturbacién” T W =U + T.

El potencial normal qued.a, totalmente determinado si se conocen M, W, a,b, de
manera que el problema geodésico se reduce a la determinacién del “potencial
de perturbacién”. Sin entrar en mayor detalle hay que mencionar que la razén
de escoger a Uy dependiente de M y W es para lograr que W — U = T sea una

magnitud de segunde:arden de pequefiez.

El trabajo de Stékes de 1849 fue crucial para la determinacién del potencial

normal y sigue utilizdindose aiin en muchos problemas de la geodesia.

GEOIDE

Las superficies de nivel

W = C = constante,

satisfacen que la fuerza de gravedad estd dirigida en la direccién normal a la
superficie y que las componentes de la fuerza de gravedad sobre la tangente a la
superficie en cualquier punto, son iguales a cero. Para ver esto sea W(z,y,2) =
Wy una superficie de nivel. Derivando W

ow ow ow

dW=E—dz+wdy+gdz=VW-dg=g-dx
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donde dx = (dz,dy, dz). Si dx se toma a lo largo de W = W, entonces dW =0
y por tanto § - dx = 0 luego § es perpendicular a W = W,

La superficie de un liquido en estado de reposo es, idealizadamente, parte de una

superficie de nivel y la fuerza de gravedad es perpendicular a ella.

Gauss propuso utilizar la superficie de los océanos, considerada como superficie
de nivel, como “la figura matemdtica de la Tierra”. Pero no fue sino hasta 1873
en Gottingen que el fisico alemdn Listing introdujo la nocién del GEOIDE como:
“la superficie de nivel del potencial gravitacio.nal que coincide con la superficie
imperturbable de los océanos, continuada por debajo de los continentes, donde -
serd calculada con el nivel del agua en una red de canales cdnectados.:con los

océanos, siempre y cuando la masa por arriba de estos canales sea constante”.

Listing introdujo este concepto como substituto de la figura de la Tierra, por esto
hasta los ultimos tiempos, el problema de determinar la figura de la Tierra se for-
mulaba como el estudio del geoide. En la actualidad se sigue utilizando el geoide
para los célculos geodésicos, sin embargo, esta superficie, que es desconocida de-
bajo de los continentes, es irregular y no se pueden dar simples consideraciones
geométricas sobre ella. Las superficies de nivel que se encuentran fuera de la
Ticrra son analiticas porque el potencial W es analitico alld, pero el geoide se
encuentra en parte dentro de la Tierra y por tanto no es analitico. El geoide es
continuo y sua\-’e pero su curvatura cambia a saltos en las orillas de los mares y

océanos y en los lugares donde atraviesan rocas de diferente densidad.

Las dificultades que presenta la determinacién del geoide hacen que se utilice en
gcodesia el llamado “elipsoide de referencia”, el cual es un elipsoide de revolucién
cuyo centro coincide con el centro de masa de la Tierra y con uno de sus ejes
igual al eje de rotacion terrestre. Este elipsoide de referencia estd determinado

por cuatro parametros

a, semieje mayor; f = “a“b, (b semieje menor) achatamiento;

Ya, gravedad ecuatorial ; w, velocidad angular.



En 1924 en la asamblea de la Asociacién Internacional de Geodesia que tuvo

lugar en Madrid, se definid el “elipsoide internacional” dado por

a = 6,378,388 metros, f = 1/297,
Ya = 978.049 gal , w =(0.72921151)-10™* seg™?.
Diversos elipsoides de referencia se consideran en geodesia y astronomia, su

eleccién ha dependido de necesidades especificas y a veces del lugar mismo en

que se estd trabajando.

Una vez que se tiene el elipsoide de referencia y el geoide, se definen dos coorde-
nadas particulares para cualquier punto sobre la superficie terrestre. Si P es cl
punto en la superficie, se define H, la “altura ortométrica”, como la distancia de
P al geoide sobre :1 trayectoria ortogonal a las superficies de nivel W = C. La
distancia NV entre el geoide y el elipsoide de referencia sobre la normal al elipsoide
que pasa por P, se denomina “altura, del geoide” u “ondulacién del geoide”. Ver
la Fig. 5. | | |

Superficie

Geoide

P

Elipsoide
de Referencia

Fig. 5
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En realidad N mide la desviacién del geoide del elipsoide de revolucién. Una
manera de determinar el geoide consiste en medir esa desviacién N respecto a
un elipsoide de referencia dado. Mediante datos gravimétricos y observaciones
de satélites, se han elaborado mapas de la altura N del geoide que cubren todo
el planeta. En algunas zonas como el sur de la India, esta altura alcanza hasta

los 100 metros.

Considérese ahora un punto P sobre el geoide el cual se proyecta sobre un punto

Q en el elipsoide de referencia en la direccién de la normal a éste.

Sea gp el vector gravedad en P y sea vq el vector gravedad normal en Q. Véase

la Fig. 6. Se define el “vector anémalo de gravedad” Ag como

Ag =gp —7q.

La diferencia de magnitudes Ag = gp — vg es lo que se conoce como “anomalia

de la gravedad” y su diferencia en direccién o como “desviacién de la vertical”.

GEOIDE

W=V,

ELIPSOIDE

Fig. 6
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En los trabajos exploratorios, los datos que se recolectan son Ag y « pues pro-

porcionan mucha informacién.

Serfa interminable continuar describiendo los usos del geoide y del elipsoide de
referencia en la geodesia. Para el objeto de este escrito, se han mencionado estas

superficies pues representan la concepcién moderna de la figura de la Tierra.

ALGUNAS APLICACIONES

Como ya hemos mencionado, si la Tierra fuera una esfera homogénea, la inten-
sidad del campo gravitacional serfa constante. Debido a las inhomogeneidades
del terreno y a la distribucién de las masas de distinta densidad en el subsuelo,
la intensidad de la gravedad medida en la superficie terrestre, sufre pequeiias
desviaciones de su valor promedio. Aunque pequeiias, estas desviaciones son re-
gistradas por los gravimetros. La intensidad promedio del campo gravitacional
de la Tierra es de 980 gals. Una anomalia tipica tiene una intensidad de 0.5 a
10 mgals y la exactitud de las lecturas gravimétricas es de 0.02 y 0.05, mgals.
Estos datos gravimétricos se utilizan en las exploraciones para hallar depédsitos

minerales.

Cuando el magma derretido se introduce entre las rocas del subsuelo, se forman
en la corteza unos cuerpos geolégicos, llamados “intrusiones”, cuya densidad es
notablemente superior a la densidad de los sedimentos de la superficie terrestre.
En general, los depésitos minerales se congregan en forma de “intrusiones” de
la base de la corteza, mientras que los yacimientos petrolificos corresponden
mds bien a clspides de la base. A fin de distinguir entre una forma u otra
del subsuelo, se efectiian mediciones de la gravedad en la superficie a lo largo
del terreno y se grafica la componente vertical de las anomalias respecto a la
densidad promedio. La interpretacién de estas anomalias permite discriminar

entre las distintas formas del subsuelo.

Es comiin que ciertas estructuras geolégicas del subsuelo se extiendan a lo largo

de cierta direccién, de manera que basta hacer la medicién de la gravedad en
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el eurso de una direccién perpendicular a la direccién de la formacién geoldgica.
Esto corresponde a hacer un corte transversal del terreno y considerar tan solo
dos dimensiones puesto que la estructura se repite paralelamente en la direccién

de la tercera dimensidn.

En las figuras siguientes se muestran dos cortes transversales de estructuras
geoldgicas tipicas de la corteza terrestre asi como las gréficas de las correspon-

dientes anomalias de la gravedad,

Intensidad' de la Gravedad
—_—— . ) . —_— T — e — T

—

Superficie Terrestre

_ —  m e e = e -~ — -

—_ e ==~ e e e e o A
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- Intensidad de 1la Gravedad

N - - . -
- - ’,/ - . o ..
L - . -~ - ~—

— [

Superficie Terrestre

Sedimentos O

Base

Intrusiones

Fig. 8

La Fig. 7 es frecuentemente asociada a yacimientos petroliferos y la Fig. 8 a

depésitos minerales.

Consideremos ¢l caso de la Fig. 8. Se quiere determinar la posicién de las
intrusiones de la base. Cuando las intrusiones distan entre sf mas de lo que distan
a la superficie, la grafica de la intensidad muestra dos méximos consecutivos,
de modo que las intrusiones se considcran aisladas. Sin embargo, cuando las
intrusiones estdn muy cercanas entre si, se produce un s. 1o maximo en la grafica
de la intensidad. Estas interpretaciones de los datos gravimétricos constituyen

el primer paso a seguir en la bisqueda de depésitos minerales. El paso mds
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importante es perforar pozos exploratorios y analizar los da'tos,' la cuestion es
pues dénde perforar. Dado un maximo local en la grafica de la anomalfa, tenémos
dos posibles situaciones: o es una sola intrusién la que lo produce o son dos muy
pegadas. Sidecidimos que es una sola, el sitio natural para efectuar la perforacién
es precisamente en el maximo. Ahora bien, si resulta que las intrusiones son como
las del lado derecho de la Fig. 8, entonces el agujero pasara por en medio de
ambas y nuestra perforacidn serd inutil. En repetidas ocasiones se ha presentado

esta situacion en las exploraciones geoldgicas.

A fin de evitar este problema, los geofisicos proponen lo siguiente:- calcule la
anomalia de la gravedad a cierta profundidad de la superficie ‘terrestre. Si el
maximo local de la anomalfa observada en la superficie se preserva a éste nivel,
se puede concluir con cierta seguridad qué el méximo es-causado por una sola
intrusién. Pero si el mdximo local de la superficie se convierte en dos r'né_xirﬁovs
locales en el nivel interior, entonces se trata de dos cuerpos. De esta forma el

sitio de la perforacién se puede escoger adecuadamente.

Este problema se puede plantear en términos matemadticos utilizando los resul-

tados de la teoria del potencial de la siguiente forma.

Como ya se menciond, se consideran tinicamente dos dimensiones a:','y.'S'up.qriem'os'
que el eje & coincide con la superficie terrestre y el eje y negativo se extiende
hacia cl interior. Supongamos también que todas las masas que gencran el campo
gravitacional se encuentran por debajo del nivel y = H < 0. Sea u(z;y) la com-
ponente vertical de la intensidad del campo gravitacional generado por las masas
del interior (y < —H). Vimos ya que en la regidn externa a las masas generadoras.

el potencial gravitacional satisface la ecuacién de Laplace. de manera que

Au(r,y)=0. —o<r <0, y>—H.

Ver Fig. 9.

-
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Superficie : Terrestre

Fig. 9

Como ya se ha medido la gravedad en la superficie entonces

u(z,0) = f(z) , —oo<z< oo,

para cierta funcién f(z). Medir la anomalia de la gravedad a cierta profundidad
h equivale a determinar el valor de la funcién u(z,y) para alguna y = h, es decir

se quiere encontrar wn(z) tal que

u(-zr,h)ztp,,(z) y —o<r<oo , —-H<h<O.

El problema de Dirichlet en el semiplano para la teoria del potencial es el siguiente

AU(z,y) =0 , —so< < o0 , y>0,

(21)
U(x,0)=f(z) . -oo<z<oo.

Su solucién se puede hallar utilizando transformaciones integrales v se expresa

1 [~
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Ahora bien, como u(z,y) es arménica en el semiplano y > —H y h > —H, se

obtiene para ‘), el siguiente problema de Dirichlet

Au(a:,y)zo ’ —00 < <00, y>h’v
| . . (23)
u(z,h) =¢n(z) , —-oco<z <oo0.

La ecuacién de Laplace es invariante bajo traslaciones y en consecuencia se puede

obtener la solucién al problema (23) para el semiplano y > h, realizando una

traslacion en la ecuacion (22). Asf

N R R 1 -
u(z,y) = - /_oo -6 +(y+h)2d€’ y>h (h<0). (24)

La ecuacién (24) no nos ha resuelto el problema puesto que @y es la inéégnita.
Sin embargo se tienen los datos en la superficie y = 0, por tanto sustituyendo

este valor en (24)

f(2) = u(=,0) = %/_oo %dg (29)

Esta es una ecuacién integral de primera clase la cual se sabe cémo resolver.

Si en vez de datos de la anomalia de la gravedad se tuvieran datos de la anomalia
del campo magnético, el problema se formula andlogamente, ya que el potencial
magnético también satisface la ecuacidén de Laplace en regiones externas a las

masas que generan el campo.

El problema (23) es un ejemplo de “problemainverso”. En un problema inverso se
ticnen mediciones de ciertos campos o ciertas leves fisicas y se quiere determinar

el origen del campo o las caracteristicas del medio que originan los datos.

Como regla gencral los problemas inversos son mal planteados en el sentido de
que la solucidn es no tnica. Un ejemplo de problema inverso mal planteado en
geofisica es el siguiente: recuperar el campo gravitacional externo (o el campo
magnético cxterno) de la Tierra dado que se conoce la intensidad del campo en
la superficie terrestre. En términos matemadticos este es un problema en tcorfa

del potencial que se plantea como sigue.
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Sea u(z,y, z) el potencial gravitacional (magnético) externo de la Tierra. Aproxi-

mese la Tierra por una esfera Sp de radio R. Sea Q el exterior de S entonces u

satisface

Au(z,y,z) =0 en Q,
[Vu| = f en Sr, (26)
u regularen el infinito.

La intensidad del campo es precisamente [Vu| y es el tnico dato.

La solucién de este problema no es dnica.

Gauss fue el primero que dié una solucién aproximada del problema (26) uti-
lizando la expansién de la solucién en serie de funciones arménicas esféricas.
En la actualidad estas técnicas se siguen practicando para actualizar « campo
magnético, ya que el potencial magnético es aproximado por una suma finita de

funciones armdnicas esféricas.

Aunque facil de plantear el problema (26) resulta dificil de estudiar por la no
linealidad en la condicién de frontera. Utilizando téenicas modernas del andlisis y
teoria de perturbaciones se'han logrado obtener algunosresultados de existencia
de la solucién'y se han logrado calcular ramas de soluciones bifurcadas. Sin

cmbargo afin hay mucho material de estudio en este problema.

Otro problema inverso tipico en gravimetria cs ¢l calcular la densidad de un

material confinado en una regién D.

Supongamos que S es una regién acotada de la superficie terrestre que limita
@ un cuerpo D del subsuclo locah/ado exactaimnente debajo de S. D es parte
del espacio (l‘ J =) mientras que S es parte del plano (z. y). Sca p(z,y,z) la
desviacién de la densidad de su valor promedio en la regién D. Sca u(z,y,z) cl
potencial del campo gravitacional anémalo. Usualmente se mide la componente
vertical de la intensidad del campo andmalo es decir, se mide

Q
Hiey)= -v yis)zo
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Por lo visto anteriormente el potencial u viene siendo

()y’ ) G/,/D/[(1_6)2+(y—77)2+(Z—'C)2]3/2

donde G es la constante gravitacional. La funcién medida H(z,y) resulta

a0 £o(6,m, Q)dé dn d
B = g0 =6 [ [ [ gl m S mn e

La ecuacién anterior es una ecuacién integral de primera clase para la incognita p.

Obsérvese en (27) que se quiere determinar la funcién de tres variables p(z,y, 2)
de la funcién conocida H(z,y) tan solo de dos variables. De esto resulta que la
solucién de (27) es no tnica en la clase de funciones en R? con un nimero finito

de derivadas continuas.

RESUMEN Y CONCLUSIONES

La evolucién en la concepcién de la figura de la Tierra ha sido fascinante. En
este recorrido sobre su historia, hemos descrito algunas de las teorias del pasado
en las que la mitologia a los principios fildsoficos dibujaron su figura. Hemos
visto también los ingeniosos métodos utilizados para medir su tamafio, desde los
cortedores profesionales utilizados por Eratdstenes hasta los satélites artificiales

de nuestros dias.

Vimos cémo el impacto de las teorias de Newton sientan las bases de la geodesia
fisica enriqueciendo los métodos geométricos existentes hasta entonces. La teoria
de gravitacidn universal impone su presencia en la polémica figura e incluso

determina los objetivos experimentales a realizar para verificar su forma.

Los conflictos inevitables entre el cartesianismo y el newtonismo, la politica
hegemodnica francesa y los errores de mediciones de grados, dieron lugar a una
de las polémicas cientificas mas apasionadas y aventuradas de la historia aqui

)
descrita. Sus personajes se confunden entre el tipico cientifico de la ilustracién,
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el soldado y el aventurero. Los proyectos realizados por estos intrépidos newto-
nianos en escenarios tan exdticos, estdn plagados de aventuras, contratiempos,
accidentes fatales e incluso guerras, pero al mismo tiempo de esa fuerza interna

que alimenta la bisqueda del conocimiento.

El desarrollo matem4tico paralelo a las teorfas fisicas de Newton, hizo posible
establecer formas cada vez mis elaboradas que aproximan la figura de la Tierra;
"desde el esferoide, al elipsoide de referencia, el geoide o el potencial normal, entte
otros. Estas son las formas modernas que se usan en geodesia como representa-

tivas de la Txerra

A tres siglos de la aparicién de las teorfas de Newton y del desarrollo subsecuénte
de las ciencias, la inﬂuencia de la gravitacién en innumerables aplicaciones se ha
evidenciado cada vez mas. Tan solo algunas de ellas se desc11b1eron en este

trabajo.

En suma, el objetivo de este escrito fue presentar algunas de las cuestiones que
trata la geodesia, ciencia que se ocupa de la figura y el campo gravitacional de

la Tierra, enfatizando el papel de las matemidticas que la fundamentan.

La intencién, més que englobar el mayor niimero de conceptos posibles, es des-
pertar el interés por estas cuestiones, a través de la descripcidn de las ideas que

se conjuntaron en su desarrollo. \
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Movimiento de los Planetas:El Sistema Solar
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El modelo més sencillo del Sistema Solar es el descrito por las leyes de
Kepler. Cada planeta describe una elipse con foco en el Sol, de manera que su
radio vector desde el Sol barre 4reas iguales en intervalos de tiempo iguales,
¥y su periodo es proporcional a la potencia 3/2 del semieje mayor de la elipse.

Esto se puede considerar correcto si las masas de los planetas son muy
pequenas con respecto al Sol y despreciando atraccién gravitacional mutua,
de manera que sélo la atraccién del Sol actia. _

Es una visién del Sistema Solar que nos lo presenta como una coleccién de
varios osciladores no lineales desacoplados. El movimiento de cada, planeta
corresponde a uno de estos osciladores. ,

La prediccidn de las posiciones de los planetas resulta elemental y la
estabilidad en el sentido de Lagrange es afirmativa, es decir, tenemos ausencia
de colisiones o de escapes de cuerpos.

El problema es en realidad mds complicado. Las masas de los planetas
no son despreciables, hay que considerar la perturbacién de cada uno sobre
los demds por atraccidn, etc. ,

En este trabajo voy a considerar dos aspectos. Uno es el estudio geométrico
del problema de Kepler, como modelo simplificado para el movimiento de
cada planeta. El otro es una discusién sobre la posibilidad de aparicidn de
caos en el Sistema Solar cuando se consideran las perturbaciones posibles del
sistema real. '

1 El problema de Kepler.

Procediendo deductivamente, la manera mis facil de obtener la ecuacién dife-
rencial para el problema de Kepler es como una reduccién de las ecuaciones
de Newton para el problema deé los dos cuerpos (digamos el Sol y un pla-
neta). Puede probarse que el movimiento tiene lugar siempre en un plano.
fijo. Usando la coordenada relativa z € R%, z # 0 donde el origen est4 si-
tuado ya sea en el planeta en cuestién o en el Sol, obtenemos la ecuacién
diferencial de segundo orden
103
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. H
T = —W:t. (1) .

Aqui 4 = GM, donde G es la constante de gravitacién universal y M es
la suma de las masas de los dos cuerpos. En la terminologia moderna, se dice
que esta ecuacién describe el llamado problema de Kepler. Realmente es més
rica que lo que describen las leyes de Kepler, pues sus movimientos pueden
ser cualquier cénica con foco en el origen o bien movimientos degenerados
colineales, como veremos més abajo.

Si ‘1_ntroduc1mos la variable p = & € R?, podemos escribir (1) como. el

siguiente sistema de primer orden «
:i: ' = p,
. 2
p = _Fc%x' ( )

Si ahora definimos como sigue el Hamiltoniano o energia total del sistema

1 i
H(Clt,p) = 5]1"2 - ma

se puede verificar que el sistema (2) puede escribirse como las ecuaciones de
Hamilton para H, es decir

i o= o
]J = —‘%)
donde z = (1:1)1:'2) b= (p]apl) (gz1 g:)) %}pl - (ggag:;)

Calculando explicitammente la derivada direccional de H con respecto a t,

a lo largo de las soluciones (es decir, sustituyendo # y p de acuerdo con (2)
obtenemos

Y

H = pip1 +papa + Ils(mlil + z91))
= pl(Pl + |,,|3$1) +P2(P+ I',I_.JT!:W) =0
es decir que H es una constante de movimiento. Para poder clasificar todas
las posibles soluciones de (2), tenemos que considerar la otra constante de

‘movimiento que corresponde a la segunda ley de Kepler, es decir, el momento
angular

M(-’B;P) = T1p2 — TP
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Se puede verificar también directamente que

M = T1P2 + 1P — Tapy — T9py =
= pip2 — 5'31,‘;']—3332 - papr1 + 1?2|‘f|—s$1 =0.

Es claro que si M =0, los vectores z y p = Z son siempre colineales, y el
movimiento ocurrird a lo largo de una recta que pasa por el origen.

Las soluciones posibles son como indica la siguiente tabla. Sean M = ¢,
H = h los valores fijos de las constantes de movimiento para la solucidn
considerada,

h<0 h=0 k>0
c#£0 elipse parabola | hipérbola
“(1a. ley Kepler)
c=0 colineal colineal colineal
acotada no acotada | no acotada

De hecho, para ¢ = 0 y una energia fija, se obtiene el caso colineal limite
de la cénica correspondiente para la misma energia.

Una forma de obtener la tercera ley de Kepler para soluciones circulares
(elipses con excentricidad nula) es como sigue. Sea z(t) = a(coswt,sen wt)
una tal solucién con frecuencia angular w = %", donde T es el periodo co-
rrespondiente. Sustituyendo en (1), tenemos

—w?a(coswt, sen wi) = —ﬁ?(cos wt, senwt),
a

asf que @® = p/w? = (u/47®)T?, como queriamos. Finalmente, la rapidez

resulta . ‘ .
ol = 16l = aw = /£, 3)

Otro caso en que pueden calcularse explicitamente las soluciones es cuando
h =0y c=0. Como el movimiento es colineal, la ecuacién H = A se escribe

;i*=p/z conz R,z # 0. Separando variables e integrando, obtenemos

z(t) = K(t — )3, (4)

Esta dependencia de las posiciones como la potencia 2/3 del tiempo, corres-
ponde a una expresién més general de la tercera ley de Kepler. Esto depende
sélo del hecho de que el término #t/lz] en I es homogéneo de grado —1.
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hikérbo’a

2li pse

Paré bola

Figura 1: Velocidad de escape de un satélite a una altura o desde el centro
de la tierra.

En cualquier otro caso, no es posible dar una descripcién general de z(t)
en términos de funciones elementales. Por ejemplo, en el caso eliptico se
requiere de funciones de Bessel.

Sin embargo, en la secciénu 2 voy a ilustrar dos maneras en que transfor-
mando coordenadas, podemos dar una descripcién simple de los movimientos
en términos de funciones elementales.

Finalmente, los distintos tipos de curvas cénicas aparecen como soluciones
cuando se considera la.llamada velocidad de escape de la tierra. Conside-
remos un cohete o un satélite que se ha logrado colocar a una distancia «,
suficientemente grande de la tierra, para que no influya el efecto disipativo de
la atmoésfera. Su velocidad inicial es perpendicular al radio vector desde la tie-
rra. ‘El valor de la rapidez que produce un movimiento parabdlico se obtiene
haciendo H(z,p) = 0 con |z| = a; resolviendo obtenemos |po| = {/2u/a. Si
|p| < |po|, €l movimiento resultante serd de tipo eliptico y si |p| > |pol, serd
hiperbélico (ver Fig. 1). Por marcar la transicién entre las érbitas acotadas
y las no acotadas, po es llamada velocidad de escape. Una de las Srbitas aco-

tadas es la 6rbita circular, para la cual se cumple (3): [p| = \/p/a = Ipol/v/2,
ya que aqui o = a.
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2 Soluciones en términos de funciones ele-
mentales

Primero que nada, pasando a coordenadas polares (r,6) en el plano (z1, z,),
las ecuaciones de cambio de coordenadas y sus derivadas con .respecto al
tiempo son ‘
zy=rcosf, Z,=rcosh— résenG,
zy=rsenl, &; =rsend -+ rfcosf.

Recordando que p; = 21, p; = &5, tenemos
2 42 2 .2 242 2 2 2 2 — .24
lpl* =pi+p; =7 +7°0% |z|* = 2] + 25 = r’, 21p; — zapy = 170,

Por lo tanto, las ecuaciones para niveles fijos de energia H = h y momento
angular M = ¢, toman la siguiente forma

17,2 22 g _
2(7.' +r?) - £ = b,
r20 = c. (5)

Si resolvemos la segunda ecuacién para = c/r? y sustxtulmos en la primera,
tenemos 1 2

: c U : |
; 2' +27 —;f_h' - ©)

Como ya no aparece la variable 6 ni su derivada, la ecuacién (6) describe
la rediiccién del problema a una dimerisién, porque nada mas nos describe
lo ‘que ocurre en la direccién radial. El potencial —p/r debido a la fuerza
gravitacional quedé modificado por el término c/2r?, correspondiente a la
_fuerza centrifuga debida al movimiento en la direccién angular.

Notemos que en coordenadas polares es mas facil interpretar la segunda
ley de Kepler. En efecto, la segunda ecuacién de (5) para el momento angular
puede escribirse como 5 ;

c 1,

5 = 57‘ 0

Esta es precisamente la expresién para la rapidez de variacién con. respecto
al tlempo del drea barrida por el radio vector, pues 5 r2d0 es el elemento de
area.
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Ahora sf consideraremos los 2 cambios de coordenadas que nos permitiran
estudiar las soluciones de (6). Pueden verse detalles en [3].

A) Método de la hodégrafa.

Recordemos que la ecuacién general de una cdnica con foco en el origen
en coordenadas polares es

A
! " 1+4ecosf’ (™)

donde A es una constante y e es la excentricidad (e = 1 para pardbolas, e > 1 .
para hipérbolas y 0 < e < 1 para elipses). Esto sugiere reemplazar la variable -
r por u = 1/r, lo cual es valido para r > 0 (fuera de colisiones). También
vamos a reemplazar t por 0 como variable independiente, para aprovechar la
constante de momento angular. Usando la regla de la cadena,

o drdd_1dug
Td9dt T wrdf
Pero § = £ = cu?, asf que * = —cj—;. Sustituyendo en (6), obtenemos
finalmente 2 4 _
™y o
(S ] = b Q

Notemos que aqui debe tenerse que ¢ # 0, lo cual excluye no sélo la
posibilidad de colisiones, sino de soluciones colineales completas, donde 8 es
constante y no puede ser variable independiente.

La ecuacién (8) nos describe circunferencias concéntricas en el plano de
coordenadas u, u' = ﬁ—fp‘, como muestra la Figura 2. Cada una de éstas circun-
ferencias se llama una hoddgrafa o curva de velocidades para el movimiento
correspondiente. La razén para este nombre es que comparando (8) con la
primera ecuacién de (5), tenemos que

c2(u2 + u12) =726? 4 7% = |p|2.

Asi que la distancia al origen en la Figura 1 corresponde a |p|/|c|, para todo
punto de la érbita. El 4ngulo polar en este plano corresponde al dngulo entre
la velocidad y el vector de posicidn.

La regién sombreada en esta figura corresponde a drbitas elipticas (aco-
tadas). La frontera corresponde a érbitas parabélicas y el complemento a las
hiperbdlicas.
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Figura 2: Descripcién de la curva de velocidades para el problema de Kepler.

Si derivamos la ecuacién (8) con respecto a 6, obtenemos

d*u p . du
(d—o'z' +u— _)E = 0.

c?

du —

De aqui, hay dos posibilidades. O bien 5 =

0, que se da solo en las soluciones
circulares, o si no ‘

d*u p
T TeE g (9)

La solucién general de (9) es
u= Kcos(0 +a)+
‘ c?’

* donde K y o son constantes de integracion. Finalmente tenemos

c?/u |
T Kctu=1cos(6 + @) (10)

Comparando con (7) para @ = 0 (dngulo de referéncia nuio), vemos que
A=cluye= Kc*/pu. De hecho, las soluciones circulares estdn contenidas
en (10), para K = 0.

B) Método de la transformacién de Sundman.

Multiplicando la ecuacién (6) por r%, obtenemos
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Esto sugiere que hagamos una transformacién donde r+ sea la nueva veloci-
dad. Por conveniencia introducimos una constante k que elegiremos abajo
de acuerdo con el caso:

rr = kr'. (12)
La ecuacién (11) se convierte en
22 o2
27‘ +%=hr2+pr. (13)

Hemos transformado las coordenadas (r.7) a las (r, '), donde ' se iter-
preta como la derivada de r con respecto a una nueva variable, que llama-
remos F. Si pensamos en (12) como la regla de la cadena, el cambio de
derivadas de la variable independiente ¢ a la nueva, estd dado por

d i K
Tat T VdE

Si derivamos (13) con respecto a E como procedimos en A), obtenemos
(k*" — 2hr — ) = 0.

La posibilidad ' = 0 de nuevo vale sélo en las érbitas circulares. En cualquier
otro caso tenemos que considerar las soluciones de la ecuacién diferencial
d*r
k*— — 2hr = p.
dE? K
Es analoga a (9), s6lo que la aparicién de la k hace que tengamos que consi-
derar las soluciones en 3 casos distintos:

a) Si h <0, hagamos k% = ‘—2h, obteniendo

I
k?’
Esta ecuacién es idéntica a (9). Sin perder generalidad tomamos el

desfasamiento de £ como nulo, asi que la solucién general se puede
escribir como

n
rr=

r = a(l — B cos E), (14)

donde a y 8 son constantes que interpretaremos a continuacién. Por
snpuesto que (7) y (14) corresponden a descripciones de la misma érbita
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eliptica en términos de 2 pardmetros diferentes, 8'y E. A 8 se le llama
la anomalia verdadera (porque no es més que-el dngulo en coordenadas
polares), mientras que E se llama la anomalia ezcéntrica.

Notemos que 6 = 0 en la ecuacién (7) nos da la minima distancia del
planeta al Sol (llamada perihelio), mientrasique § = 7 nos da la maxima
distancia (llamada afelio). En la ecuacién (14), también E = 0 nos da
el perihelio y F = 7 nos da el afelio, por aparecer el coseno con signo
negativo en el numerador. Igualando los valores minimo y maximo
dado por las 2 ecuaciones, obtenemos el siguiente sistema lineal de 2
ecuaciones en las incognitas A y S.

(1(1 - ﬂ) = 1_A—1
e 15
al4h) = 2. (15)
Sumandolas obtenemos 2a = 13’:2, 0 sea
A=a(l—¢é?. (16)

Sustituyehdo en la primera ecuacién de (15), obtenemos

B =e.

Asl que
r =a(l —ecos E), (17)

el perihelio y el‘afelio siendo respectivamente a(1 —e) y a(1+e€). Como
la suma de éstos es 2a, concluimos que a es precisamente el semieje
mayor de la elipse. Ver la Figura 3, donde O es el foco de atraccion y
C el centro de la elipse. Si despejamos r cos 8 de (7) y acos E de(17) y
restamos, obtenemos

acos E = ae 4 rcos?f.

Esto nos da la interpretacion de F como un &ngulo para la circunfe-
rencia circunscrita a la elipse (de centro C' y radio el semieje mayor a).
En particular, para la 6rbita circular se tiene e = 0, los puntos O y C
coinciden, asi que F = 6.
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V. I
/ 1
. _'/\E e:
A Cacpdl

l-¢
/7

Figura 3: Interpretacion de la anomalia excéntrica para una 6rbita eliptica

Finalmente, ¢ puede obtenerse sustituyendo r(E) de (17), e integrando

la expresion
_ r(E)
t= [R2aE.

Entonces
wt=FE —esenE, (18)

si definimos w = k/a = v/—2h/a. El término wt se llama anomalia
media (porque cuando e = 0, wt es el dngulo del movimiento circular)
y (18) se conoce como la ecuacidn de Kepler. Las ecuaciones (17) y
(18) definen implicitamente a 7 como funcién de t¢.

Si h = 0, hacemos k? = p, obteniendo simplemente la ecuacién dife-
rencial

'
" =1.

La solucién general »(E) y el valor de ¢(E) obtenido integrando como
en a), resultan

r = ro+ E?*/2

Vit = moE + E®/6

Si h > 0, hagamos k% = 2h, obteniendo
U

"
T —r=—

k2

Resolviendo como antes, obtenemos (aunque por supuesto, aqui w no
es una frecuencia angular)

r = alec.shE—1)
wt esem hE — E.
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En cualquiera de los casos a) y c), el valor limite e = 1 nos da érbitas
colineales que experimentan colisién cuando E = 0. Lo mismo ocurre
en el caso b) para ro = 0, donde eliminando E obtenemos de nuevo la
ecuacién (4).

Observemos que en el método a) tuvimos que excluir explicitamente
las soluciones colineales que experimentan colisién. Con el método de
Sundman no sélo obtuvimos de nuevo ecuaciones diferenciales lineales
andlogas, sino que en estas coordenadas tienen sentido las <oluciones
que pasan por colisién para E = 0. Se dice que las ecuaciones resul-
tantes no sélo son lineales, sino que también estin regularizadas.

Otra forma comiin de regularizacién es mediante el metodo de Lewv
Civita, que se obtiene simplemente haciendo r = x? en las ecuaciones
para el método Sundman. En [4] se puede ver una discusién elemental
e histérica de la regularizacién. Allf se prueba explicitamente que si
ocurre una colisién en ¢ = 0, siempre se tiene r(t) = f(t'/3), donde f
es una funcién analitica de una variable. :

3 Caos en el Sistema Solar. .

El problema de la estabilidad del Sistema Solar “real” ha recibido con-
sideracién desde la época de Laplace. A un nivel rudimentario, tanto
él como Lagrange pensaban que era un sistema estable, es decir, no
podian ocurrir colisiones ni escapes, . ‘

Hasta la década de los sesentas en este siglo fué que se obtuvo. un re-
sultado que indicaba que la situacién era mucho més complicada de lo
que se habia supuesto. Un teorema debido a Kolmogorov, Arnold y
Moser permitirfa concluir que para un conjunto “grande” de posicio-
nes y velocidades iniciales de los planetas no habr{a colisiones y esca-
pes. De hecho, todo el Sistema Solar se comportarfa como un sistema,
complicado de relojes con frecuencias y semiejes mayores que variarian
lentamente: Sin embargo dicho conjunte de condiciones iniciales no es
“abier’ es decir, pequefias variaciones nos hacen salir de él. Para
ut.a di. ..si6n detallada pero elemental de este resultado, ver Simé [3].
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Por otro lado, las posiciones y trayectorias se podian calcular con mu-:
cha precisién para decenas y centenas de afos, encontrandose siempre
estabilidad. Al tener computadoras cada vez mas sofisticadas, se pudo
extender el intervalo de afios en que se hacfan los calculos. Aqui hubo
que tomar en cuenta otras correcciones que no eran importantes para
intervalos mas cortos, como son:

1. Avance de perihelios de los planetas debidos a efectos relativistas.
9. Pérdida de masa del Sol en forma de energias térmica y luminosa.
3. Efecto de mareas, presién de radiacién del Sol, etc.

4. Efecto:de la galaxia o sistemas proximos.

Con el advenimiento de computadoras cada vez més rapidas y precisas,
se comenzaron a hacer cilculos para intervalos més largos de tiempo
hacia el futuro y hacia el pasado. :

En 1965, dos astrénomos integraron las érbitas de los planetas exte-
riores (Japiter, Saturno, Urano, Neptuno y Plutén) por 120,000 afios,
extendiéndolo posteriormente a 1 millén de anos. En" 1985 otro grupo
hizo calculos para 5 millones de afios. En ambos casos todo parecia
correcto, excepto por resonancias de Plutén con el movimiento de Nep-
tuno. Asi que hace 7 afios parecia que el Sistema Solar perrna,necel'l"‘a,
estable durante el tiempo de vida del Sol. o

Ahora sabemos que esos calculos no fueron por intervalos lo suficiente-
~ mente largos. Los avances més espectaculares en la integracién de las
ecuaciones de movimiento del Sistema Solar “real”, han sido posibles
con las supercomputadoras. ' R

J. Wisdom y G. Sussman del MIT usaron una supercomputadora es-
pecial, el planetario digital “Orrery” con una velocidad de un tercio
de una Cray. Integraron inicialmente las 6rbitas de los planetas exte-
riores por 110 »millonesv de afios hacia el pasado y hacia el futuro [6].
Sélo Plutén presentaba variaciones grandes. Entonces integraron Lasta
900 millones de afios, encontrando que Plutén tiene 5 resonancias con
'Neptuno y ademds presenta evidencia de caos.

La aparicién de caos significa que hay una dependencia muy sensible
respecto a las condiciones iniciales. Es decir, si las condiciones iniciales
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se cambian ligeramente, la diferencia entre las orbitas crece exponen-
cialmente.

Finalmente, J. Laskar de Parfs, usé un programa TRIP para super-
computadora, modelando los 4 planetas interiores (Mercurio, Venus,
Tierra y Marte) durante un periodo de 200 millones de afios hacia, el
pasado y hacia el futuro, [2]. La integracién numérica directa de es-
tos movimientos no era posible en ese momento, debido a los periodos
relativamente cortos de dichos planetas. Laskar tuvo que usar nuevas
ecuaciones obtenidas aplicando métodos de perturbaciones a las ecua-
ciones de Newton. Encontré evidencias de caos en cuanto a prediccién
de las drbitas, incluso en decenas de millones de afios. Esto significa .
simplemente que uno no podria determinar la posicién de un planeta,
en detalle.

En conclusién, se tiene estabilidad (ausencia de colisiones o escapes)
para los préximos o pasados cientos de millones de afios, pero un mo-
vimiento cadtico para los planetas interiores y Plutén (imposibilidad
de prediccidn de las posiciones) al cabo de unas decenas de millones de
aflos (véase [1]).

La evidencias mas tempranas de caos en el sistema solar fueron ob-
servadas hace varios afios en el movimiento de algunas lunas (como el
satélite Hiperién de Saturno, pequefio y de forma irregular), asi como
el de algunos asteroides.

La edad aproximada del Sistema Solar es de 5,000 millones de afios.
Atin si pudieran integrarse numéricamente las ecuaciones hasta esa
época, suponiendo adem4s que no hubiera caos, el modelo de New-
ton ya no serviria. El modelo cosmoldgico adecuado depende de cémo
surgio este sistema.
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Prélogo y Advertencia. Este escrito es una versién extendida del “acordesn” que preparé
para mi platica en el Coloquio del CINVESTAV (Julio-Agosto, 1991). Nada—o casi nada—de
lo que aquf estd escrito debe ser atribuible a mi investigacién, ni acreditable a mi, persona,
excepto—posiblemente—el orden de la presentacién y la ponderacién de ciertos temas. Todo
lo que voy a exponer lo he aprendido de mi maestro, S. Sternberg y &l mismo ya ha escrito
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intencién de armar una presentacién coherente, sencilla, ficil de leer y expuesta en “una .
"sola pieza”, para la audiencia particular del Coloquio. Deseo aprovechar la ocasién para
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Juan José Rivaud por las pldticas y discusiones que tuvimos durante estos tltimos meses.

iQUE ES UNA PARTICULA ELEMENTAL? .

. Comenzaremos recordando cémo fué evolucionando en la historia de la humanidad el
concepto de “elemento”. Los elementos aparecen con su connotacién actual—esto es, como
objetos basicos a partir de los cuales se componen todos los cuerpos materiales—entre los
pueblos de la antigiiedad y son los herederos griegos quienes difunden la idea. Para ellos,
todos los objetos del mundo material estaban compuestos por cuatro elementos: tierra, aire,
agua y fuego. En la cultura helénica, se originé también la concepcién atémica de la materia
que afirmaba que el proceso de subdividir cualquier objeto material stiscesivamente, poseia
un limite natural: el dtomo, o entidad indivisible. Los elementos eran pués, los dtomos.

Mucho se dijo e hizo durante la edad media tomando como base las interpretaciones
de las ensefianzas filoséficas—degradadas por el paso del tiempo—de los antiguos griegos.
La humanidad escuché a los alquimistas hablar de la “transmutacién de los elementos” y
muchos se dedicaron a obtener metales preciosos a partir de piedras ociosas. Sin embargo,
el gran mérito de la alquimia fué el de proporcionar un nimero de experimentos tal, que
la primera definicién razonable de “elemental” cayé operacionalmente por su propio peso
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y fue Thomas Boyle quien la formuld en el siglo XVIIL: un elemento es una substancia
indescomponible en ninguna otra, u otras, después de realizar sobre ella una. serie (bien
determinada) de operaciones quimicas. g ‘

A partir de ese momento, el proyecto fundamental para el entendimiento de la com-
posicién de los objetos materiales, se tradujo en darse a la bisqueda de los “elementos
quimicos”. El proyecto culminé con el descubrimiento de la “tabla periddica de los ele-
mentos”, por Mendeleev. (Cabe mencionar, sin embargo, que la periodicidad de la tabla
permanecié—en ese momento—sin explicacién alguna.) La vieja teoria atémica de los an-
tiguos griegos gand sustento al descubrirse las leyes de las proporciones en las reacciones
quimicas y un gran entendimiento se derivé de pensar que los objetos materiales se com-
ponian de moléculas, que a su vez estaban formadas por combinaciones enteras de atomos
de los diferentes elementos que ocurrian en su composicién. Las ideas alquimistas pasaron
a formar parte de las “épocas obscuras” y la tarea de obtener oro a partir del zinc no volvié
jamés a ser “ciencia respetable”. '

Los descubrimientos del electrén y de la radioactividad, sin embargo, vinieron a modi-
ficar nuevamente la concepcién de lo “elemental”. Con ellos, laidea de la “Inmutabilidad”
de los elementos habia rodado por tierra. El nuevo proyecto para entender la composicion
de los objetos materiales consistié en buscar todas las particulas subatomicas; éstas ocu-
paban ahora el lugar de los “elementos indivisibles” de los antiguos griegos. El proyecto
terminé en la década de los veintes con la teorfa nuclear de los Atomos; entre otras cosas,
esta teorfa permitié finalmente explicar en gran medida, la asombrosa periodicidad de la
tabla de Mendeleev. Los elementos—que resultaron objetos localizables en el espacio—se
redujeron a sélo tres: el electrén, el protén y el neutrén.

Los experimentos de los afios siguientes pronto demostraron que esta no podia ser toda
la historia. Por ejemplo, se observé que los neutrones no eran buenos candidatos a “el-
" ementales” debido a su inestabilidad: un neutrén decae en un protén, un electrén y un
“neutroncito” (neutrino, en italiano; término debido a E. Fermi). Répidamente aparecieron
otros elementos distintos; proliferaron las “particulas elementales”. El gran proyecto de
encontrar todas las particulas elementales tuvo mucho de taxonémico y artistico en cuanto
a la depuracién de técnicas para detectar nuevos objetos y al disefio de dispositivos exper-
imentales se refiere. El proyecto culminé esta vez con el surgimiento:del llamado “modelo
estandar” de la década de los setentas. El modelo dice que sélo hay dos tipos de con-
stituyentes bésicos: leptones y quarks. Los leptones son, o bien particulas localizables
del tipo del electrén, o bien, neutrinos. Los quarks—que los hay en una variedad de tres
colores—son finalmente los corﬁponcm(.’s basicos del resto de las “particulas elementales™
(e.g., del neutrén, del protén, etc.) '

Aqui cabe sefalar que existe una clase més de entidades basicas que definitivamente
tienen que ver con la composicién de la materia. A éstas se les ha referido tradicionalmente
como “particulas elementales” también, pero su naturaleza es escencialmente distinta: no
se trata propiamente de constituyentes de la materia, sino de portadoras de las “fuerzas de
interaccion” entre las particulas que si pueden calificarse como constitutivas. A esta clase
pertenecen los fotones y los bosones masivos.
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Para finalizar esta seccién, mencionaremos que las particulas elementales también ex-
hiben una periodicidad: el modelo estindar dice que vienen en tres generaciones; cada
generacion consiste en una particula tipo electrén, un tipo de neutrino y dos quarks con
color. La periodicidad de las generaciones ha conducido nuevamente a la idea de que tanto
los leptones como los quarks podrian a su vez ser “objetos compuestos” y que existe un
nivel mas fundamental atin. Sin embargo, muchos han sido también los argumentos fisicos
que se han dado en favor de la idea de que los leptones y los quarks son realmente las
piezas mas basicas de este rompecabezas.

LA TEORIA DE GRUPOS EN LA DESCRIPCION DE LA NATURALEZA

Desde la década de los cuarentas y tras el trabajo fundamental de E. Wigner; las particulas
elementales se entienden operativamente dentro del marco de la teoria, cuéntica, como rep-
resentaciones irreducibles del grupo, G, de simetrias de la Naturaleza. Desde entonces,
el proyecto bésico de la teoria de interacciones' fundamentales, puede resumirse en la res-
olucién de los siguientes tres,problemas: ‘ '

1. Determinar el grupo G (un problema para la fisica).

2. Determinar el conjunto, é, de todas las representaciones irreducibles de @ (un
problema para la matematica).

3. Determinar precisamente qué representaciones del conjunto G realmente oturren en
la Naturaleza como particulas elementales (un problema para la fisica).

Es claro que la solucién de cualquiera de estos problemas tiene una incidencia, directa
sobre la posible solucién de cualquiera de los otros dos. Nosotros no diremos mucho acerca
de la complejidad de este formidable proyecto, pero si queremos mencionar brevemente
cudles son las bases conceptuales de la definicién de Wigner, para no dejar al lector con
el mal sabor de boca de no saber por qué la teoria de representaciones de grupos juega
un papel tan importante en la fisica como para hacer descansar sobre ella el fundamental
concepto de “particula elemental”. '

Tal vez, el descubrimiento'ma',s asombroso de la Mecdnica Cudntica—desde un punto de
vista metafisico primero y muy concretamente fisico después de que se le formula con pre-
cisién—es el hecho de que los “razonamientos cuénticos” obedecen las leyes de una 14gica
distinta a la cldsica aristotélica. El modelo de la Iégica cudntica es tal que las proposiciones
se hacen corresponder con subespacios cerrados de un espacio de Hilbert complejo y sepa-
rable, H (y escribimos la correspondencia asi: P> Wp). Las implicaciones corresponden
a contenciones de subespacios en otros (P = Q & Wp C Wq). Los conectivos légicos ‘o’
e ‘y’ se entienden respectivamente como suma ¢ inferseccidn de subespacios y la negacidn
consiste en tomar el complemento ortogonal. La diferencia con la légica clasica radica en
la no distributividad del ‘y' sobre el ‘o’ ni viceversa.

.
Cabe preguntarse cudles son las razones fisicas para prestar atencion a dicha légica y
la respuesta la podemos referir a una primera explicacién dentro del marco de la Mecénica
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Clésica: un sistema fisico estd perfectamente definido por su espacio fase, S, y éste, no
es otra cosa mas que el conjunto de todos sus estados posibles. Las leyes dindmicas de
los sistemas fisicos son deterministas: conocer el estado de un sistema en un instante de
tiempo dado, determina completamente el estaco del mismo en cualquier instante posterior.
Esto se debe a que las leyes dindmicas son sélo un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias en S. Las cantidades fisicas observables se representan mediante funciones
reales definidas en el espacio fase. El valor de una tal funcién en un punto s € S se
interpreta como el valor de la cantidad fisica en cuestién cuando el sistema se epcuentra
en el estado s. La aseveracién més general que uno puede hacer respecto a un sistema
en relacién a una cantidad observable—digamos, f: S — R—es que su valor se encuentra
dentro de cierto subconjunto, E, de niimeros reales. Ello equivale a decir que el estado del
sistema se encuentra dentro del subconjunto f~!(E) del espacio fase. En otras palabras, Jas
proposiciones fisicamente significativas, se hacen corresponder con ciertos subconjuntos del
espacio fase. La relacidn de inclusidn entre dichos subconjuntos, corresponde naturalmente
a la implicacidn entre proposiciones. Los conectivos ‘o’ e ‘y’ corresponden a la unién e
interseccién de conjuntos, respectivamente y la negacién a la complementacién. Esta es la
I6gica del sistema y se trata de una légica distributiva.

Ahora bién, si un sistema no obedece las leyes dindmicas de la Mecdnica Clésica, no
tiene sentido asignarle un espacio fase. Sin embargo, si es posible considerar la totalidad
de aseveraciones fisicamente verificables que se pueden hacer'de él. El conjunto de tales
afirmaciones podria llamarse la Idgica del sistema si (y sélo si) fuera posible definir opera-
ciones de implicacién y negacién que lo convirtieran en un conjunto parcialmente ordenado.
El punto—sobre el que ya no discutiremos—es que un sistema en Mecdnica Cudntica tiene
por ldgica al conjunto de subespacios cerrados de un espacio de Hilbert separable, H, como
ya se menciond.

Un teorema fundamental de Wigner, establece que si la dimensién del espacio H es
mayor que dos, cualquier automorfismo de un sistema cudntico (esto es, cualquier auto-
morfismo de su légica) puede representarse mediante un operador, U: H — H, que es,
unitario, o antiunitario y estd completamente determinado hasta un factor de fase. Por lo
tanto, decir que un grupo G actia por automorfismos de la légica de un sistema cuédntico
dado, significa que nos es dada una upzeqvutacmn proyectiva de G en H por transforma-
ciones unitarias o antiunitarias. Sila representacién es altamente reducible—como serfa el
caso de un sisterna muy complicado con muchas interacciones—la diferencia entre una rep-
resentacién proyectiva y una representacion ordinaria tiende a desaparecer al aumentar el
nimero de sumandos directos en la descomposicidn en irreducibles (el caso extremo resulta
de permitir solamente un factor de fase arbitrario global). De alli que el objetivo sea fijar
la atencién en representaciones unitarias o antinuitarias para los sistemas mas simples. En
particular, la accién de la componente conexa de G da origen a una representacién unitaria

en H.

Una pregunta de fundamental importancia es la siguiente: jHasta qué punto estd de-
terminado un sistema por su su grupo de autoporfismos? Nuevamente, podemos dar una
primera respuesta empleando argumentos de Mecanica Clasica. Para ello, vamos primero
a reformular la pregunta y ponerla en términos mas directos: jEs posible obtener un es-
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pacio fase a partir de un grupo de transformaciones? Lo asombroso es que la respuesta es
afirmativa cuando se trata de un grupo de Lie. Este descubrimiento—debido independi-
entemente a Souriau, Kostant y Kirillov en la década de los seténtas—es uno de los més
significativos para la fisica teérica y, aunque sea muy por encima de los detalles técnicos,
1o queremos dejar de mencionar la manera en que se obtiene toda una variedad de espacios
fase a partir de un grupo de Lie G.

Todo grupo de Lie actta en su dlgebra de Lie mediante la representacién adjunta y
por lo tanto, en el espacio dual del dlgebra de la manera mdas natural posible: si f es
una funcional lineal en el algebra de Lie de G, la funcional g - f, con g € G, se define
como la que asigna a cada vector v del &lgebra, el valor f(p(g‘l)(v)), donde p es la
representacién adjunta (Véase el inciso b de la siguiente seccién para recordar la definicién
de representacién). Cada érbita de esta accidn es un espacio fase equipado con una manera
muy precisa de escribir sus leyes dindmicas. - :

Cabe recordar que, una caracteristica muy importante que presentan los sistemas de
la Naturaleza que varfan continuamente con el tiempo es que algunas cantidades observ-
ables no cambian a lo largo de la evolucién dindmica de los mismos. Estas propiedades
parecen ser tan fundamentales que tedricamente ocupan un lugar preponderante entre las
leyes de la fisica; se les conoce como leyes de conservacidn. Por otra parte, existen sitemas
fisicos que presentan ciertas simetrias (i.e., propiedades de invariancia ante ciertas trans-
formaciones). Un resutlado fundamental de la. Mecanica Clasica, que fué heredado casi sin
cambio alguno. por la Mecdnica Cudntica, es la estrecha interrelacién que existe entre las
leyes de conservacién y las simetrias de un sistema fisico. Los teoremas en este campo se
originan a mediados del siglo pasado con los trabajos de Jacobi y fueron consolidados por
Emmy Néther a principios del actual. Dichos resultados fueron promovidos al reino de la
teorfa cudntica por Heisenberg, Weyl y W igner, fundamentalmente.

Los principios de simetria e invariancia resultaron, en la nueva fisica, herramientas im-
prescindibles; estos principios han permitido, predecir algunos de los descubrimientos mas
asombrosos de la fisica moderna. Sélo por mencionar algunos ejemplos, la existencia del
neutrino mismo viene a salvar al Principio de Conservacién de la Energfa en el decaimiento
del neutrén. Las reglas de seleccidn de la espectroscopia molecular, que resultaban de la
incapacidad de observar ciertas transiciones cutre niveles de energia atémicos o molecu-
lares aparentemente permitidos por la teoria gencral, pudieron ser explicadas como una
propiedad de las representaciones de los presuntos grupos de simetria de los atomos o
moléculas bajo consideracién. La invariancia (aproximada) en las interacciones dentro del
nucleo respecto al intercambio protén-neutran dié origen a la teorfa de Yang-Mills, que,
tras la incorporacién de ciertos “mecanismos téenicos” (como el rompimiento espontaneo
de la simetria y el mecanismo de Higgs para la adquisicién de masa de ciertos bosones
que intermedian las interacciones de las particulas fundamentales), produjo la primera
existosa teorfa unificada de interaccioncs fundamentales: la teorfa electro-débil. También
-eabe mencionar la prediccién de Gell-Alann de la existencia del estado singulete del mesén
n (masa aproximada, 930 Mev), querresults de la hipétesis—propuesta también por Y.
Ne’eman de manera independiente—de simetria SU(3) en la composicién de las particulas
susceptibles de interactuar bajo la fuerza fuerte.
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Los principios de simetria han sido existosamente usados en la teoria cudntica gracias
a que con ellos uno puede anticipar respuestas precisas, atin en el caso en que no se cuente
con una buena teoria dindmica de las interacciones involucradas. Es seguramente por ello
que Wigner se aventurara a afirmar que “si conociéramos todas las leyes de la Naturaleza,
. . ., sus propiedades de invariancia ya no proporcionarian informacion nueva alguna.”

En la siguiente seccién ilustraremos con un ejemplo sencillo de la Mecénica Clasica,
cdmo es que un fisico tedrico argumenta en favor de tal o cual grupo como un candidato
a el grupo de simetria de un sistema natural. Sin embargo, podemos mencionar aqui
que hay lineamientos generales que dictan en qué direccién hay que buscar al grupo G
de la Naturaleza: por ejemplo, éste debe actuar en el espacio-tiempo e incluir a todas las
isometrias del mismo. En el articulo original de Wigner, se tomé a G = SL(2, C)xR3!—el
producto semidirécto del doble cubriente de la componente conexa del grupo de Lorentz
con el grupo de translaciones, R*!, del espacio-tiempo. Lo que Wigner encontré fué que
las representaciones fisicamente relevantes de este grupo G, estaban parametrizadas por
dos “niimeros cuinticos”: (m,s), siendo m un ntmero real mayor o igual que cero (la
masa) y §, un semientero positivo si m > 0, o bien, un semientero positivo o negativo si
m = 0 (el espin). '

Dado que la masa y el espin no son los vnicos pardmetrds que caracterizan a las
particulas, y dado que sélo ciertos valores reales de m, y para éstos, sélo ciertos val-
ores de s, se observan en la Naturaleza, la historia contada por el ‘grupo de Poincare,
G = SL(2,C)xR*!, no puede ser completa. Los modelos més estructurados incluyen los
grupos de simetrias internas (de norma o gauge), U(1) x SU(2), U(1) x SU(2) x SU(3),
etc., como factores directos del grupo de Poincare. -

Antes de dejar esta seccién, conviene comentar sobre el por qué debe considerarse, no
el grupo de Lorentz directamente, sino su doble cubriente. Esta es una de las herencias
de Einstein modificada por las ideas de la Mecdnica Cudntica: para Einstein, el grupo de
los observadores inerciales debia contener alguna o algunas de las componentes conexas
del grupo de Lorentz, O(3,1). Sin embargo, las representaciones irreducibles de O(3,1)
s6lo dan lugar a particulas con espin entcro; esto es, a los bosones. Las particulas con
espin semientero, los fermiones, sélo se obtienen hasta considerar las representaciones de
SL(2,C) que no se pueden factorizar a través de representaciones de-O(3,1). Dicho de
otra forma, el grupo SL(2,C) admite mas representaciones de las que puede admitir (la
componente de la identidad de) O(3,1). y las diferentes representaciones son fisicamente
observables y distinguibles entre si. ‘

LA ESPECTROSCOPIA MOLECULAR Y EL LEMA DE SCHUR

El propdsito de esta seccién es explicar ¢émo es que la espectroscopia molecular—que es
una parte de la ciencia experimental-—puede entenderse como una aplicacién del llamado
“Lema de Schur” de la teoria de grupos. A su vez, es un excelente pretexto para ilustrar
de manera sencilla, cémo es que se puede argiimentar fisicamente para distinguir, ' entre
varios posibles candidatos a grupo de simetrfa de un sistema dado, a los que definitivamente
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no pueden serlo. Para cubrir estos objetivos, vamos a recordar primero algunas definiciones
bésicas:

a) Modelos moleculares. Supéngase que tenemos un sistema de masas puntuales que
se mantienen ligadas entre si mediante fuerzas del tipo que ejercen los resortes (fuerza
= —k desplazamiento). Las constantes k se suponen suficientemente grandes para poder
pensar que se trata de un sistema relativamente rigido. Podemos decir que tal sistema es
un “modelo clésico”—digamos, en primera aproximacién—para una molécula.,

Supondremos que conocemos el niimero de masas puntuales pero no la forma del sistema,
en equilibrio. El sistema se encuentra dentro de una “caja negra” que podemos agitar y
sacudir a diversas frecuencias y determinar, en virtud de las respuestas a estos estimulos,
sus frecuencias de resonancia. Estas tltimas, sc supone que son las frecuéncias de libre
oscilacién alrededor del equilibrio. Queremos mostrar cdmo usar esta, informacién, junto
con teorfa de grupos, para determinar la forma de la “molécula” en equilibrio.

Sea ¢ el vector que describe la desviacién del sistema desde la posicién de equilibrio,
especificando el desplazamiento de cada “4tomo”. Por lo tanto, si hay N “dtomos”, ¢ serd
un vector en un espacio de dimensién 3N. De la teoria de pequeias oscildciones sabemos
que el comportamiento del sistema cerca del equilibrio ‘estd descrito por una ecuacién
diferencial de segundo orden de la forma,

¢"+Fq=0, : 1)

donde F' es un operador autoadjunto. Los eigenvalores de F' determinan las frecuencias de
oscilacién y los eigenvectores determinan la configuracion asociada a los “modos normales”
de vibracién.’

Como ejemplo, supéngase que la “molécula” estd formada por tres “dtomos” idénticos,
cada uno de masa m, situados a lo largo de una linea y unidos por resortes idénticos de

constante de fuerza k. .

Por simplicidad supondremos que los dtomos pueden ser desplazados sélo en una di-
mensién, de. manera que el vector ¢ = (91,42, g3) describe completamente la desviacién de
la molécula a partir de la posicién de equilibrio. Luego, la segunda ley.de Newton conduce
a, )

"+Fqg=0, F=—[-1 9 -1}, (2)

La simetria de la matriz F indica que ésta representa a un opérador autoadjunto. Los
eigenvectores de F' corresponden a los modos normales de vibracién, como se indica a

/
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continuacion: )
Eigenvalor -Eigenvector Modo normal
1 .
0 1 translacién uniforme
1
1
— 0 vibracién.simétrica
m
\ —1
3k -1 e
— 2 vibracién antisimétrica
m 1

b) El Lema de Schur. Habiendo ya explicado el significado fisico del sisterma, vamos
shora a recordar las definiciones y los resultados que necesitamos de la teoria de repre-
sentaciones de grupos.

Si G es un grupo y V un espacio vectorial (que puede por el momento suponerse de
dimensién finita), una representacion de G en V es un homomorfismo del grupo G, al
grupo Aut V de todas las transformaciones lineales invertibles de V' en si mismo. En otras,
pa,lziBras, se trata de una funcién,

p:G — AutV; con, p(gh) = p(g) o p(R).

Dada una tal representacién, se dice que un subespacio W de V es invariante, si para
todo g € G, se tiene que p(¢)W C W. Una representacién es irreducible, si los dnicos
subespacios invariantes son los triviales: {0} y V. Finalmente, si p:G — AutV, y v: G —
AutV,, son dos representaciones distintas del grupo G, cualquier funcién lineal

T:V, = V,, con, Top(g)=v(g)oT,

paratodog € G, sie llama equivariante. El conjunto de todas las transformaciones equivari-
antes de V, a V, se denota por Hom¢(V,,V,). Con estas definiciones, es bastante sencillo

demostrar la siguiente,
Proposicién. SiiT € Homg(V,,V.), los subespacios ImT C V, y KerT C V,, son
invariantes. Ademds, cuando T # 0, se tiene que, ‘

a) Si v es irreducible, T es sobre.

b) Si p es irreducible, T es inyectiva.

¢) Si v y p son irreducibles, T es un isomorfismo.

En particular, para cualesquiera dos representaciones irreducibles, p y v, el conjunto
Homg(V,, V), o bién consta unicamente de la transformacién lineal que es iainrticamente
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cero, o bién, es un anillo con divisidn (todo elemento distinto de cero es invertible); esta
observacién nos conduce a la forma més usada de la proposicién anterior (el lema de Schur):

pirreducible y T € Homg(V,,V,) = T = \d,

para algin escalar ).

c) El grupo de simetrfa de una molécula. Un grupo G es un grupo de simetria del
sistema descrito por la ecuacién diferencial (1), si existe una represcentacion p de G en
el espacio de los desplazamientos ¢ (R® en nuestro ejemplo de la molécula lineal y R3Y
en general), con la propiedad de que para cada solucién ¢ del sistema, p(g)g también cs
solucién, para toda ¢ € G. De manera informal, & refleja la simetria existente entre las
fuerzas que mantienen unida a la moléeula. ‘

Es fécil darse cuenta que si G es un grupo de simetria para el sistemna (1), entonces, el
operador F' que aparece en la ecuacién, debe ser equivariante. Esta es la base fundamental
de los razonamientos subsiguientes. ’

En el ejemplo de la molécula lincal, el grapo de simetria, &, debe al menos incluir
jemp . el grug , G,
al elemento g3 que intercambia los desplazamicntos de los atomos ‘1’ y *3’, dado que el
sistema es indistinguible del que resulta al intercambiar dichos dtomos. Asi pués,

0 0 1
J13 = 0 1 0 € G,
1 0 0

y se observa que 13 F = F g3, siendo F la matriz (2). La situacién es entonces la siguiente:
tenemos una representacién p de G en el espacio vectorial V de los desplazamientos de la
molécula y un operador autoadjunto Fen V' que conmuta con la accién de G. Analicemos
primero el caso extremo en el que la accion de G es irreducible:

G actia irreduciblemente. El lema de Schur dice que F debe ser un miltiplo es-
calar de la identidad; esto es, F ticne un solo cigenvalor. Por otro lado, obsérvese que
genéricamente, al elegir un operador autoadjunto al azar (sin requerir que éste conmute
con la accién de G), el nimero esperado de cigenvalores distintos s igual a la dimension
del espacio vectorial V. La “moralcja™ resulta de argumentar en el sentido opuesto: si
se observa una sola cigenfrecuencia doude debicra haber habido dim ¥ cigenfrecucncias
distintas, cs muy probable que se deba a que existe un grupo G actuando irreduciblement e
como simetria del sistema. haciendo coineidiv a todos los cigenvalores de Fo Cuaido se
observa mas de un eigenvalor, se puede arstnentar como en el caso siguieute:

G actia reduciblemente. Si F commuta con ln aceién de G ¥ oroes un cigenvector de
F. digamos, Fr = Av, entonces es fiteil deducir aue Fplg)(v) = Ap(g)(v), para todo
9 € G. En otras palabras, ¢l cigenespicio de F correspondiente a un eigenvalor dado, \.
es invariante para la represeutacion p. Dado que F os autoadjunto, podemos descomponer
V' en la suma directa de sus cigenespacions correspondicutes a eigenvalores distintos:

L T W A KW NFN O £ m < dimV,

7
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donde cada subespacio Vj, es G-invariante. Ahora bién, para cada t, podemos ain de-
scomponer el subespacio Vy; en una suma directa de subespacios G-irreducibles:

VA,- — Vl(i) D Vz(l') S - ‘/r(,-'.)‘

La “moraleja” esta vez es la siguiente: si G no actia irreduciblemente, V puede descom-
ponerse en la suma directa de subespacios G-irreducibles, digamos,

V=V1@V2®"'Vp, desz,

y en cada V,,, F tiene un sélo eigenvalor. En particular, el nimero de eigenvalores de F' es,
a lo més, igual a p; esto es, al niimero de componentes G-irreducibles en la descomposicion
de V. Sin embargo, este mimero ya no tiene nada que.ver con F'y depende iunicamente
de la representacién p. S '

;Cémo puede usarse esta informacién en la préctica? La respuesta tiene por filosofia
la siguiente: Supéngase que existen dos posibilidades para el grupo de simetria del sitema:

p1: Gy — AutV, Y, p2: Go — AutV.
Se buscan a continuacién, las respectivas descomposiciones en irreducibles:
V — Vlllx GB ‘/Qm QB .. @ Vppxl’
V :,lez 69 ‘/'sz @ . (B sz

P2 °

Supéngase que p; > pz. Si se observan p; eigenfrecuencias distintas, entonces definitiva-
mente G, no puede ser el grupo de simetria correcto. Por otro lado, si se observan p;
frécuencias distintas, se puede argumentar es que existe cierta evidencia de que G2 sea el
grupo correcto. ’

ESTRUCTURAS FINAS, ESTADOS EXCITADOS Y FiLosOFfA DEL “WIGNERISMO”

Un principio fundamental en la prediccién de observaciones experimentales, empleando
los métodos de la teorfa de grupos, es ¢l siguiente: si p: G — AutV, es una representacion
irreducible y H es un subgrupo de G, la restriccion, pln, de la representacion p a H C G
no es necesariamente irreducible. En otras palabras, considerando que V, es un espacio de
representacién para H, es posible escribir de manera no trivial,

‘,p — ‘/l(ll) ) ‘/2(/’) Q- D Vr(p),
donde cada V,Ep ) es H-irreducible. Para explicar de qué manera puede emplearse este
principio en la practica, vamos a suponer que un cierto sistema bajo nuestro estudio estd

descrito por una ley dindmica de la forma, .

0¥ =Ly ¥, VeV, (3)
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con Fy un cierto operador autoadjunto en V,. Supondremos que una primera serie de
experimentos revela que se pueden observar tres eigenvalores distintos de Fy. Supdngase
que la hipétesis de que esto se debe a que el grupo G actda via pen V, como grupo de -
.simetrias del sistema, es vélida. De hecho, supéngase—para fines de este argumento—que
la representacién p descompone a V, en tres subespacios G-irreducibles:

V,=vVWgav®gy®),

Supéngase también que Fyy acttia en V) como Ajid, con A; # A sl j # k.

Sin embargo, en una segunda serie de experimentos se demuestra que en realidad hay
una estructura mds fina: lo que en la primera serie de experimentos aparecia como una
sola frecuencia A;, es en realidad un agregado de—digamos, sélo por argumentar—tres
frecuencias perceptiblemente distintas (o bién, en un lenguaje mas usado, que V() ge
desdobla en un triplete). Similarmente, la nueva serie de experimentos muestra que en
V®, donde actuaba Fy como Az, hay en realidad otras tres frecuencias distintas y sélo
por argumentar, digamos que en V®) se observan dos mds. El argumento es entonces el
siguiente: ‘

El operador Fy no es el correcto en la descripcién de la dindmica; la razén es que en la
primera serie de experimentos, no se tomé en cuenta que habia interacciones adicionales.
Cuando si se les toma en cuenta, el operador que describe la dindmica correcta no es
Fy, sino F = Fy + Fy, donde Fj representa una “pequefia perturbacién” al operador F
original. Esto significa que si bién, p(¢) Fy = Fy p(g), para todo g € G, la presencia del
término perturbativo Fy hace que no necesariamente sea cierto que p(g) F = F p(g), para
todo g € G. Sin embargo, muy bien puede ser posible que,

p(h) F = F p(h), para todo h € H,

donde H es algin subgrupo de G. Este argumento es particularmente seductor cuando
resulta que la restriccién de la representacion original p de G al subgrupo H, descompone
los subespacios V() originales en, al menos, el mimero observado de frecuencias distintas en
la segunda serie de experimentos. Y todavia es mejor atn si el nuevo operador F' = Fy + Fy
posee los eigenvalores correctos. '

,

El argumento general ya no es entonces dificil de deducir y el punto a notar es que
estos argumentos son bastante independientes de las leyes dinamicas. No importa demasi-
ado si se trata de una-ecuacién diferencial como (1) o como (3). No es siquiera preciso
conocer las leyes dindmicas correctas. Lo tinico que se requiere es que de “ primeros prin-
cipios” tenga sentido argumentar en términos de las observaciones experimentales segiin
alguna correspondencia con ciertas peculiaridades de alguna clase de operadores. Este
es particularmente el caso en la Mecdnica Cudantica; sus leyes aseguran que los eigen-
valores de los operadores autoadjuntos son cantidades fisicamente observables. De esta
manera, es posible argumentar desde un principio con los grupos G y H directamente y
sus representaciones. Bajo ciertas circunstancias, es posible controlar experimentalmente
las perturbaciones F} y entonces las eigenfrecuencias A; observadas segin el grupo G con
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el operador Fyy corresponden a estados bisicos y las frecuencias derivadas de F segin la
reduccién de simetria de G a H, corresponden a estados excitados.

Fué precisamente siguiendo esta filosofia general—usada originalmente por Wigner para

explicar las observaciones de la espectroscopia atoémica y molecular-—como Gell-Mann y
Ne’eman llegaron a la conclusion de que tras el estudio de las representaciones irreducibles
de SU(3) se podian acomodar en patrones perfectamente coherentes las “particulas ele-
mentales” que hasta principios de la déeada de los sesentas se conocian.
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Resumen

Se describen en la primera parte cuatro ejemplos sencillos de haces fibrados principales (h.f.p.’s) no
triviales con fibra discreta: las cubiertas universales del circulo por los reales y del plano complejo menos
un punto por la superﬁ-cie de Riemann del logaritmo, y las cubiertas dobles de los mismos espacios por el
circulo y la superficie de Riemann de la rafz cuadrada respectivamente. Se discute brevemente la relacién
de las cubiertas universales con la mecénica cudntica en la formulacién de la integral de camino de Feynman
y de las cubiertas dobles con particulas de spin % . En la segunda parte se presenta una deduccién completa
de las relaciones de_compatibilidad entre las proyecciones locales de la forma de una conexién en un h.f.p.

arbitrario {potenciales de norma) y.de las transtormaciones de norma utilizadas en Fisica.

1. Introduccién

Apro'ximadzimen»te en los dltimos veinte afios se ha desarrollado una descripcién geen.d-
trica de las teorfas de campos de norma para las interacciones fundamentales (elect
magnéticas (Maxwell-Faraday), nucleares débil y fuerte (Yang-Mills, Weinberg, Salam,
Glashow, Gress, Wilczek, Politzer) y gravitacionales (Einstein))!. Dicha descripcién se
basa fundamentalmente en la teorfa de conexiones en haces fibrados principales (h.f.p.’s) y

en sus haces asociados, que fuera desarrollada con mucha anterioridad e independientemente

*Basado en la plitica presentada por el autor durante el VII Coloquio del Departamento de Matemiticas

del CINVESTAV, ESFM-IPN, México, Julio 29 - Agosto 16, 1991,
**Con licencia en el Depto. de Fisica, Centro de Investigacién y de Estudi-s Avanzados del IPN.
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\de las aplicaciones fisicas (aproximadamente entre los afios ’30 y ’50 7), la que involucra
conceptos de topologia, geometria diferencial y compleja y topologfa algebraica . Mien-
tras que las conexiones representan la “radiacién” en un sentido generalizado (fotones en la
teorfa de Maxwell, bosones intermediarios W* y Z° en la teorfa débil, gluones en la teoria
fuerte y gravitones en la teorfa de Einstein), los campos de materia (électrones, neutrinos y
quarks) se representan por funciones equivariantes en el espacio total de haces principales
(6 equivalentemente por secciones globales en haces asociados), induciéndose asi{ de man-
era natural el acoplamiento “radiacién-materia” via la derivada covariante de secciones con

respecto a una conexién dada 4

La. teoria cuéntica de campos de norma involucra el cdlculo de integrales de Feynman®

sobre espa.cxos moduli tfpxca.mente de dimensién infinita, espacios que resultan del cociente
entre el espacio de conexiones sobre un h.f.p. dado y el grupo de norma 6 grupo de au-
tomorfismos verticales del haz. (Para un estudio detallado de la topologfa y la geometria
Riemanniana de estos espacios véasé las Refs. 6 ¥ 7.) Al considerar el acoplamiento con
la materia es necesario realizar integraciones sobre 4lgebras de Grassmann de dimensién
infinita (integrales de Berezm, ver Ref. 8); elte mxsmo tipo de mtegrales se debe realizar so-
bre los campos “fantasma” ( ghosts”) que apa.recen ‘al “levantar” integrales sobre el espa.cxo

moduli al espacio de conexiones, Refs. 9 y 10.

En este artfculo se presenta al lector una breve introduccién al tema de haces fibrados
principales y conexiones a través de dos secciones que, en principio, pueden ser leidas inde-
pendientemente. En la seccién 2 se describen detalladamente cuatro ejemplos de hf.p.’s
no triviales con fibra discreta: las cubiertas universales £ — R — SlyZ - SRE—C*,y
las cubxerta.s dobles Z, — §! — §! v Z; — SRr.— C*. Se deducen los correspondientes
grupos de norma y férmulas concretas para las proyecciones, atlas y fibras sobre cada punto,
y se discuten los sistemas fisicos con los que dichos haces estdn relacionados. Se introduce
el concepto de conexién en forma geométrica (que en estos ejemplos resulta ser dnica) y el
de forma de la conexién (igual a cero en estos casos). En la seccién 8 se hace una deduccién
detallada de la férmula que da las relaciones de compatibilided* entre las proyecciones lo-
cales en el espacio base de una conexién en el espacio total de un h.f.p. (ambos arbitrarios)
y la adaptacién de esta férmula para dar las transformaciones de norma usuales en Fisical®
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2. Cuatro ejemplos de haces principales

En esta seccién describiremos cuatro ejemplos de haces fibrados princif)ales (dos re-
cubrimientos universales y dos cubiertas dobles) que permite en particular dar una idea
concreta de los elementos que intervienen en tales estructuras. Es interesante observar
que el 1° de los haces considerados, la cubierta universal del circulo (los nimeros reales), "
juega un papel importante en toda la mecénica cuintica: en esta teorfa las amplitudes
de transicién se expresan en términos de “integrales de camino de Feyximan” y los inte-
grandos correspondientes son la exponencial de la accién cldsica asociada al camino cuya
contribucién se considera multiplicada por 277 y dividida por la unidad de a.cc1on (ta con-
stante de Planck h)®. Por ejemplo, la amplitud de probabilidad de que una partlcula. no—
relativista de masa m en presencia de un potencial V(%) pase del punto Z’ en el instante
t’ al punto Z” en el instante ¢ en el espac1o ordinario de 3 dimensiones (E3) est4 dada
por K(&",t";&,¢') = [ ezp”" ft, dt(3mi? — V (Z)) donde el dominio de integracién son las
funciones continuas Z : [t/,#"] — E3 que satisfacen Z(t') ="y Z(t") = . El2° haz, lacu-
bierta universal del plano complejo “agujereado”, es el lugar geométrico donde se describe el
efecto Aharonov - Bohm de la mecénica cudntica por medio de la integral de Feynman: ésta
se “levanta” y se realiza sobre un dominio 1-conexo (la superficie de Riemann del logaritmo)
en lugar de realizarla sobre el plano menos un disco (la seccién del solenoide que produce
el campo magnético)!!. La cubierta doble del circulo (el 3° de los haces en discusién) se
puede considerar, al menos cualitativamente, como un modelo topolégico para los estados
fisicos de una particula de spin % ya que, del lado geométrico, al recorrer 360° en ¢l espacio
base, cualquiera de las.dos pre-imégenes en el espacio total recorre 180° y, del lado fisico, en.
la mecénica cuéntica la funcién de onda del electrén cambia de signo por una rotacién del
laboratorio en 360°. Una discusién més detallada de este modelo se puede encontrar en las
Refs, 12 y 13. .Finalmente el 4° haz, la cubierta doble de C* por la superficie de Riemann
de la raiz cuadrada, mantiene con el 3° una relacién aniloga a la que el 2° mantiene con
el 1°: se obtiene del anterior por una deformacién homotopu.a de los espacios base y total.

Esto induce a pensar que su relacién con las particulas de sp1n 7 €8 la misma que la del caso

ii).

i) La cubierta universal del cfrculo: los reales

’
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Consideremos el circulo S! = {z&C| |z| = 1} (espacio base), los reales R (espacio total)
y la funcién ezp : R — S, exp(t) := e?™* (proyeccion). (Como variedad diferenciable S!es
cerrada (compacta y sin frontera), orientable, conexa por trayectorias (c.p.t.), de dimensién
real = 1 y con grupo fundamental m(S') = Z, como grupo de Lie St < C* = GLy(C);
como variedad diferenciable R es no—compacta y sin frontera, orientable, c.p.t., contractible
. (i.e. de1~~\mismo tipo de homotopia que un punto) y por lo tanto 1-conexa (i.e. m(R) = 0)
y de dimensién real = 1, con + : R x R = R, (t,t') = t +t' R es grupo de Lie y exp es un
homomorfismo de grupos que relaciona en forma natural la estructura aditiva en R con la
multiplicativa en S'.) Si zeS!, R, :=ezp~'({z}) = {5‘% + k}rez con ¢ = Arg z € (—m, 7}
es la fibra sobre z y para cada zeS',R, = Z (fibra). Notemos que Z < Ryaquet:
Rx Z — R, (t,n) — ¥(t,n) :=t + n es una accidn (derecha) de Z sobre R (t+0=ty
(t +n) +m =t + (n + m)) libre sobre R (t +n =t = n = 0) y transitiva sobre cada fibra
(t= {’—r + k,t' = % +k'eR, = IneZ t.q. t' =t +n, a saber n = k' — k). Como variedad
diferenciable Z es discreta i.e. su topologia coincide con su conjunto potencia (rz = P(Z))
y de dimensién real = 0. (Nétese que la inclusién i : Z — R,i(n) := n es un monomorfismo
de grupos y que por lo tanto se tiene la sucesién exacta corta (s.e.c.) de grupos abelianos
0 2Z7R & S —0)

Sean U = S! — {i} y V = §' — {~i}; se tiene U,V $S' con UUV = Sy UN
V = 8! — {i,—i}. Es fécil verificar que para 4 = U,V, p4 : R4 := exp~1(4) - A X
Z,04(t) = (exp(t),[t)) ([t] : parte entera de t) es un difeomorfismo de variedades, y que
se cumple 704 = ezpa (= explr,) (condicidn de trivialidad local). Si denotamos por
U= {(A,pa)}a=vy (atlas), la estructura ¢ := (R,S!,exp, Z,U; ) es por definicién un
haz fibrado principal coordenado (h.f.p.c.). Nétese que pu induce 04 ;: A = Ra,04(2) :=
©2'(2,0) que satisface ezpy 0 04 = 14 (04 :seccion local). (Usando la transitividad de ¢

en fibras es ficil mostrar que esta correspondencia es biyectiva.)

La clase de equivalencia de h.f.p.c.’s [¢] := (R,S',exp,Z,U; %), donde U = {U,V}
y & ~ £ si &'y € difieren entre si a lo mas en las funciones ©', y w4, es un haz fibrado
principal (h.f.p.). Por ejemplo, si m es un entero fijo arbitrario, U’ = {(4,9%)}a=vyVv
con ¢/, (t) = (ezp(t),[t] + m) define un hfp.c. & ~ £ En las aplicaciones a la Fisica,

la eleccién de un sistema de trivializaciones locales (i.e. 'de un atlas) en un h.f.p. se suele
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llamar fijacidn de la norma. Es usual la notacién [§] : Z — R &5 S!. Nétese que
(€] es un h.f.p. no-trivial i.e. R % 8! x Z (aunque localmente sf lo es). (En ‘general,
si B(B,G)(= {[[¢]]}) denota las clases de isomorfismo de h.f.p.’s con base B y fibra Gy
(B, BG] (= {[f]}) las clases de homotopia de funciones de B a BG: espacio clasificante del
grupo topoldgico G (espacio base del haz universal G — EG 75 BG@G asociado univocamente
(hasta isomorfismo) a G), se tiene el isomorfismo B(BG) = [B, BG]. El espacio total de
un representante de la clase [[¢]] correspondiente a la clase [f] est4 dado por el “pull-back”
EG x B D f*(EG) := {(e,b)|rc(e) = f(b)}; se tiene entonces el h.f.p. G — f*(EG)w By

el diagrama conmutativo?

m

f(EG) - EG
ml 0 l7e

B — BG

f
I En pa.rtxcular si B = S",B(8",G) ~ m,(BG) (a menos de puntos base); para G =
Z,EZ = R,BZ = §" y7rz = ezp resultando entonces B(S1,2) = m (S') ='Z. Se tiene:
m (S") = {[fn]}ncZ con fn st -8, fn(e't) =¢" paran=1,/1 = 11 ¥ f1(R) = R,
paran = 0 fo( *) = 1ie. fo=ctey fo( ) = S1 x Z (haz tr1v1al) “Z copias del clrculo )

" Para teR, 3! R, con teR;, a saber Rczp(g);Vt .:= T{R, se llama el espacio verlicdl
de R en t; de dimgR, = 0 resulta V; = 0 y por lo tanto es dnico chg_Ttk = R con
T.R =V: & Hy, g,:_‘:‘s:a,'ﬁér H, = R. "Tal distribucidn de espacios horizontales H := {Hi}ier
es entonces la dnica conezién en el haz Z — R =p St, Dado que Z es discreto, LieZ =
ToZ = {0} = R° S R y por lo tanto la forma de la conezidn wy es nula: en efecto,
wpg R > T*R® Lze Z,wy(t) = (t,w) con weTy R ® 0 t.e. wy : : R — 0 lineal, luego
wi(A) = a,A = 0 VAeR que implica a, = 01.e. wy =0.

Finalmente, determinemos_el grupo de automorfismos verticales del haz, Autg: R(S?,
Z), dado por la coleccién de difeomorfismos {f : R — R} tales que hacen conmutar los

diagramas
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fx1z
Rx2Z — Rx2Z
/) I3
f
R — R
e:z:p\ < exp
Sl

Se tienen entonces las ecuaciones f(t + n) = f(t) + n y e27/(t) = ¢27t; de la 2da.
resulta e*(37/(1)=t) = 1y por lo tanto f(t) =t + n := f,(t) que trivialmente verifica la 1ra.
condicién; de fno fm(t) = (t+m)+n =t+(m+n) = foim(t) resulta Auts: R(S!,2) = Z.
{(En la teoria de espacios recubridores X2 X este grupo, que se denota por G(ff, P, X), se
denomina grupo de transformaciones recubridoras y se demuestra que si X es 1—conexo.y

localmente arco—conexo, G(X,p, X) = m, (X, z) para cada zeX. '4)

ii) La cubierta universal de C*: la superficie de Riemann del logaritmo

Consideremos ahora como espacio base al plano complejo menos un punto (el cero)
C* = GL,(C) (variedad compleja de dimensién compleja = 1, orientable, arco-conexa, no-
compacta y sin frontera, del tipo de homotopia del circulo y por lo tanto con grupo funda-
mental 7, (C*) = 2, y grupo de Lie abeliano con el ‘producto heredado de C }» ¥ como espacio
total a la superficie de Riemann del logaritmo SRE = k:Jz = kl-lz Si donde la k-sima hoja

estd dada por Sk = {(r,0),r > 0,0¢[2km,2(k + 1)7)} (ver Figura 1).
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Fig. 1

Esquema de la S RY; las lineas de trazos indican que se deben identificar los semi-ejes correspondientes.

La forma precisa de definir a la SRZ y a su topologia es utilizando la técnica de “cortar
y pegar”, véase por ejemplo la Ref. 15. ' SRE resulta una variedad compleja de dimensién
compleja =1, arco—conexa, 1-conexa i.e. m(SRE) = 0, no- :ompacta y sin frontera, ori-
entable; con la composicién s * s’ = (r,8) * (r',0') := (17,0 + §') SRY tiene la estructura
de grupo de Lie abeliano con unidad (1,0)eS, e inversos s™! = (r,0)~! = (L,-8); clara-
mente si seSk ¥ s'€S¢ = s * s'6Sk4e.  Se define la proyeccién 7 : SRE — C*, 7(s) =
m(r,8) := re'®=257) | 55, (que en particular resulta un epimorfismo de grupos: m(s*s') =
w(rr', 8 + 0') = rrlefO+0 —2ktt)m) — poil0-2km) p1gi0'~2tm) . p(s)r(s!); también se tiene,
dado que la inclusién ¢+ : Z — SRE,i(k) := (1,2kr) es un monomorfismo de grupos:
i(k+8) = (1,2(k+&)7) = (1,2km+2£r) = (1,2km)x(1,28n) = {(k)*i(¢), las. e. c. de grupos
abelianos 0~Z 7 SREL++ C* — 0 y por lo tanto C‘;’_SRZ/Z); para z = re'®eC*(r > 0,¢ =
Arg z €[0,2]) la fibra sobre z estd dada por SRE, = 7~ ({re*®}) = {(r,¢ + 2km)}pez = 2
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{(r,¢ + 2k7m)}rez = Z (fibra). Z actda libremente sobre SRy transitivamente en fibras,

se tiene la funcién ¢ : SRE X Z — SR, Y(s,n) = ¥((r,0),n) := (r,0 + 27n).

Un sistema de trivializaciones locales (atlas) estd dado por U = {(U;,0+),(U-,¢-)}
con Uy = C* — R* y los difeomorfismos o4 : SRy — Us x Z,p04(s) = px(r,0) =
(ref(6=2k7) k) donde SRey = n~1(Us) y keZ t.q. seSk; claramente se cumple m; 0 p1 =

74 (= m|sres) (ver Figura 2).

Se tiene por lo tanto el h.f.p.c. no tfivial n = (SR¢m C*,Z,U;9). Como en el caso
i), B(C*,Z) = [C*,BZ] = [§!,S'] = Z, y un representante de un elemento de B(C*, Z) se
obtiene como “pull back” de R por un representante de la correspondiente clase en [C*, 8]
(recuérdese que el haz universal para el grupo Z es Z —~ R ézp S'); asi por ejemplo, el haz
trivial RxC* D cte.*(R) = {(t, z)|ezp(t) = cte.(2)} = ZXC* concte.: C* — S, cte.(z) = so
fijo en S! (por €j. 8o = 1). : - '
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R
—< = I
\\\
SR'+ \<:’ O

~ —---C SR!_

Fig. 2
v Atlas del haz Z — SR@?C'

‘ La determinacién de Autc. SRE(C*, Z) es similar al caso i). Sea weDif f(SRE) t.q.
conmuta el diagrama
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pxlz
SRex Z — SRex Z

¥l 1
7]
SRe — SRE
T N\ / T
c*

Si s = (r,0)eSk, 7(p(s)) = 7(r',0")) = Pl ei0'=2k'") = g(r 0) = re*(®=2k™) (con k'eZ
t.q. p(s)eSk), luego ' =1y @' — 6 = 21l con leZ determinado por p te: o(r,0) =
©¢(r,8) = (r,0 + 27¢) que verifica Yo(pex1lz) =pro;de Pm 0Pt = Pm+t resulta que el

grupo de automorfismos verticales del haz es Z. (Mismo comentario que al final del punto

i).)

Dado que Z es discreto, V, = TySReys) =0, 5 de T,SRE = R? resulta que la tnica
distribucién de espacios horizontales (conexién) {Hs}asesre tal que T,SRt =V, ® H, estd
dada por H, = R?. Para la forma de conexidn se tiene wy : SR — T*SRE®O0, wu(s) =
(s,ws) con w, : TeSRE— 0 lineal y por lo tanto w, =0 Vs eSRL i.e. wy = 0.

Finalmente mencionemos que el nombre para SRE se debe al siguiente hecho: sobre
SRLy C*—{z >0} = ¢ se definen respectivamente las funciones analiticas log: SRE —
C, log (r,8) := fnr +¢0 y Log: ¢ — C, Log (z) = Log(re'®) := énr + i¢ con ¢ =
Arg z €(0,27). Restringiendo 7 y log a Sg := {(r,0),r > 0,0 ¢ (O,ZW)}ESRg se tiene el

diagrama conmutativo
!

log|
s — ¢
| l i



(7] = 7|sg v log] = log|ss).
iii) La cubierta doble del circulo: el cfrculo

' Se trata de un haz de esferas (uno de los haces de Hopf) ya que los espacios total y
base y la fibra son respectivamente S!,§! y §0 ~ Zy = {+1,-1}: grupo de Lie discreto
de 2 elementos; 3 : ! x §° —, 8§, 9(z,9) = zg es la accién; 7 : S — S 7(z) = 22 es
la proyeccién donde como en ) €D 8 = {2] || = 1} de 2z = €% conp = argz =
¢ + 2km,keZ arbitrario y ¢ = Argz ¢ [0,27); S} = 71({2}) = T1({e**}) = {Zeiel2}
es la fibra sobre un punto (claramente S} = Z,);y = {(A,%4)}a=v,v, donde como en i)
U=S'-{i}yV=5"—{-i}yoy: Sh=7m"Y4) - Ax Z,, Ya(e®) = (2%, (1)) si
kelkr, (k + )7),k =0,1,¢ # 7/4,57 /4 para A = U Y ¢ #37/4,Tr/4 para A =V, es un
atlas del haz ¢ = (81,8, 7, Z5,U;9) (ver Figura 3).

0w Oudn W Ot
O v (D W)
gy e

Fig. 3
Atlas para el haz 29 — S1 + 51
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Nétese que el haz es no-trivial y que de B(S!,2;) = m(BZ2) ¥ BZ; = RP% resulta
B(S',2Z2) = 2 (ademas de £ se tiene el haz trivial S! x Zz: “2 copias del circulo”). Se
tiene la s.e.c. de grupos abelianos 0 — Z, 7S+ S! — 0 donde i(k) := k es la inclusién de
59 en S, por lo tanto 5! :';SI/Zz y de i), 51/225;12/2.

" El grupo de autombrﬁsmos verticaies del ha.i 3 esté dado por los difeomorfismos [

S! — S! que satisfacen el diagrama conmutativo

f x 1z, ‘
St x 2, . — 81 % Z,
i I f !
Sl —_— Sl
L
1r 3
st

De II, (f(e'¥)) = n(e?) = 2 = r(e"?) = €'2¢ y por lo tanto 0 = +kmkeZ,
luego f(€'¥) = (—1)"5‘“’ = fr(e®) con fo =151 ¥ fi = —1g1; ambas soluciones verifican I:

bo(fr x 12,)(%0,9) = ¥(e*,9) = B((~1)*e'®,9) = (—1)*e*gy fi op(e'®,g) = fr(e*?g) =
(~1)kefPg. Por lo tanto Auts: S1(8',Z3) = Zs.

Como en los casos anteriores, Z, discreto implica Lie Z; = 0 y por lo tanto la dnica
conexién admisible H={H,= R}z ¢ st tiene como forma de conexién la idénticamente

nula.

_iv) La cublerta doble de C*: la superficie de Riemann de la rafz cuadrada
Como en ii) el espacio base es C*; en cambio el espacio total es la superficie de Riemann
de la raiz cuadrada SRr := So U S -~ So 11§, donde la k-sima hoja Sk (para k =0, 1) estd
dada como en ii) (ver Figura 4). ' '
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(0
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| 41r,I
\ —_— /

Fig. 4

Esquema de la S R7; las lineas de trazos indican los semiejes que deben ser identificados

(Para mayores detalles de la construccién de la SRr véase la Ref. 15.) SRr resulta
una variedad compleja de dimensién compleja = 1, no compacta, sin frontera, orientable,
del mismo tipo de homotopfa que S! y por lo tanto no-contractible (m(SRr) = 2Z) y
c¢.p-t.  Con la composicién (r,0) x (r,0') := (rr',0 + 0'(4m)) (donde 6 + 6'(47) es 6 + '
si 8+ 0' <dry0+0 —4rsif+ 0 > 471) SRr es un grupo de Lie abeliano con unidad
(1, 0)6 So e inversos (r,8) 7! = (1/r,47 ). Se define la proyeccién  : SRr — C* m(r,0) :=
ret(0—2km) con ke{0,1} t.q. (r,8) € Sk (en particular 7 resulta.un epimorfismo de grupos),
y con el monomorfismo inclusién 7 : Z, — SRr, i(1) = (1,0),7(—1) := (1,27) se tiene la
s.e.c. de grupos abelianos 0 — Z; 7SRr +C* — 0 y por .10 tanto C* e'S'Rr/Zg, de ii)
SRT/22 rSRE/Z. La fibra sobre cada z = re'®eC* estd dada por SRr, = n— 1{=}) =
{(r,9), (r ¢+ 2m)} = Z, (fibra) donde ¢ €[0,27). Claramente Z, actda libremente sobre
SRr y transitivamente sobre las fibras con ¥ : SRr x Zy — SRr,9((r,0),1) = (r,6) y
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¥((r,0),—1) = (r,0 + 2n(4n)). Anilogamente al caso ii), un sistema de trivializaciones
locales est4 dado por U = {U+,®4+)} con Uy comoenii)y o+ : SRry — Uy xZ3,p04(r,0) =
(re'?,1) si (r,6) €S0 ¥ pa(r0) = (ref®~™M, 1) si (r,0)eS) (SRre = 77'(Uy)). Se
tiene por lo tanto el h.f.p.c. no—trivial ¢ = (SRr,C',ﬂ,Zg,U;¢). Andlogamente al caso
iii), B(C*,Z3) = Z; (ademds de £ se tiene el haz trivial C* x Z3 : “2 copias de C*"),
AutcsSRr(S',2Z;) = Z3 y wg = 0 para la dnica conexién admisible sobre SRr,H =
{H(r0) = R*}(r0)es Rr-

Finalmente, mencionemos que sobre SRr y C* se definen respectivamente las funciones
analiticas \/": SRr — C,\/(r,0) := Jre?®/2 y F . C — C,F(pe*?) := \/ﬁe“/’/z (¢£(0,27)).
Restringiendo /"y m a Sg = {(r,0)|0 € (0,27)} S SRr se tiene el diagrama conmutativo

va
Sg —

7r|l 7 F

C
i.e. es la restriccién 7ss de la proyeccién del haz £ la que da la relacién entre \/'|sg y

F.

3. Transformaciones de norma

En esta seccién presentamos una deduccién exhaustiva de las relaciones de cor';zpatibil-
1dad entre las proyecciones locales al espacio base de una conexién en el espacio total de un
haz fibrado principal coordenado (h.f.p.c.) (ec. (3.4)), y la férmula de transformacién de
norma utilizada en Fisica (ec. (3.9)). Detalles concernientes a la teorfa de haces fibrados

con conexiones que se requieren para su demostracién se encuentran en las Refs. 16, 17, 18

y 19.

Sea w la forma de una conexién H en un h.f.p.c. € = (P,B,7, G,U,¥). w es entonces
Ja 1-forma diferencial sobre P con valores en el dlgebra de Lie § de G (lo que se denota

usualmente por w € C®°(T*P ® §)) dada por w(p) = (p,wp),wpeTg P ® G, wp : T,P —
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G, wp(vp) = ;! (ver (v,)) donde ver (vp) €V, = TGy, con b = n(p) y Gy = r1({b}),
denota la parte vertical de v,eT, P =V, @ Hp y op: § — Vps A — p(A) es el isomorfismo
candnico de espacios vectoriales dado por p,(A4) = 1,51,(14),, donde 1 es la restriccién (transi-
tiva) de la accién (libre) ¢ de G sobre P a la fibra sobre b i.e. ¥y : Gy X G — Go, ¥u(p,g) =
b(p,9) = ¥g(p) = pg (Yo Diff(P)) que induce yu(pg) ¢ T(p,g)(Gs X G) — TpoGy y
en particular Yy, (p.e) @ T(p,e)(Gb X G) — TpGs, ¥p es el homomorfismo (1-1 pues 1y es
libre) de 4lgebras de Lie ¢y : § — C®(TGy), A — Pp(A) : Gy — TGb,i,Zb(A)(p) =
(p, '&b(A)p),Jb(A)p = Ppa(pe) © 'r(;,le) (0p, Ac) ¥ T(p,g) €S el isomorfismo de espacios vecto-
riales 7(p,) : Tip,g) (G X G) = TpGo & TG, 7(p,g) (U(p,g)) = (T14(p,) (%(p0))s T20(p.0) (%(p,0) )
con 1 1 Go X G — Gp,m1(p,g9) = p,m2 : Go X G — G,m3(p,g) = g; es facil verificar
que si ig 1 Go — Gp x G, 14(p) = (p,g) y jp : G — G x G,ip(9) = (p,g) entonces
P(p,g) * TpGy @ TyG — Tip4)(Gb X G),p(p,g) (wp ® ¢t ) = 1gup(Wp) + Jpug(ty) es el isomor-
fismo de espacios vectoriales inverso z.e. Plp,g) = (p g) y por lo tanto resulta pp(A) =
Ube(p.e) (P(p,e) (Ops Ae)) = ’/’b'(p-_e)(ig'p(op) +Jpre(Ae)) = You(p,e) © Tpre(Ae) = (Y60 Jp)ae(4e).
Es facil verificar las siguientes propiedades de w: i) wy(vp) = 0 17 v, €H, (w es una 1-
forma “vertical”); ii) wp(Ps(A)p) = A VpeGy; iii) 9q(Wq) = Adg—1 owp si ¢ = pg (“w se
transforma de acuerdo con la representacién adjunta de G” : Ad : G — GL(§), Ad(g) =
Ady = Agse,Ag 1 G — G, Ag(h) = ghg™", Ay = Lgo Ry-: con L, (traslacién izquierda) y
R (traslacién derecha) difeomorfismos de G dados por Ly(h) = gh y Ri(h) = hk; g, es la
funcién imagen reciproca 6 “pull-back” de 1-formas, g, : T;,P®G—T,P® Gybgq(wg)
TP - G, 'I’g.q(wq) (vp) = wg(¥gep(vp))).! ' '

Si @(Ps(4)) = {p: : Gs = Goeu(p) = Cp(t)lcp(o) = 2,6p(t) = Yo(A)e,(n}eer <
Diff(Gs) es el flujo de Ps(A) (¥p libre implica que Jb es completo en C'°°(TG¢,)) en-
tonces se tiene cp(t) = z,bb(p, exp(tA)) = p exp(tA) ¥ cpue d,\| ¢b Jep(t); por lo
tanto si feC(Gy), ¥s(A)p exp(ea)(f) = cpet (&) = L|e(f(p exp (A4))), en partic-
ular Pu(A4),(f) = d¢|0( (p exp (tA))). Dado que G actdia también libremente sobre P, el

resultado vale si se cambia G} por P i.e.

1En general si F : M — N es una funcién suave, yelV y :Z:EF_I({y}),Fy'z : Ty‘N —T;M,. -
Foi(wy) : ToM — R,vs = Fyy(wy)(vz) = wy(Faz(vs)) e Fy(wy) =wyoF,;. SiFesun
difeomorfismo se puede escribir F;z = Fy'. Es ficil verificar que si F : M - Ny G : N — S son
suaves, y €G! ({z}) y ze F~1 ({y}) entonces (GoF):, = Fypo Gy (contravariancia).
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A = el = ol exp (A1) (5.1
con feC*(P). k

Sea wo = w|p,eC®(T* Py ® §) la restriccién de w a Py = 771 ({Uq) con (Ua,pa) €en
el atlas U = {(Uy,p+)}res de € (pa : Pa = Uqa X G es un difeomorfismo de variedades
COn My © Po = Mg = T|p,: condicion de trivialidad local); la seccién local o4 @ Ua —
Po,0a(b) = 7' (bye) (funcién suave 1-1) induce el “pull-back” o : C®(T*P, ® G) —
Co(T*Us ® §), Aa = 04(wa) con Agp = 034(waq)eTy Ua ® §,¢ = 0a(b). Sea (Up,pp)el
con Uy NUp # ¢ y sea beUq N Up; como antes se tiene Agp = Oppb(wpp)eTy Us ® G,p =
op(b). La relacién de compatibilidad es la relacién entre Aap ¥ Agp- (Nétese que

Waq = Wq,wgp = wWp ¥ TpUs = Ty(Uy NUg) = Ty B; ver Figura 5.)

Es importante notar que existe una correspondencia biunivoca entre secciones y sistemas
de trivializaciones locales de un haz fibrado principal (h.£.p.) [€]([¢] : (P, B,7,G,{Ua}acs,¥)
es la clase de equivalencia de h.f.p.c.’s que difieren entre si a lo mds por las funciones
{@a}taes que dan las trivializaciones locales): en efecto, si 04 : Us — Po es una seccién
local, entonces Yq : Us X G = Po,¥a(b,g) := 0u(b)g es un difeomorfismo con 7 o Yo = 71,
en particular ¥, (b,e) = oq(b); por lo tanto el atlas U del haz puede ser dado en la forma
{(Ua, 0a)}acs; nétese también que mientras wq “coordiniza” los puntos de Py (@a(p)eUa X
G),0, “coordiniza® p-formas diferenciales sobre Py (07, (T')e?(Us) si TeQP(Py)).



145

a'B(UB)

Fig. 5

Dado el cardcter libre y transitivo de la accién de G sobre las fibras del haz, existe y
es Unica la funcién de transicién gog : Uy N Ug — G con og(b) = 00 (b)gap(b); gap cumple
ppoprl(bg) = (6,98a(b)9) ¥ gapgpy = Joqy Si U NUp N U, # ¢, de la que se obtiene
Jaa(b) = ¢ Vae v gap(b) = gpa(b))~'. Se tiene oa(b) = 0p(b)gpa(t) = ¥(0s(5), gpa(b)) =
po (o X gpa)(b) i.e. 0o = ¥ o (05 X gpa) (factorizacién, ver diagrama 1) '

P

Oq
- T

UaNUg — PxG
(o] X 9Ba
Diag. 1

¥ por lo tanto Agp = (P o (0p x 96a)) gp(wq) = (0p x gﬂa)(‘p,g)b ° "»b;(p,g)(wq) = (op x
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gpu)Zp,g)b(¢;(p,g) (wa)) = ¥3p.0) (wg) © (98 X gpa)es = (wq © Yu(pg)) © (98 X gpa)es = (wq©
w_(p,g)) 0 (igep © OBeb T+ Jpeg © gBasb) donde en la dltima igualdad se ha usado el resultado del
Apéndice. (gpasseTy (Ua X Ug) ® TyG.) De la linealidad de las 1-formas y las diferenciales

resulta

Aop = wg o (Pa(pg) © (Tgep© 0peb) T Vu(p,g) © (Jpeg © GBans))
= wq © (Yu(p,g) © (Tgep © 0aeb)) + wq © (Pu(p,g) © (Jpeg © GBast))
= Wgo (("»b o 7"9)‘17 o Uﬂtb) t+wgyo ((1[’ o jp)-g o gﬁu-b)- (3.2)

Analicemos los dos términos por separado: ler. término: P oig : P — P, oidg(p)
Y(p,g) = Yg(p) 1.e. poig = Pg; luego (WqoPgep)0Tgat = Yy (wq)ooges = (Adg-10wp)o00g. =
Adg-1 0 (wp 0 0gup) = Adg-1 0 0y (wp) = Adg-1 © Agp. 2do. término: si vy eTy(Ua NUp)
entonces 3! veT.G tal que ggais(ve) = Lgse(ve)eTyG, a saber ve = Lg-149 0 gBaeb(Vb) =
Ogsa(t) © gBasb(vs) donde QeC®(T*G @ §) es la forma de Maurer-Cartan sobre G dada
por O(g) = (9,94), 09 = Lg-1,,eT; G ® §i¥ 0 jp : G — Py ojplg) = ¥(p.g) = ¥p(g) con
tp:G— P, ¥p(g) = pg; se tiene entonces ($0Jp)ag0tgant(vs) = VYpag0Lgue(ve)eTpg P y para
fECw(P),lpptg(Lg*e(ve))(f) = Lgeclve)(f o thp) = ve((f 0 ¥p) 0 Lg) = ve(f o (thp o Ly)) =
ve(f © Ppg) = Slo(f © Ypglexp(te))) = Hlo(f(¥po(exp(tve)))) = Flo(f(pg exp(tve))) ¥

comparando con (3.1) después de lu identificacién 4 = v, resulta

D(A)rg = Ppog 0 Lguz(4). (3.3)

Para el 2do. término de (3.2) se chtiene entonces wo(Wpeg0 Lgse(ve)) = wq(P(ve)pg) = ve

donde se ha usado la propiedad ii) de w. Per lo tanto

Aablve) = A(ig- i o dgp{ep) + g0 gﬁmb(vb)

y de la arbitrariedad de v,

A!)l: - AJ!J"’ @ “4[’17 + Gg ° gﬁa.b
v Ady- 5 Agy + Ggags(©g)
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Aop = Adg—l o Aﬁb + Lg—l.g O gBasb
= Adg—l [¢] Apb + (Lg-l o gﬁa)ob
= Adg—s 0 Agy + d(Ly1 0 gpo)ly € Ty (Va N Up) ® § (3.4)

con g = gg,(b) y 9pagh  T3GRG — T} (Usn Ug) ® G, que es la relacién de compatibilidad
buscada. Usando Adg—l =Ag-rye = (Lg_n o Rg)ie = Lg_x.g o Ry,. ¥ la linealidad de Q,,
(3.4) se escribe ' ‘

Agp = Lg_ltg o (Rgtc o Aﬂb + gﬁatb)

6
Lgie 0 Aot = Rgee 0 Agy + gpaeb- (3.5)
Observaciones: \
1) Los dos términos en (3.4) estan representados por los siguientes diagramas conmu-
tativos:

g g
l I Ady-: - 10,
Ty (Ua N Up) — g Ty(Ua N Ug) — T,G
App ' 9Basd
Diag. 2 : ler. término "~ Diag. 3: 2do. término

2) En (34), Lyya 6)-1 ©960cC(Ua 1 Up, G), Ly, -1 (9pa(¥)) = 05, 5a(b)(= e s
b’ = b); sin embargo la férmula es puntual i.e. se tiene una expresién para cada beUNUg y no

’
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tiene sentido una férmula local del tipo A, = Ad —10Ap+(L -1ogﬁa) eC®(T*(Ua ﬁUp)@Q)
yaque L, o= Logﬁ (v por lo tanto L, S19gpa = L)con L:G — Dif f(G), (g) : Lg que

no es una funcxon suave entre va.rledades dlferencxables de dimensién finita ya que Dif f(G)

no lo es.
3) Si {e1,...,¢r} es una base de G (r = dim G)y (U;z!,...,2°) es una carta co-
ordenada sobre B como variedad diferenciable con beU (s = dim B), entonces Aqap =

Zl L Aa#b e;®@dz*|p con A:“be}a, y anélogo para Agy,. Tomando vy = %h, e Ty (UaNUp)
u=1 1=1 .
resulta

Aaus = Adgr (Apus) + Og(gpans( 505 1)) (36)

con Agup = 'Zr:l Al et € Gy gpan(z2lb) € TyG.
i=

4) Para un grupo de Lie de matrices G < GLn(K)con K = R,C 6 H,Lgenh = Lgy Rgen =
Ry son “constantes”, independientes de h que se reducen respectivamente a multiplicar
por la izquierda y por la derecha por la matriz geG; para (3.4) se tiene entonces (con
vy € Ty(UaNUp) ¥ 9 = 9ga(8)) Aab(vs) = Lg-1s50Roue(Apb(v6)) +Lg14g(gparb(vh)) = Lg-10
Ry(Agb(vs)) + Lg-1(gpasb(vs)) = 97 Aps(vs)g + 97" gpaes(vs) = gpa(b) ™" Aps(vs)gsa(b) +
gpa(b) " 'dggals(vs); tomando vy = 52:|b y usando Agy = A;,ube; ® dz¥lp ¥ dgpaly =

a—‘z; lo(¢pa)dz” |y resulta

_ ., 0
Aoub = 90 (0) "' Apubgpa(d) + 9pa (8) 7 53— 1b(9a) € G- (3.7)
Si el grupo es abeliano,
Aapb = Apub + 98 (b)—l—*a [b(gpa)- | (3.8)
ap n a Eyn Ba .

5) Consideremos el h.f.p. {¢} = (P,B,7,G,U,¢), U = {Ua}acs; la pareja (&), w
un objeto en la categoria de h.f.p.’s con conexiones. Sea el difeomorfismo ¢ : P — P una
transformacidn de norma globui i.e. un elemento del grupo-de automorfismos verticales

AutgP(B,G) de [€]. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
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pXlg
PxG -— PxG
Yl 19
p*(w) © w
T*P®§ «- P — P — T'P®§

Diag. 4

Si C es el conjunto (espacio afin) de conexiones sobre P,¥ : C x AutgP{B,G) —
C,¥(w,p) := p*(w) es una accién derecha de AutgP(B,G) sobre C y define las transforma-
ciones de norma globales de las conexiones en el espacio total del haz. (\i' : AutgP(B,G) —
Perm(C), ¥(p)(w) := p*(w) es un anti-homomorfismo de grupos y por lo tanto una repre-
sentacion de Autg P(B, G) en las permutaciones (biyecciones) de C.) Si tomamos ég[¢] i.e.
si elegimos un sistema de trivializaciones locales, asociadas a las parejas ([¢],w) y ([¢], ©* (w))
se tienlen respectivamente las “parejas” (€, {Aa = 0}, (w)}aes+ relaciones (3.4)) y (¢,{4,, =
05 (0" (w))}aes+ relaciones (3.4)); en cada abierto U,, la relacién entre Ay y A’ es lo

que en Fisica se entiende por transformacién de norma de los potenciales: dado

que o5 0 p*(w) = (pooy)'(w) = o5 (w) con o), : Uy — Po,N gy : Ug = G | 0, =
Oada 1-€. 04 (0) = 04(b)ga(b) V be Uy; luego Al = (0494)*(w) y por lo tanto la férmula de
transformacién es andloga a (3.4) pero con gg, reemplazado por g, i.e. -

Ay = Adg, (5)-1 © Aab + Og,(5) © gass € TyUs ® . (3.9)

Para un grupo de Lie de matrices

Atus = 9a(0) 7! Aaubga(b) + ga(b) ! %Ib (9a) € G (3.10)

v en particular para el caso abeliano

.
Ao = Aoyp +9a(?) ' lb (9a)- (3.11)
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Un ejemplo importante es el caso del electromagnetismoenel que G = U(1),§ = u(1) =
tR, Aaby = 1@abp = 18au(b) ¥ go = ehe con Ay : Uy = Ry Aay : Ux — R funciones suaves;

se tiene entonces

ad
a,cm = Qap + @(Aa)" (3.12)

8) Consideremos el caso en que el haz [£] es trivial i.e. P es isomorfo al haz producto
B x G; en particular consideremos P = B x G. Sea o : B — B x G,bw— o(b) := (b,Z(b))
una seccién global (£ : B — G es la funcién suave que determina o; en este caso el atlas
del hf.p.c. es U = {(B,p)} con op™! : Bx G — B x G = P,p7(b,g) = o(b)g = (b, E(b)g),
en particular ¢ ~1(b,e) = o(b)); si w € C°(T*(B x G) ® G)es la forma de una conexién
Hen [¢),A = 0*(w) e C®°(T*B® §). Un elemento f de AutpB x G(B,G) estd dado
por f : BXG — B xG,f(bg) = (b,ps(b,g)) = (b,os(b,e)g) = (b,a(f)(b)g) donde
a: AutgB x G(B,G) — C*®(B,G),a(f) : B — G,a(f)(b) = ps(b,€) es un isomorfismo
de grupos ((C*°(B,G),") con a- B(b) = a(b)f(b),a™(b) = a(b)~! (inversa) y £(b) = e
(identidé.d) es el grupo de norma usual en las aplicaciones fisicas en que B, el espacio-
tiempo, es un espacio topolégicamente contractible s.e. del mismo tipo de homotopia que
un punto, por ejemplo el espacio euclideano E* 6 el de Minkowski M*). La transformacién
global de la conexién est4 dada por ¥(w, f)f*(w) y para la proyeccién en el espacio base
se tiene A' = 0°(f*(w)) = (f 0 0)*(w) = 0'*(w) (ver Figura 8) con o’ = foo=0-7y
7 B = G dada por o/(8) = f(o(t)) = £(6,Z(b)) = (b0 (5,)E(®)) = (b,alf)(B)E(B) =
o -4(b) = (b, S(B)¥(b)) i.e. 7(b) = E(B)~ a(£)(B)Z(b) = 7 - a(f) - B(2).
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(B4
[

T BxG)®Y \ f*w) =0’ w  T¥B xG)®Y

sb®_t | @l
‘l_ *p \
A=o (“y B B Azo*(w)
T*B®Y T*B®Y
Fig. 6

Anélogamente a (3.9) se tiene

4y = Adp-ra(n)2e)-r ©4s + Op-1a(nz@) © (B alf) D)+ (3.13)

" En particular si Z(b) =e,U = {(B,1xc)} ¥
Aé = Ada(f)(b)—x o Ap + @a(f)(b) o a(f).b . (3.14)
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Apéndice

Proposicion: Sean ¢ : X = Y y ¢ : X — Z funciones suaves ysea o X b : X -

Y x Z, ¢ x ¢(z)(p(z), ¥(z)). Entonces (p X )., : T, X — T(p(z),¥(z))(Y x Z) estd
dada por (¢ X %)z = (iy(z) © Pez + (Jp(z) ©¥)sz donde 1, : ¥ = Y x Z, t2(y) = (v,2) ¥
Jy:Z =Y x2Z, 5y(z) = (y,2).
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LAS MATEMATICAS EN.LA FISIOLOGIA MODERNA
Fermin Valenzuela y Patricia Gorostiza
Departamento de Fisiologia
Instituto Nacional de Cardiologia "Ignacio Chéavez"
México D.F.

La fisiologia moderna, al igual que el resto de las llamadas
ciencias biolégicas, ha incorporado desde hace relativamente poco
tiempo a las matem&ticas dentro de sus quehaceres.

En el proceso de desarrollo de las ciencias biolégicas el
inicio es el establecer clasificaciones tanto morfolégicas como
funcionales. Este tipo de investigacién fue de caricter
fundamentalmente descriptivo. Los seres vivos presentan una grah
variabilidad y la actividad taxonémica tuvo que verse apoyada por
los métodos estadisticos, para establecer los limites de las
clasificaciones. Es éste el primer contacto de 1los bidlogos, en el
sentido extenso, con las matem&ticas.

En un segundo proceso las preguntas bioldgicas evolucionaron
Y se empezaron a establecer relaciones entre los fenémenos. De
manera indiscutible, para poder establecer una relacién, se debe
tener un modelo tedrico que se confronte con la realidad. Este
modelo tedrico no siempre es un modelo formal, y ésée fue el caso
de los primeros modelos biolégicos. Una caracteristica de estos es
el hecho de que profundizaban en la caracterizacién del fendémeno
estudiado y se refinaron los métdad; de medicién. Un ejemplo de
este tipo de investigécién es la realizada por Bernstein, quien

establece a finales del siglo pasado la teoria de 1la membrana
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celular, basado en mediciones muy/finas sobre la velocidad de
conduccién nerviosa y las caracteristicas del fendmeno eiéctriqo
nervioso. Los postulados de Bernstein dan lugar sin duda, a la
nueva electrofisiologia.

Junto con el establecimiento de relaciones,fenomenoléqicas se
dio también un proceso de penetracién en las éstructuras, que para
muchos estudiosos de la filosofia de la ciencia, fue considerada
como la etapa reduccionista de la biologia. Durante esta etapa se
acumuld y se sigue acumulando un gran cuérpo de conocimientos sobre
los procesos vitales. Se pasa del andlisis de las caracteristicas
y funciones de los organismos en su conjunto al estudio de sus
estructuras constitutivas, llegandose hasta los niveles
moleculares. Este aumento en la cantidad y la profundidad de los
conocimientos ha 1llevado a una refinacién de los modelos. Estos
pasaron de ser modelos mecanicistas muy simples a modelos
extraordinariamente complejos y en muchos casos, foémales.

Los sistemas vivos, son sistemas dinadmicos, muy complejos Yy
-cén un gran ndmero de elementos de control, lo que hace que los
modelos formales no puedan elaborarse de manera sencilla con las
teorias de contral derivadas del &lgebra .y de la geometria. Esto
no impididé que se desarrollaran modelos mateméticos para sistemas
biolégicos desde hace muchos afios, como son los de Lotka (1924) Yy
Volterra (1931). Modelos matemdticos mas _actuales fueron
desarrollados por Rashavsky (1940) y Turing (1952), utilizando
muchos de. los desarrollos de Poincaré (1882). Otros modelos como

los desarrollados por Rosenblueth y Wiener (1945) o por Hodgkin y
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Huxley (1952) describian en términos matemdticos una serie de

fendémenos biolégicos, que aunque cumplian una serie de requisitos
desde el punto de vista del modelo, no sucedia lo mismo con la
realidad biolégica.

No fue sino hasta el advenimientoc de 1los esquemas de
bifurcacién dinamica desarrollaaos por Thom (1967)! éue se contd
con un marco adecuado para la realizacién de modelos bioldgicos. El
desarrollo de la teoria de la dindmica no lineal trajo un problema
distinto para la elaboracién de los modelos bioldgicos que ha sido
el de la integracidn de los conocimientos acumulados. ‘La dinamica
no lineal y el concepto de oscilacién estadn intimamente
relacionados con el surgimiento del modelaje matematico. Esto
requiere explicaciones mads sofisticadas que las intuitivas vy
literarias ofrecidas para conceptos tan complejos como el de la
homeostasis, y al mismo tiempo la necesidad de entender que atn
cuando los sistemas bioldgicos estdn formados por estructuras muy
complejas 'que contienen un gran nimero de grados de libertad, éstas
adoptan siempre formas de baja dimensién con una alta estabilidad,
caracteristica principal de estos sistemas. Esta forma estable
(atractor) persiste aln cuando pueda haber pérdidas estructurales,
aumento de carga, etc.. Estos modos organizativos pueden ser
encontrados en‘cualquieravde los niveles de estudio: desde el nivel
molecular hasta el. nivel sécial Yy se pueden expresar como un
sistema que contiene una serie de osciladores estables acoplados,
forma que tiene una expresi%n formal bien estublecida en la teoria

de los sistemas dinamicos?.
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Existen varios sistemas sobre los cuales ,se han establecido
modelos basados en la dinamica no-lineal, dos de los mis estudiados
son el sistema nervioso y el corazén, aunque también existen
intentos de modelaje del sistema endécrino y mds recientemente del
aparato locomotor.

El corazdén como sistema a modelar

En lo que respecta al corazdén se ha estudiado fundamentalmente
con este enfoque lo que concierne a su actividad eléctrica. El
corazén tiene una serie de caracteristicas, que mencionaremos
brevemente, que lo convierten en un &érgano fascinante para el
modelaje. La principal funcién del corazén es la de bombear
sangre qxigenada hacia todos los tejidos y hacer que esta sangre
circule también por su sitio de oxigenacién (los pulmones). Una
caracteristica muy importante de este érgano es su capacidad para
adecuar su funcionamiento a los requerimientos del organismo, que
varian continuamente segGn la actividad fisica; esto se consigue
por medio de reajustes de la frecuencia cardiaca y del volumen de
sangre que bombea en cada latido.

En un corazdén sano, este proceso, que parece sencillo,
involucra una gran cantidad de subSistemas interrelacionados con
capacidad de reajuste simultdnea. Todos estos subsistemas se
comportan de manera periddica: el latido del corazén es periédico,
1o que implica que su proceso excitatorio (eléctrico) es también un
fenémeno peridédico. El estimulo eléctrico comienza siempre en .un
sitio determinado y viaja por vias prepisas a manera de estar

excitando a todas las células del misculo cardiaco, siguiendo un
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patrén de activacién bien definido para consequir una contraccidn

sincrénica, hasta que en menos de un segundo se completa el-ciclo
e inmediatamehte comienza otro, que se repite de manera casi
idéntica. Este proceso se repite de manera constante desde antes
del nacimiento hasta la muerte del sujetd, sufriendo continuos
ajustes. La periodicidad de este fenémeno no se encuentra solamente
en los latidos sucesivos, en las vias de conduccién de la actividad
eléctfica,_en el abrir y cerrar de valvulas; dentro de cada célula
cardiaca se dan una gran cantidad de eventos ciclicos. LF
contraccién del milscule cardiaco como masa esti dada por. la
contraccién sincrénica de cada célula; estas para contraerse llevan
a cabo eventos ritmicos: la contraccién de una célula muscular esta
dada por la interaccién de las proteinas contractiles que estan en
su interior, dispuestas como un arreglo de bandas paralelas dque se
acercan mecénicamente entre si, para conseguir un acortamiento en
la longitud celular (contraccién), y se alejan para alargarla
(relajacién). Este fenémeno mecdnico esta dado por reacciones
quimicas de formacién y ruptura ciciica de enlaces entre &tomos,
tanté para mover a las proteinas contréctiles,como para producir la
energia para que esto se lleve a cabo.

Los mecanismos responsables del inicio y fin de estos procesos
también son ciclicos y dependen del flujo de moléculas con carga
eléctrica que atraviesan la membrana celular a través de pequefios
Y numerosos poros o cahales. Las caracteristicas de cada flﬁjo de
iones que participan en cada momento de 1la contraccién y la

relajacién varian de manera idéntica en cada latido.
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La excitacién del misculo cardiaco es un proceso eléctrico que

involucra a todas 1las células del corazdén. Este procesb de
conduccién del estimulo es posible porque las células se encuentran
conectadas entre si, por puentes de bajabresistencia eléctrica, que
permiten que se propague la onda excitatofia, viajando de una
célula a otra. La velocidad con la que esta onda se propaga no es
homogénea, ya que existen vias preferenciales que poseen una alta
velocidad de conduccién. Esta heterogeneidad en el pfoceso de
conduccién hace que existan isbécronas heterogéneas. La excitacién
ritmica del corazdén comienza en lé parte superior de la éuricula
derecha en una zona denominadé nodo sinusal. Esta porcidn posee la
cualidad de ser automatica, lo que significa que no necesita de
ningin eétimulo externo para generar sus impulsos. Del nodo sinusal
la onda excitatoria viaja a las auriculas, lo que provoca gue estas
se contraigan y vacien su contenido hacia los ventriculos, para que
estos se llenen de manera completa. Este proceso tiene que suceder
antes que los ventriculos se contraigan.

Entre las auriculas y los ventriculos el dunico punto de
contacto eléctrico es una estructura 1llamada nodo auriculo-
venéricular, que se caracteriza por tener una velocidad de
conduccidn muy lenta. Esta lentitud del proceso excitatorio permite
que se produzcg un retardo entre la conduccidén auricular y la
ventricular. ) ‘

La primera descripcién del procesb excitatorio de las
auriculas fue dada por Lewis, gquien propuso que 1la excitacién

auricular eran como "ondas que se producen en un estanque al dejar
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caer una piedra sobre su superficie". Este modelo de propagacién

que implica la existencia de isdcronas homogéneas, fue corregido
posteriormente, ya que mediciones de 1la temporalidad del proceso
mostraron la heterogeneidad de las isécronas, debido, como ya se
menciondé, a la existencia de vias preferenciales de conduccién,
llamados haces internodales, porque parten del nodo sinusal y se
dirigen hacia el nodo auriculo-ventricular.

El nodo auriculo-ventricular es una estructura que se ha
propuesto func1ona como un sumador. Esto es va sumando 1los
estimulos que le llegan hasta alcanzar ‘un punto en el que se
excita. A este punto se le conoce como umbral de excitacién.

La actividad eléctrica de los tejidos cardiacos depende de la
transferencia de éargas entre el interior y el exterior de las
células. Las particulas.que transfieren la carga son iones, que se
mueveﬁ de acuerdo a gradientes electroquimicos que se establecen a
ambos lados de la membrana celular y de acuerdo a las
caracteristicas de la misma membrana, que contiene canales que
poseen la propiedad de abrirse o cerrarse en funcién del voltaje y
del tiempo y que pérmiten el paso selectivo de los iones.

éi todos estos mecanismos oscilatorios, no lo fueran o no
eétuvieran en perfecta coordinacién entre ellos Y -presentes en
todas las células, el corazdén no podria cumplir su funcién de
bombeo ritmico de la sangre hacia el organismo. Existen numerosas
paﬁoiogias, a todos los niveles de organizacién del sistema en
donde la coord1nac1on entre los mecanlbmos oscilatorios se plerde

Un ejemplo de la pérdida de sincronia del proceso lo constituyen
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las arritmias cardiacas, en donde el fendmeno eléctrico dque es
oscilatorio periédico se convierte en aperiédico (caos)?. ’

Uno de los primeros modelos mateméticoé para explicar lé
actividad eléctrica de los tejidos, fue la probuesta por Hodgkin y
Huxley* en 1952, en la que se establecia un modelo que explicaba la
épertura y cierre de los canales de la membrana celular que
permiten el paso de los iones a través de la membrana y que son en
dltima instancia los responsables de que se produzca un caﬁbio de
potencial y se genere una sefial eléctrica. En este moéelo se

\

propone la ex1stenc1a de poros con compuertas de activacién e
inactivacién, cuya actividad esta determinada por el voltaje de 1la
membrana y por el tiempo, con cinéticas de primer orden, siendo 1la
cinética global del poro la suma de las cinéticas de cada
compuerta. Este modelo contiene una serie de ecuaciones
diferenciales cuyé solucién solo es pdsible mediante integracién
numérica.

Basados en el modelo de Hodgkin y Huxley, se desarrollaron una
serie de modelos para la actividad eléctrica del corazén®®, que han
prevalecido por mas de 30 afios e incluso»algunos siguen siendo
utilizados para la 1nterpreta01on de algunos datos. Sin embargo con
el advenimiento de tecnlcas de reglstro mas sensibles, estos
modelos han mostrado una serie de errores, siendo quizd el
principal el considerar la actividad.de los canales iénic?s de una
manera deterministica. Los nuevos modelos, basados en técnicas
experimentales éue permiten el registro de la aétividéd de un solo

canal y no dnicamente la resultante final de la actividad de todos
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los canales’, han mostrado que los poros o canales se comportan de
forma estocastica, con cambios en 1la probabi;idad de apertura y
cierre de acuerdo al voltaje, pero no se puede ya sequir hablando
de una determinacién del estado del canal por voltaje o tiempo.
Cabe mencionar que alin cuando los modelos originales han sido
rebasados, estos permitieron la“postulacién Y la posterior btisqueda
de los canales iénicos, los cuales hasta hace relativamente poco
tiempo,\no pasaban de ser una entelequia.

Una de las criticas mias constante a los modelos biofisicos es
.que son "reduccionistas" Y que no contemplan la funcién del todo
(holismo), sin embargo han permitido 1la penetracién de 1la
estructura tanto funéional como morfolégica e incrementado el
entendimiento de la funcién de las partes. Un modelo holistico no
puede ser elaboradqlsin el conocimiento de 1la funcién de 1las
partes. Es cierto también que muchos de los modelos biofisicos no
permiten 1la extrapoiacién de resultados a niveles superiores de
integracién.

Un fenémeno similar a 1lo que se observa en la funcién
eléctrica, se puede observar en lo referente a 1la actividad
contractil, en el sentido de que existen modelos subcelulares que
incorporan la funcién de las proteinas contractiles, el papel de
algunos iones y enzimés. Por otro lado también existen modelos que
contemplan la contraccidn global del corazdn, de tipo topolégico
que no incbrporan ni los eventos eléctricos que dan lugar al
proceso de excitacién del pProceso contractil ni 1lo elementos

extracardiacos que modulan la funcién mecanica.
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En resumen se podria argumentar la existencia de dos tipos de
modelos distintos: los biofisicos o reduccionistas, cuyo pfopésito
ha sido y sigue siendo el de ofrecer un entendimiento detallado de
los mecanismos subyacentes a las funciones piolégicas ademas de
tener un propésito heuristico que orienﬁe los pasos de nuevas
investigaciones. -Por otro lado también existen modelos globales,
que en su propdsito totalizador (holistico) dejan de lado una serie
de elementos importantes para el entendimiento de la funcién y cuya
correspondencia matemdtica es alta pero>la biolégica estd muy por
debajo de lo deseado. |

Modelos recientes basados en la matemdtica no lineal, han
incorporado elementos tales como la complejidad 3% el
establecimiento de ligaduras entre todos los niveles desde el
subcelular hasta el’ social®?. ~Esto se ha logrado mediante la
identificacién de los parametros fundamentales de cada nivel, que
permiten establecer modelos de bajo perfil.

Uno de los propdsitos fundamentales de estos modelos globalés,
de bajo perfil es el de fijar ideas béasicas, ‘clarificar los
elementos principales de cada nivel y por sobre todo ha permitido,
mediante el ‘establecimiento de un nuevo enfoque (no un nuevo
método), plantear preguntas con postulados distintos. Esto dltimo
ha abierto un nuevo panorama en el estudio de 1los fenémenos
hiolégicos,'en particular de los fendémenos cardiacos, dque como ya
ce menciond tienen unz <onducta oscilatoria. Este nuevo enfoque
permite modelar e incluso predecir muchas de las caracteristicas

sbservadas tanto en el paciente en su conjunto como en la célula
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individual aislada. Se puede afirmar que estos modelos han

provocado una verdadera ruptura epistemolégica, en el sentido de
que han modificado la visién que de los modelos se tenia con
respecto a la incorporacién de tantos elementos como fuera posible
manejar. En la actualidad en lugar de incorporar todos 1los
elementos se pretende identificar los elementos mas significativos
de cada nivel y las ligaduras intefniveles.

Se puede afirmar que las tendencias actuales del modelaje
mateméticd de los sistemas biolégicos en .general pretenden
establecer modelos sencillos, que consideren principalmente 1la
conducta de los seres vivos, basados en sus caracteristicas
esenciales, sin incorporar cada uno de los elementos de cada nivel.
La consideracién bédsica es que los sistemas biolégicos son
altamente complejos y que la incorporacién de todos sus elementos
hacen imposible un modelaje adecuado. Esto es lo que se conoce como
la basqueda de modelos de béjo perfil. o

Por otro lado se Dbuscan también 1los elementos de
correspondencia entre los distintos niveles del conjunto, de modo
tal que se establezcan las ligas entre niveles y los sistemas
moduladores. Este elemento en el modelaje matemdtico de los
sistemas vivos se convierte en esencial, porgque las conductas de
los sistemas . se encuentran controladas pof un gran nimero de
factores tanto internos como externos al sistema mismo. En la
teoria de las.oscilaciones esto es lo que obliga al uso de mas de
un oscilador de ciclo limite estable acoplado. Es el acople de fase

entre dos o mas osciladores lo que permite incorporar algunos de
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los mecanismos controladores dentro de los modelos’. Por otro lado
y debido a la variacidn biolégica presente en estos sistemas,
(variaciones estocdsticas) muchas de las predicciones establecidas
por los modélos matemadticos son dificiles _ de probar
experimentalmente, 1lo que obliga a simplificar los modelos e
incorporar técnicas experimentales que permitan eliminar elementos
de ruido externo. La eliminacién de ruido permite establecer la
existencia de osciladores, bifurcaciones, transicidn de fases entre
estados y la identificacién de las variaciones estocasticas. Si el
ruido externo no es eliminado el establecimiento de los elementos
de analisis no se puede efectuar y el modelo contendréa
necesariamente gran cantidad de elementos de incertidumbre.

En términos de dinadmica compleja, podemos afirmar que lo que
interesa al establecer un modelo es la determinacién de los
vectores, identificar el estado espacio y descomponer éste en sus:
conjuntos abiertos, determinando el atractor para cada uno. Este
atractor es lo que conocemos como el estado de equilibrio dinémico.
El otro elemento importante es el sitio("locus") de atraccidén del
sistema en su conjunto. Asi como existen conjuntos de atractores
que determinan el comportamiento de un sistema, existen también
conjuntos de sistemas que determinan a una poblacidén mayor. Esta
caracteristica de los sistemas dinadmicos es lo que la hace muy
atractiva para, el tratamiento formal de los fendémenos biolégicos.
El1 proceso de acoplamiento de dos o m4s sistemas es uno de los
problemas que existen en este modelaje, pero se avanza rdpidamente

conform dentifican los elementos esenciales de los sistemas y
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se determinan las ligaduras; estos procesos de identificacién son

esenciales para la determinacién del factor dinamico comin, que es
quien permitiri el establecimiento de un ciclo serial de acuerdo a
la teoria de las dinamicas complejas.

Modelaje :para qué?

Desde el punto de vista del empleo "practico" de 1los
conocimientos que emergen de estos conceptos en medicina, esti el
estudio de los procesos patolégicos. Hasta hace relativamente poco
tiempé, sé estudiaba el estado de salud (normal) y el estado de
enfermedad (anormal), pero poco se conocia e incluso poco se
estudiaba el proceso mediante el cual un sistema pasaba de su
estado normal a sus estado de anormalidad o enfermedad. El1 empleo
de la teoria de los sistemas dinamicos ofrece 1la posibilidad del
estudio de la transicién y de los elementos que pueden perturbar un
sistema de forma tal que pasen de un estado dindmico estable a un
proceso cadtico. Un ejemplo de esto es el estudio de las
perturbaciones de la actividad eléctrica ritmica del corazén que
provoca que se dé la transicién de un fenémeno peridédico a un
fendmeno cadéticdo (arritmia). Este mismo tratamiento se esta
empleando para establecer 1los patrones de progresién de
enfermedades relacionadas con el sistema endécrino y algunas
alteraciones del suefio. -

Uno de los problemas fundamentales en el mbdelaje de los
sistemas biolégicos es 1la caréncia de interaccién entre el
matematico y el fisidlogo o'el médico. Esta falta de comunicacidn

ha generado una serie de problemas derivados de 1la falta de
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informacién, fisioldgica por un lado y matematica por el otro. Otro
problema imposible de resolver sin la interaccién de las dos ramas
es el concerniente a la validacién de_loé modelos propuestos. Debe
terzrse presente que al formular un modelo se hace con un propdsito
vbien definido, definicién que es labor del profesional de las
ciencias biolégicas, que se convertira en el usuario del modelo. El
objetivo del modelo debe tener limites bien definidos, lo que
permite asegurar que el modelo serad no una representacién_fiel, en
el sentido amplio del término, sino una formulacidén adecuada para
un conjunto bien definido de objetivos.

validacién de los modelos

Un modelo no estd completo sin un proceso de validacién, para
gue este proceso se realice los criterios validatorios deben ser
explicitos. Entre muchos criterios se puede mencionar a la
consistencia y a la validez de los algoritmos empleados. Estos dos
criterios aseguran la ausencia de contradicciones funcionales, de
acuerdo a la realidad bioldgica y el empleo de algoritmos que
produzcan soluciones‘aceptables para el problema a modelar.

Por otro lado, se debe buscar también la validez tedrica y
empirica del modelo, esto es, que sea consistente con las teorias
aceptadas y gque sus resultados sean concordantes con los datos
experimentales disponibles. Otro criterio importante es el
heuristico, que permite el proponer en forma de hipdtesis, para ser
probadas por el modelo propuesto, la existenciay comportamiento de
susbsistemas, dificiles de explorar en forma experimental.

Por dGltimo, un criterio que no se puede pasar por alto es la
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necesidad de que-él modelo propuesto ofrezcafinformacién'ﬁtil,
tanto en la prediccién como en el anidlisis de fenémeno reales, de
una manera mids o menos certera, de forma tal que el modelo se
convierta en una herramienta Gtil en el proceso de toma de
decisiones. A esto se le podria denominar como el criterio
pragmdtico del modelaje.

En conclusidén podemos afirmar que en el momento actual se
cuenta con los elementos suficientes para iniciar un proceso mas
global de modelaje de los fendmenos bioldgicos. Que este proceso de
modelaje, aunque no exento de problemas, puede llevar a
planteamientos distintos de los tradicionales, que abran nuevos
caminos para el entendimiento Yy estudio de fendmenos complejos, de
una manera simple e identifiquen par&metros desconocidos. Esto
incrementaria nuestro entendimiento y modificaria los enfoques de
abordaje de los problemas biolégicos.
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